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pondance avec Ferr er Des;artes a nrûri le
pTolet de construct on d une n"ach ne à
lai er des verres de L,nefles astronom ques

en forme d hyperbo oiCe de révo ution à
deux nappes. La nrach ne est décrile par
son inventelrr ca.s LA D OPTRIOUE ei
en !o ci e dessln Ia t par Descartes

Cette lmage en perspectve est assez
peu isib e et elepourratêtretradulepar
e schéma c dessoLrs (f gure 1) en prolec

t on sur e p an de symélr e Tronta de la

Sur e dess n iêii par Descaftes e

cy ndre OR est sllué en dehors des p ans
de guidage GC et EF

En lait a rnach ne est destlnée à

mâiér a iser I ntêrsect on entre a dro te 3L/1.

génératrice d un cône de révo uton d'axe
1 2.3 et e p an dans eque do t se déPla_

cer laxe du cyl ndre de révo ution QR. Ce
cy ndre est guldé parses plans tangents GC
et FE (guidage b latéra ). La règ e KL, lée
à la génératr ce 3L, coLr isse dans une rnoÊ
talse du cy indre QR rnc lnée par rappor( à
iaxe de ce detnler. ma s admettant comTne
p an de symétrie epan123[,il.Cetassem_
b age ob ige e cy indre à avolr son axe en
permanence paralèle à 1.3 en apparte_
nant aLr p an T.2 3 ll Le po nl cornmun aux
exes 3l\/l et QR sut ùne hyperbole nter
sectlon du cône de révo ution engendré par

3[4 et du p an engendré par QR pendant

eurs dép acements autorisés pal es gui
dages En efiet 1 et 2 sont des pêl ers dans
lesque s des iour I ons en A et B tournent

Les extrém tés de 'axe QR su vent
des hyperbo es lssues de la précédenie pal
translat on horizonla e. Ces exlrémités sont
munies d'oul s trânchants dont 'un stué à
dro te ta I e une lame s tuée dans un p an

horizonta, et l'autre s tué à gauche engendre

a suriace d'une roue qu pourlat être en
nréta et supporteral une pâte abrasive
prse dans e bac nléreur de a machinê.
Les outls sont mantenus en drêclon et
ernpêchés de tourner sur eux-mêrnes par

deux para é ép pèdes ltu dés par es p ans
GC et FE ei pénétrés par les iolrillons d ex

trémité du cylindre OR (llgure 2).
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Fig!re 2

Dans le dessin précédentles deux
parallélépipèdes ne sont pas maintenus en
contact avec le cylindre QR . Descartes y
a pensé après avoir décrit sa machine, et
ila proposé dans une lettre peut-être adres-
sée à Florimond de Beaune de les relier
par deux anses permettant de les mouvoir
(figure 3) et de les maintenir en posjtion
lun par rappo.t à l'autre.(lettre écrite en
1638 citée page 453 de sa correspondance
AT Tomê ll).

1. Un oeu dê géométrie..,:

Descartes, s'ad.essant à ses diifé-
renis correspondants, puis dans la Diop-
trique, a donné sans explication Ies
constructions géométriques des élémenis
de sa machine.

Tout d'abord une hyperbole, laquelle?
pout en faire quoi?

L'hyperbole est déterminée par les
lois de l'optique (cf. l'étude de J.
DUBOIS).Cette hyperbote conçue comme
sectjon plane d'un cônede révolution, dans
le cas particulier où Ie plan est parallèle à
l'axe du cône sera celle cherchée si l,axe du
cône, le plan, et l'angle que fait ta généra-
trice du cône avec son axe de révolution
sont connus.

En utilisant des notations diflérentes
de celles de Descartes, mais faciles à rap-
procher de sa figure on remarque les pro-
priétés suivantes (figure 4).
La figure 4 représente en vue de face la
coupe par un plan passant par l'axe du
cône, de ce cônê (C) et du ptan (p) paral-
lèle à l'axe yy'. Deux sphères tangentes au
cône et au plan sont désignées par (Sp1)
et (Sp2). En vue par un observateur placé
à droite du cône, on voit l'hypelbole inteÊ
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section du cône et du plan.
L'hyperbole a pour sommeis S l et S2 et elle
a pour foyers F1 ei F2. Ces foyers sont,
d'après le théorème de Dandêlin,les points
de tangence des sphères (Sp1) et (Sp2)
avec le plan (P). L'ensemble de ta figure 4
admet lH perpendiculaire à l'image de (p)
comme axe dê symékie.

Dans le plan de la figure 4 on a
S1K2=S1F2 et SjKl =S1Fj car ce sont des
tangentês issues d'un pointà un cercle, et,
par symétrie:
SrtÇ = SzFz et lKr =llÇ
Or 51Ç = SrKl + KrK2

S1F2 = S,S2 + S, F2
soit en retranchant membte à membre

0=KrKz-SrSz
d'oil KjK2 = S1S2 = 2a
En utilisant les symétries

IK1 =HS' =6
lsi = lK1 + KlSl

d'où lS1 = HSt + SrFr et lSr=c
Pylhagore nous dit âlors :

lH2=1s12-HS12 ou b2 -c2_a2
d'où lH = b oar a,b, c soni les paramèkes
de l'hyperbole.
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Figure 6

On a alors (figure 5) coscr = a/c ce qui
justifiê la construction de l'angle ûet de Ia
position de l'axe du cône par rapport au plan

(P) d' intersection (figure 6).
Cette construction est citée par J.

DUBOIS dans son étude de la corrêspon-
dance de Florimond de Bêaune.

[/lais Descartes ne justile pas en par-

ticulier la position de I'âxe qu'il donne.

Que veut faire Descaftes de cette hyper
bole?

llveut réalisgr une suface de révo-
lution engendrée par I'hyperbole dont le
plan, passant parl'axe de révolution, tourne
autour de celui-ci. L'axe est parallèle ou

confondu avec l'âxe de symétrie de I'hyper-
bole ne la traversant pas. Si I'axe dê révo-
lution est I'axe desymétrie de l'hyperbole la
surface est un hyperboloide de révolulion,
sinon lâ surface est plus compliquée.
Descârtes ne semble pas avoirbien distin-
gué ces deux cas.

L'hyperboloide (figure 7) est une suÊ
face du second degré.
Dans le cas dê figure I'hyperbolê méridienne
contenue dans le plan xoy a pour équation:

A"

F gùre 7

(x2 I a2) ' (Y2 I b2) - 1 = O

L' hyperbololTe a pour équation dans ce
cas:

(x2 I a2l + (22 I a2) - \y2 I b2) - 1 = o

Descartes livre "son plus grand
secret'( cf. article de J.DUBOIS ) dans sa
correspondance avec Ferrier.

ll n'a pas repris cette construction
dans la Dioptdque. Le but de cette construc_

tion était de trouver le profild'une lame incli_

née par rapport au plan méridien du solide
de révolution.

Ce secret en testera un, car aucune
explication ne le justifie.
llaurait pu utiliser les propriétés suivantes:

I Figure I
.t,Yt

Considérons la figure I qui est la
section de l'hyperbololide précédent par lê
plan xoz, doncsuivantson cercle de gorge,

coupons cet hyperboloÏde par Ie plan z = k
(k.a).

L'inclinaison de ce plan par râppoft au
plân méridien passant parson intersection
avec le cercle est e ; on a donc
sin e = k/4.

Lâ courbe d'intersection de I'hyper_

boloïde avec le plan est définie par:

I lx2 I a2) + (22 I a2\ - lyz I b2) - 1 = O

tz=k
Soit en projetant cette courbe sur

xoy parallèle à z = k on obtient:
(x2 I a2\ + lR I a2'1 - ly2 / b2)-1=O

soit:

lx2 | *\ - \y2 I b,) - [ 1- (k'zla'z) ] = 0
(x2 / *) - \y2 I b2) - (1-sin2 e) =0
(e I a2) - (y2 I b2) - (cos2 e) = 0

(x2 I az cos2 o) - (y2 I b2 cos2 e) - 1 =0

C'est une hyperbole déduite de la
génératrice ên multipliant les paramètres

de celle-ci par cos 0, d'ou la construction
figure 9.
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L'angle du cône n'a pas été chanqé
mais le plan d'intersection a éié rapproché.
On pourrait donc obtenir I'hyperboloide en

faisant tourner aulour de son âxe de révo-
lution une lame inclinée de q sur le plan
méridien et taillée par la machine de Des-
cartes sans changer I'angle du cône mais
en rapprochant les plans de guidage du
cylindre QB de l'axede révolution du cône.
Et un plus grand secret serait utilisable,
secrei que Descartes ne connâissait sans
doute pas:

Sile plân de section de l'hypettroloiïe
est placé à distance k = a on a alors k/a :
1, et l'équation

\\2la2)+(k2Ia2)-(y2I b2) - I=o
devienti (x2 / a2\ - lyzl b2\ = O

ou encore: (x/a - y,/b ) (ra + y/b ) = 0
Equaiion de2droites en projection surxoy

v =r%x
L'hyperboloide est donc une su rlace

réglée qui pourrait être engendrée par un
outildroit dont letranchant est l'une de ces
droites. Voilà qui simplifierait la génération
de la roue concave.

Pour les roues convexes la surface
est plus compliquée; elle serait mieux décrite
par la méridienne ( figure 10 ).

ôô\*!)'.w
Figure 10

llen est de même sil'axe de révolution n'est
pas celuide l'hyperbolebien que la rouê soit
concave,

2 . De la technologie...:

Comment réalise-t-on une surlace

Descanes â envisagé sursa mâchine
les trois types d'outil que nous allons défi-
nir.lla hésité entre plusieurs choixet, après
ses échanges de lettres, avec FeÛier en paÊ
ticulier, il a décrit la machine représentéê
dans la Dioptrique et reproduitê en page4.

Outil de tome
L'arête de cet outil est une ligne dont

le déplacoment (figure 12 ) engendre la sur-
face àdéfinir, iciune arâe droite engendre
un cylindre de révolution. Pour engendrer
une surface ayant une hyperbole comme

méridienne, il suffit quê l'arête soit une
hyperbole. Cet outil qui demande une
grande puissance à la machine travaille
comme un bouteur ( bulldozer ).

Outil de génération
ll se déplace suivant la ligne géné-

raticê de la surface. Cêtte générataice se
déplace en mêmeiemps pour réaliser la sur-
face.

On obtient une surface approchée
car des sillons subsistent. Cet outiltravaille
à lafaÇon d'une charrue qui engendrerait la
surface du champ à labourer sillon après
sillon ( fioures 13 et 14). C'est un outilde ce
type que Dêscartesasjtué au contact de la
roue d de sa machine.

Outil meule

Fiqure 13
a
d

Ssct$ AA

€,-f
{

= Fffts dhfÊûhgê
= ocuit6 du üud'nnb
= détclsrEge

rE
IEI

a

A I'origine cet outil de révo-
lution était en pierre naturelle. Les
outils moderne sont composés
d'une multilude de petits grains,
outils agglomérés dans un liant
assez tendre. Ces grains usent la
surface à rectifjer, puis ils sont
arrachés de Ia meule après usure
et le liant est pulvérisé pou.
faire apparaître de nouveaux
grains. La meule a pour géné-
ratrice la ligne qu'elle use sur
la pièce à réaliser, et, elle se
déplace pourengendrer la suÊ
face cherchée ( figure'15).
Pendant ce iravâ,I la meule
change de géométrie, il faut
donc la régénérer. Pour cela

Figure 11 F qurc 12

Fgure l5
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on utillse un oLrt qur sul les rnach nes
modernes est un diamâni qu relait e pro_

i de cetle meule ( f gLrre T 6 ).

Rodage
Deux soldes sont en Trottement 'un

sur 'autre et une pâte abrasive est entrai
née entre les deux sufiaces qLrl s'usent et
prennent des formes comp érnentaires
C'esl cetle salulian détivée de lameule qui
est préconisée par Descarles sut sa
machine paur reclifier le verre. La roue d
dure enduite de pàle ebrasive taufie devanl
le verre à tatller. elle dait êlre Égénérée par
I'au|il situé à gauche du cyhndre QR qui
suil une hypebale.

La vérit'icatton du profil est faite à
I'aide des lames tatllées à la paftie dtoite de
la machine ( vairfigurcl) Cette lame estun
qabarit en t'arme d hyperbale ( lgurc 17 ).

La vitesse de loutil
E e nê PeLrt Pas être qleconqLie.

en parllcu er Lrne vitesse nll e cLr ,/c s ne Ce

zéro ne permet pas a coupe Donc une

surrace de révolL.rtlon au vo s iage Ce so.
axe n'est pas réaL sée car 1 n y a pas coupe
(f gurê i8 )d ou aformationduN,.téIor,,

Descaies y a pensé el il propase
une roue tournant autaur d un axe aftha
ganalà I'axe de ralatbn du verre à réaliser.

Surl'axe 2 ( figure 19 )la vilesse relaùve des
deux salides au cantact est la vlesse péri'
phéique de ]a meule ce quisupprtme le "
télon " ( la Dioprùque pages 148 e|149 ).

La géométtie de la rcue
Dans e cas de a fabrication de a sLrr

lace convexe d un verre (à doub e courbure)
â roue est concave. il n'y a pas de prob ème
paa(iculier car en coupe par e plan xoy
(sect on AA f gure 19 )les surfaces sont de
part et d autre de leul plan tangent comrnun

Dâns e cas de a sudace concave
d'un verre li gure 20) la roue est convexe et

i y a un problème car la section AA montre
que la roueau vo sinage du pointde conlact
dot être à 'ntéieul du cercle oscu ateur à

'hyperbole.
Descarles s'en est aperÇu et il a

danné une dircctive générale en dtsant l la
Diaptnque page 119 et 150) que la roLte

sal lelle que " sa clrcanférence ne passe
painl au dessus de la ligne 1 2. de la même
machine " sans autre Précisian.

La géométrie de Ia lame
La mach ne de Descartes doldécou

per des lames (Tigure 2T) dans sa pâde
clroile Pour le Ta re, louti que qu'i so t ne
peut couper que dans un sens de déplace_

menl. et Descartes a vLt qLle les anq es de

trava I ne seront pas b en respectés pré

con se usinage de la ame en deux phases

:!ec ietournenrent de I oul ! peul-être pour
que les ellorts soienl mieux d rgés (la Diop_

irque pages 147 et 148)

Le prccédé d obtention cle la roue
Descartes préconise tto s phasês

dans a fabr cat on de a roue d.

'Approche gross ère à la lime.
. Ul satlon d une des arnes précé-

dentes cornme oul pour arné iorer la suI_

face (outi de iorrne)
. Utiisaion de a padeqauche de la

machine (outi de génératonl pourfnrret
rectil er en permanence e prof de a loue.
ll pense a nsi affiner la surface or 'out de

lorme est plus régLr ier que l'outi de géné-

ration. I aurat été souhatable qu lag sse
en dernier. raa s dans ce cas lldevrail être

nc iné par rapport au plan horizontal mér'
d:en de a roue. el le proli de la ame devrâit
êlre ditiérent comrne noLrs 'avons vu dans
létude de a générat on d un hyperbo oide,

ROTATION D'»G YY

CHÀÀ,P DES VITESSES

.iIRLE D]AMNT

Figirrè l6

gure 17
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Figure F gure 20
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mais la machine ne serait pas celle préco-
nisée par Descartes.

3. Beaucouo d'incertitudes...:

La qualité géométrique cles assemblages
Elle est toujours soumise à des

erreurs de réalisaiion qui peuvent êke
réduites par un travailde retouche très pré-
cis.

Les jeux ale tonctionnemènt
lls sont indispensables et doivent

être d'autant plus grands que ]es surfaces
seront moins précises (figure22), orcesjeux
rendent aléaloire la position desobjels gui-
dés. Parêxêmple le cylindre QR parrapport
à la règle KL ou bien l'axe du cône géné-
râteur par rapport au bâti ( figure 23).

L'usure des outils
L'usuredes outils et des paÉiesfrot-

tanles rendent les erreurs variables-

Les etforts
La tige KL dans son passage à tra-

vers Ie cylindre OR doit coulissêr comme un
tiroir dans sa glissière. Un risque sévère
d'arc-boutemeni existe dans ce déplace-
ment qui est incliné par rapporl à l'axe du
cylindre QB.

Dans la version proposée par Des-
cartes ( voir page 4 ) il yabeaucoupde
chance pour qu'elle ne marche pas de façon
satisfêisante,

On ne saii pas si elle a éié utilisée et
à notre connaissance aucun exemplaire
n'en a été relrouvé. Sicela avait été le cas
on âuraitpu expérimenter la machineen uli-
lisant les sources d'énergie de l'époque.
Descartes a peut être eu quelquês doutes
cardans une lettre écrite en 1638 à un cor-
respondant donl on pense que c'est Flori-
mond de Beaune il propose un autre pro-
édé qui utiliseraii une roue creuse enforme
d'auge à proiil hyperbolique el d'axe de
rotation vertical, dans laquelle une petite
roue supportanl le verre à taillêr tournerait
sur elle même en tournant autour de l'axe
de la grande roue,l'ensemble étant entraîné
par un train épicycloidal.

[Jne telle machine poserait de nou-

veaux problèmes. En particulier dans la
précision de tailiage des roues dentées, et
dans le rattrapagê de jeu des engrenages
quiseraii indispensablê. O

MOITIE 1

i lÿUtTlE 2

Vue èsrsde
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