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Grandeur et mesure :
la place des formules et ’'exemple de volume

Claude Janvier - Montréal

C et article examine la place

des formules dans le développement des
concepts de grandeur.

Il est issu d'un cours de didactique ayant
conduit & I'étude de la notion de volume, a
I'élaboration d'une séquence d'enseigne-
ment qui a donné lieu & la production d’une
vidéo.

Il s'articule autour de la notion de
grandeur dont je ferai une analyse plus fine
pour éclairer la construction de la séguence
d’enseignement. Aprés quelques remarques
sur les objectifs de la séquence d'appren-
tissage, je procéderai & une analyse concep-
tuelle de la notion de grandeur. La troisiame
partie sera consacrée a la grandeur volume.
Les raisonnements st les difficultés qui vy
seront exposés conduiront & la section prin-
cipale dans laquelle je présente les grandes
lignes de la séquence d'enseignement.

b

Cette expérimentation a donné lieu
a la production d'une vidéo intitulée: «Le
volume: mais ol sont les formules ?»

Pour les lecteurs qui auront I'occa-
sion de visionner cette vidéo, notons que je
reste trés critique par rapport a ce qu'elle
montre; la présence de la caméra et la
nécessité de produire un son de bonne
qualité contribuent trop souvent & chasser
le naturel. L’enseignant apparait donc
guindé et la classe inhabituellement calme.
La pédagogie apparente est plus magis-
trale que celle vraiment mise en place. Par
contre, rien n'a été ajouté a ce qui s’est
déroulé en classe; la réalisation de la vidéo
n'a donné lieu & aucun montage ni trucage!

Une vidéo sans
trucage

Faire raisonner les
formules

Les discussions avec les étudiants
(futurs enseignants) les ont amenés a pro-
poser comme objectif général de la
séquence: faire raisonner les formules.

Progressivement cette idée de rai-
sonner les formules a pris forme et a été
explicitée en trois points:

a) s'appuyer sur une formule de
base pour déduire la formule de chaque
classe de solides,

b) reconnaitre la classe de solides
a laquelle s'appligue une formule particuliére,

c) reconnaitre les éléments de la
formule dans la représentation spatiale du
solide dans le but d'effectuer les bonnes
opérations.

Ce principe général pour aborder la
notion de volume est apparu comme absent
des préoccupations des enseignants et des
programmes. On retrouvera donc en fili-
grane tout au long de mon exposé le leit-
motiv : mais ot sont les formules ?

On comprendra que |‘approche
retenue tout en faisant raisonner les for-
mules vise, entre autres, a réduire le
nombre de formules & mémoriser. Il remet
donc en question la pratique qui consiste a
fournir aux éléves de longues listes de for-
mules avec lintention ambigué qu'ils les
mémorisent, les questionnaires d’examen
rappelant souvent les formules a savoir !

Mé&me si le volume peut étre consi-

déré comme une grandeur, il n*a jamais été
défini comme grandeur dans la séquence
que j'ai élaborée.
En fait, c’est en classe de didactique gue la
notion de grandeur a fait I'objet d’'une ana-
lyse fine non pas pour lintroduire aux éléves,
mais plutdét pour en examiner la richesse et
la complexité afin de planifier et de réaliser
un apprentissage rationnel et efficace.

Un bref retour historigque

Il n’est pas facile de proposer une
definition de la notion de grandeur tant la
notion a évolué au cours des siécles. Il est
bien connu que les Grecs ont été profon-
dément bouleversés devant l'impossibilité
d’ex primer la longueur de la diagonale d’un
carré comme le rapport de deux entiers. Il
est par contre moins bien connu (Fréchet,
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1997) que cette découverte fut a l'origine
d’une nouvelle mathématique: celle des
grandeurs. En effet, & c6té de 'arithmé-
tique des nombres abstraits s'imposait alors
la construction d’une arithmétique des lon-
gueurs de lignes (aujourd’hui appelées seg-
ments) qui, tout aussitdt, se généralisera aux
surfaces et & I'espace.

En fait, I'image idéale, le modéle
abstrait que les philosophes grecs se fai-
saient du monde s’effondrait avec cette
incapacité a “mesurer avec des rationnels”
certaines réalités du monde observable.

Tout au long de I'histoire, «gran-
deur» a toujours été opposé & «nombre» ou
guantité et, petit a petit, la situation est
venue se compliquer avec le développe-
ment de la physigue qui introduisit des gran-
deurs-produits, des grandeurs-quotients.

Terminons |a cette digression his-
torique pour analyser & sa source I'éclo-
sion et le développement de la notion de
grandeur.

Grandeur et
mesure

Geneése de la notion de grandeur

Réaliser une analyse conceptuelle
de la notion de grandeur commanderait nor-
malement que, d'entrée de jeu, on en for-
mule une definition unigue.

Or, il apparait que toutes les sources consul-
tées sont loin de présenter une unanimité
sur le sujet. En fait, cette difféerence d’opi-
nion est en partie due a I'évolution « histo-
rique » du concept de g
grandeur. Pour bien |
illustrer les différences i
de « poinis de vue », |
examinons la figure 1
qui illustre les activités
mentales présentes
dans les exercices ou i
problémes impliquant il
des grandeurs.

Elles font intervenir 3 domaines différents.
a) Il n'y a pas de grandeur sans «réalité
concrétes» sans objet ou phénomene a
observer ou a étudier.

Cette «réalité» est présentée selon des
modalités trés diverses: simulation, dessin,
maguette ... et revét souvent des formes

Réalité

objet - phénomene

1113 ELRT

i * gire totale ou

1 A
H ™ * espace occupé

abstraites inspirées de la réalits.

Par exemple, le rectangle et la sphére sont
deux objets idéaux qui n'existent que dans
la pensée mais qui sont inspirés de 'examen
d'une réalité «externe».

b) Ces objets ou phénomeénes sont exami-
nés pour une caractéristique propre qui leur
appartient. Cette caractéristique a la pro-
priété d'étre quantifiable ou mesurable. |l faut
eégalement que cette caractéristique soit
«additionnable», ce qui rend le produit par
un scalaire possible.

) A certaine caractéristique de ces objets,
on peut associer un nombre accompagnée
d’'une unité, nombre qui est le résultat de la
mise en ceuvre d’'une methode et du choix
d’'une unité de référence (appelé unité de
grandeur).

Par exemple, si a) I'objet considéré est un
rectangle de 2 cm par 5 cm, on examine
b) sa surface pour pouvoir établir que

c) son aire est de 10 cm2,

Cet exemple nous fournit 'occa-
sion de mettre en évidence la difficulté qu'il
y a a désigner par des termes génériques
les éléments de b) et de ¢). On aura note
gue, dans le cas présent, j'ai distingué sur-
face et aire.

Le schéma de la figure lillustre que
trouver un volume ou une aire requiert un
double processus. D'abord se cache sous
cet exercice intellectuel, une identification
de la caractéristique concernée & partir de
I'objet phénoméne concerné.

Dans le cas d’'un crayon, il peut
s'agir du volume, de la masse, de l'aire

* Mmasse

-+ mesure de la mass

caractéristique nombre + unité

totale, de la longueur... Ensuite, dans un
deuxiéme temps se met en branle une opé-
ration d'assignation d’un nombre accom-
pagné d’'une unité, ce qui suppose le choix
d’'une unite.

Cette décomposition en deux temps
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de la démarche mentale requise pour
résoudre les problémes de grandeur nous
permet de bien illustrer la complexité de la
tache et de bien montrer les difficuliés que
les éléves rencontrent.

" Questla
grandeur ?

Doit-on distinguer la caractéristique-
a-quantifier de la caractéristique-quantifiée
(le nombre avec unité obtenue)? En d'autres
mots, doit-on distinguer, par exemple, l'aire
du rectangle ABCD et sa valeur: 10 cm ?
Selon la brochure de I'Apmep (1982: Tome
V), les deux notions ne sont pas distin-
guables et ne doivent pas étre distinguées
car 10 cm2 n'est gu’'une maniére particuliére
d’exprimer I'aire du rectangle.

Bref, | cm2 est 'aire d'un rectangle particulier
et cette aire se retrouve 10 fois dans le rec-
tangle ABCD. N’écrit-on pas en effet; aire
de ABCD=10cm2!

La grandeur est donc a Ia fois la caracté-
ristigue-a-quantifier et la caractéristique-
quantifiée.

Par contre, selon une autre doc-
trine pédagogique, cette distinction s'impose
a un point gu'il faille introduire des termes
différents pour désigner ces deux notions.
Ainsi, selon ce point de vue, la notion d'aire
(la caractéristique-a-quantifier) doit &tre dis-
tinguée de la notion de surface (caracté-
ristique-quantifiée) ; celle d'espace occupé,
de la notion de volume. Pour les tenants de
cette tradition, le rectangle ABCD a une
surface dont l'aire est 10 cm2. En d’autres
mots, I'aire de la surface du rectangle ABCD
est 10 cm2 et non pas laire du rectangle
ABCD. On ne parle donc plus de 'aire du
rectangle mais de 'aire de la surface (méme
ceux qui adherent a cette maniére de faire
s’empressent d’auto riser I'abus de langage
qui consisterait & dire seulement : aire du
rectangle).

Cette position va par ailleurs dans
le sens de la tradition mathématique qui
veut que I'on associe des valeurs aux gran-
deurs ou encore que I'on exprime les gran-
deurs selon des unités. La tradition éta-
blit donc une dichotomie entre la
caractéristigue-a-quantifier et le nombre qui
lui est associé. Cependant, elle n'impose
pas de mots différents pour désigner ces
deux entités. Il n’y a donc gqu’un pas a fran-

chir pour donner deux noms différents &
ces deux entités.

Mais plutdt que de distinguer surface et
valeur de la surface, volume et valeur du
volume (par exemple), cette pédagogie a
opté, et on le voit dans les manuels, pour
différencier surface et aire en précisant que
l'aire est la mesure de la surface.

L'aire n'est donc pas la valeur de la
surface mais bien la mesure de la surface.
On note donc l'usage du terme «mesure»
qui vient compliquer les choses. En
revanche, cette méme pédagogie consi-
dére le volume (caractéristique-quantifiée)
comme étant la mesure de I'espace-occupé
(caractéristique-a-quantifier). D’ailleurs,
I'écriture symbolique fonctionnelle (f(x))
encourage ce type de désignation.

N’est-il pas facile d’'écrire, par exemple,
m(angle) = ou encore aire(surface) = ?

Cependant, la brochure de 'Apmep,

qui analyse les relations entre grandeurs et
mesures, releve une incohérence dans cette
maniére de faire.
En effet, la mesure doit &tre définie comme
étant le nombre «qui établit la comparaison»
entre ['unité et la grandeur considérée. Dans
10 cm?, la mesure est le nombre 10 qui est
le o dans I'égalité :

Aire du rectangle ABCD = ¢ fois
I'unité (cm2).

On constate donc que, d'une part,
le volume ne saurait &tre la mesure d’'un
espace occupé, car le volume s’exprime
avec des unités et la mesure ne comporte
aucune unité ; mais que, d'autre part, ne pas
distinguer entre la caractéristique-a-quan-
tifier et la caractéristique quantifiée-par-rap-
port-a-une-unité engendre aussi d'autres
problémes quand il 'agit de discourir sur les
exercices a résoudre.

La brochure de '’Apmep expose
une variété d’expressions qui traduisent les
consequences de cette dualité : caracté-
ristique-a-quantifier versus résultat de cette
quantification (caractéristique quantifiée).
Malheureusement, elle laisse croire que
ces ambiguités peuvent étre levées en pro-
posant une exposition et un vocabulaire
corrects.

En bref, je souhaiterais que 'ensei-
gnement prenne en compte qu’il faut adop-
ter une position inévitablement «ouverte»
face aux notions de grandeur, valeur d’'une
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grandeur, mesure d’'une grandeur, position
qui laisse une large place a I'exploration
des objets ou phénoménes sous-jacents.
Par ailleurs, toute cette discussion para-
mathématique ou métamathématique pro-
vogquée par I'étude du schéma de la figure
illustre bien les piéges qui guettent 'ensei-
gnant qui tiendrait a exposer les tenants et
aboutissants de toutes les subtilités de lan-
gage que je viens de relever.

La position adoptée
dans la sequence
d’enseignement

Aumoment de la mise en ceuvre de
la séquence d’enseignement présentee a la
section 5, la réflexion précédente n’était
pas aussi exhaustive bien que l'ana des
processus cognitifs mis en branle indiquait
déja la complexité des notions sous-
jacentes. Le volume n'a pas été introduit
comme une grandeur, ainsi, tout le ques-
tionnement sur les grandeurs en général
fut automatiquement écarté.

Par contre, la distinction entre volume et
espace occupe fut retenue avec comme
conséquence que le volume fut identifie &
la mesure (avec unités) de I'espace occupé.

Dans l'analyse qui suit, je ne tenterai
pas de faire la promotion d’'une position
particuliére sur ce qu'il faut dire et ne pas
dire. Je retiendrai un vocabulaire (a usage
interne : entre nous !) qui me permettra
d’exposer les processus sous-jacents et les
difficultés en rapport avec la notion de
volume.

Ainsi, dans ce qui suit, jutiliserai
indifféremment :

1) «caractéristique a quantifier» et gran-
deur et d’autre part

2) «nombre accompagné d’une unité » et
grandeur quantifiée tel que le montre la
figure 2 qui reprend le schéma -figure |-
avec certaines precisions.

On aura remarqué gue j ‘ai préfére
« quantifier » & mesurer simplement pour ne
pas renvoyer le lecteur a
son bagage culturel}
(mathématique) qui}
accompagne la notion i
de mesure ! |

Je rappelle que }i}
ce schéma nous permet iill
de distinguer deux pro-\

i

S
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\
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cessus généraux de pensée.

D'abord, le passage de 'objet a la
caractéristique: I'identification d’'une carac-
téristique. Il s’agit ici de retenir, de choisir,
d’envisager une caractéristique a partir de
Pobservation d’un objet-phénoméne ou
encore de la considération d'un objet-phé-
nomene.

Rappelons que la diversité des
modes de représentation de ces objets-
phénoménes peut rendre cette identification
complexe.

Dans un deuxiéme temps, il faut
procéder a 'assignation d’un nombre
accompagné d’une unité a la grandeur
retenue. Il faut bien entendu retenir une
unité et procéder de manieres fort diverses
& cette recherche.

_Le volume :
raisonnements et
difficultes

Toute didactique d’'une grandeur

guelcongue doit s'élaborer par rapport a ce
qui est exigé des éleves en fin de course.
C'est en effet la variété et la complexité des
problémes exigeant le recours & une gran-
deur qui déterminera les apprentissages a
mettre en place.
Le schéma de la figure 2 est alors fort utile
et trés élogquent. Pour cet article, j'ai fait le
choix d'ignorer explicitement cette dimension
et d'aborder la question des obstacles et dif-
ficultés dans un cadre plus large. En bref,
je passe sous silence quatre éléments qui
m’apparaissent fondamentaux. Certains pro-
blémes ne demandent que de comparer et
non pas de mesurer. lls sont plus ou moins
complexes selon le nombre d'opérations
gu’ils exigent.

La structure méme d’un probléme
ne peut déterminer a elle seule les obs-
tacles des éléves car au moment de le
résoudre, ils disposent de moyens issus de

ettt

i

» surface totale * aire totale

* @space occupé * yolume
* masse * mesure de la masse
grandeur | grandeur quantifiee \
T
I T
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leurs apprentissages antérieurs. A ces obs-
tacles, que Guy Brousseau désigne comme
didactiques, s'ajoutent des difficultés reliées
aux necessités du cheminement a suivre
dans I'appropriation de connaissances. Les
obstacles épistémologiques sont incon-
tournables; ils proviennent de connais-
sances antérieures & renouveler, a amen-
der, car ils deviennent inconciliables avec
les nouvelles & acquérir.

L’emploi des mots et des notations

La figure 2 illustre trés bien les pro-
blémes de désignation soulevés préce-
demment. En effet, dans la perspective
classique (celle de la brochure de 'Apmep),
la caractéristique et la grandeur mesurée
sont une seule et méme chose. Il N’y a pas
lieu d'introduire d’autres vocables. Par
contre, cette décision est toute mathéma-
tigue ou logique et ne refléte pas la réalité
psycho-cognitive sous-jacente. Il est non
seulement possible mais aussi conforme a
une certaine logique de considérer indé-
pendamment de toute unité la caractéris-
tique & mesurer, ce qui inévitablement lui
donne un statut particulier. Méme si la cohé-
rence mathématique permet de passer outre
a cette distinction, on ne peut empécher
I'esprit de produire “naturellement” cette
distinction.

Le vocabulaire contemporain dis-
tingue surface et aire, segment et longueur,
espace occupé et volume, l'angle et la
mesure d'angle. Il est bien connu que la
grandeur et «sa valeur» par rapport & une
unité sont souvent confondues dans le voca-
bulaire courant : ainsi la surface désigne a
la fois la caractéristique d’'un objet et la
mesure de cette caractéristique. Il en est
ainsi des angles. M&me si, en pratique, on
distingue un angle et sa mesure en disant
un angle de o degrés, I'écriture laisse sou-
vent subsister I'ambiguite quand, par
exemple, on écrit o = 30°.

Oublions que cette ecriture est cou-
rante dés que 'on remonte un tant soit peu
dans le passé. En effet, comme 'a montré
Frechet ( 1997), il est possible de considé-
rer plusieurs arithmeétiques de grandeurs
confondant grandeur et valeur de grandeur.
Aujourd’hui, on fait la somme de mesures
d'angle ou la somme de mesures de sur-
face. En fait, I'histoire nous montre que
faire la somme peut nous forcer & remon-
ter aux objets abstraits. Ainsi, quand on
fait, par exemple, la somme de surfaces

ou la somme d’aires, c’est plutdt la somme
de figures que I'on réalise avec les consé-
quences pour la caractéristique aire. Suite
a cette analyse sommaire, un premier prin-
cipe semble s’imposer: I'introduction de la
notion de volume exige beaucoup de tolé-
rance et ouverture d’esprit par rapport aux
vocabulaires utilisés et aux notations qui
en découlent.

Le recours aux
grandeurs
apparentées

Le premier obstacle qui se pose &
la résolution d'un probléme de grandeurs est
la confusion qui peut prévaloir lors de I'iden-
tification de la grandeur a considérer.
D’abord, cette identification n'est pas un
processus simple, car, dans un premier
temps, les enfants doivent, sollicités par
des guestions et par les démarches d’autrui,
se construire un premier concept de la gran-
deur concernée qui est appelée a se déve-
lopper. C'est ainsi par exemple que 'éléve
peut glisser d’un concept vers 'autre étant
donné son peu de familiarité avec les objets
qu’il manipule.

L'expérience a moniré que, dans
une tdche de comparaison de volumes,
les éleves peuvent succomber aux interfé-
rences provenant de l'aire des objets & com-
parer tout comme a leur longueur. Par
exemple, les deux cylindres formés par une
feuille 21x29,7 cm pliée dans le sens de la
largeur et dans le sens de la longueur sont
considérés comme ayant méme volume
par la quasi-totalité des éléves de la classe.
Il n’est pas question bien entendu de consi-
dérer ces difficultés comme étant toujours
provoquées par des confusions entre aire
totale (ou latérale) et volume. Il s’agit bien
d'une interférence qui opére localement
dans un acte de pensée; les grandeurs les
plus familieres s'imposant au détriment de
celle en construction.

Quelquefois, c'est dans la
démarche qui conduit & assigner un nombre
a une caractéristique que le dérapage se
produit. Lors de 'expérience, une éléve & qui
on demande de trouver le nombre de cubes
dans un parallélépipade rectangle « trouve»
le nombre de carrés qui entourent le solide
plutdt que le nombre de cubes qui consti-
tuent le solide.

Il faut donc que I'apprentissage de la notion
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de grandeur, par exemple, réserve une
place importante aux confusions entre gran-
deurs surtout lorsque les exercices nexigent
pas de fournir une grandeur quantifiée.

De 'usage irréfléchi
des formules

A ces difficultés s'ajoutent celles
dues a la nécessité d'assigner une valeur
au volume ou a la grandeur considérée. Il
faut comprendre que I'assignation d’une
valeur numérique & une caractéristique d’un
objet phénoméne peut s'effectuer selon plu-
sieurs modalités. Mais, en réalité, dans la
majorité des cas, on 21
assigne une valeur
numérique a la
caractéristique rete-
nue a l'aide d'une
formule qui fournit
une recette symbo-
ligue conduisant
«mystérieusement» 29,7
a la bonne réponse.
Lorsqu’il s’agit de
comparer les carac- 2!
téristiques de deux
objets-phénomenes,
la difficulté peut
devenir plus grande,
s'accroitre du fait que la comparaison doit
s'effectuer sans formule ou enceore donner
lieu a la mémaorisation d’autres formules.
Un des obstacles didactiques rencontrés
par les éléves provient d’'une conception
dominante chez les enseignants par rapport
a la nature et au réle des formules. Pour la
grande majorité des enseignants, le volume
et les aires sont deux sujets faciles & ensei-
gner. |l s’agit simplement de bien montrer
comment fonctionnent certaines formules
qu’autrefois on faisait mémoriser et,
qu'aujourd’hui, on fournit en début d’année
et qu’on redonne aux examens.

D'autant plus que cette conception
vient «renforcer» I'apprentissage empirique
que les éléves «ont subi» & propos des
aires et des volumes dans I'enseignement
primaire. A ce niveau, les formules sont
données et vérifiees dans un nombre fini de
cas, a I'aide de tableaux de nombres, d'oll
le caractére empirique qu'il assigne a la
démarche. Tout se passe comme si chague
formule avait donné lieu a une révélation
(divine I) mais vérifiable et non pas comme
si elle pouvait résulter d'un examen systé-

Mo
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Figure 3

matique et rationnel des objets phénomeénes.

D’abord, les éléves ont retenu que
les formules «¢a se comprend pas» et,
ensuite, que pour trouver un volume, une
aire, il faut prendre une formule (& moins que
Fon demande de trouver le nombre de petits
rectangles dans un triangle, ce qui n'est
pas souvent associé & un probléme d'aire).

D’ailleurs, les enseignants du
secondaire ne sont pas insensibles aux dif-
ficultés de leurs éleves. Il suffit de les inter-
roger pour s'apercevoir gu’ils ont conscience
que ce type d’enseignement entraine faci-
lement des dérapages. Par exemple, les
“problémes a contexte” n'indiquent pas tou-
jours la grandeur & trouver et encore moins

la formule.

Lorsqu'un exercice
ne présente qu'un des-
sin, les éléves ont de la

— difficulté & y retrouver
«Ce» (u’exige une for-
mule. Lorsgu’il s’agit de
comparer, les formules
sont «dangereuses» !
Bref, il est bien possible
que les enseignants

=5 s'assurent «localement»
que leurs éléves ont des
résultats satisfaisants
mais c’est malheureu-
sement sans compter
les difficultés qu'ils rencontreront éventuel-
lement n’ayant pas eu 'occasion d’enrichir
leur concept d’aire ou de volume. Bref, une
pédagogie différente s’impose, mais
laquelle? Il faut donc contrer un recours
irréfléchi aux formules et changer leur
conception de la notion de formule implici-
tement imposée par une tradition pédago-
gique qu’il faut rejeter.

Une séquence d’apprentissage qui res-
titue le réle de la formule

Cette sequence comporte trois
grandes étapes.
D’abord, les éléves doivent oublier les
anciennes formules sans signification et
repartir d'une exploration de I'espace qui
les conduise sur de nouvelles pistes.
Dans un deuxiéme temps, ils se donneront
une méthode de dénombrement des unités
de volume pour un pavé, méthode dont ils
étudieront les particularités. Cette méthode
deviendra leur formule de base qui sera
généralisée a une grande famille de solides
grace & la mise a contribution du principe de
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Cavalieri.

Finalement, c’est I'analyse des pyramides
et le recours a des raisonnements mettant
enjeu des objets-limites qui compléteront la
séquence.

Avant les formules : familiarisation avec
le volume

a) Exploration de I'espace et de ses repré-
sentations

Donner un sens aux formules de
volume exige dans un premier temps que
les éléves se familiarisent avec les objets-
phénomenes sous-jacents. Il faut que les
éléves puissent mentalement se représen-
ter le volume comme une caractéristique-
a-quantifier. Or, il faut s’assurer qu’ils mai-
trisent suffisamment les habiletés reliées a
lappréhension des objets spatiaux. Leur
formation antérieure doit &tre mise & jour par
des activités nombreuses de représenta-
tions. Le cahier (Janvier, 1994) qui accom-
pagne la vidéo distingue trois types d'acti-
vites qui favorisent I'exploration de I'espace:
celles qui ne s’appuient pas sur un modéle,
d'autres qui exigent le recours a un modéle
et quelques activités qui ne tombent pas
dans ces 2 catégories.

b) Retour a la notion d‘aire

L'expérience de la vidéo ayant res-
pecté le programme de I'époque, la
démarche la plus délicate a consisté a rap-
peler la notion d'aire (vue en début d'année)
sans insister sur les réflexes de manipula-
tion des formules préalablement acquis.
Les quelques exercices de “révision” pro-
posés ont astucieusement demandé de
décomposer les solides de maniere a ne
recourir qu'aux formules élémentaires de la
«géomeétrie du plan». Déja dans un pre-
mier temps, quelques formules d'aire «dans
l'espace» furent démystifiées. Mais le tra-
vail de compréhension des formules d'aire
dans le plan n’a pas fait I'objet d’enseigne-
ment.

c¢) Bien cerner la caractéristique retenue :
différenciation des grandeurs assimilables
par contflits cognitifs

Un retour au schéma de la figure 2
nous permet de constater que jusqu'ici les
activités retenues ont permis aux éléves
de se familiariser avec les objets aux-

guels on assigne la caractéristique volume
et avec 'aire comme une de ces caracté-
ristiques.

Le processus d'identification illus-
tré sur le schéma ne se réalise pas sans dif-
ficulté telle que nous 'avons mentionné pré-
cédemment.

Le volume est donc souvent
confondu avec l'aire totale, le poids, ...

Simultanément ou faisant suite au
travail d’'exploration de 'espace s'imposent
donc des exercices de mise a I'épreuve de
la robustesse du concept de volume déve-
loppé antérieurement. Les étudiants se ver-
ront alors proposer des exercices qui les
metiront dans une situation de conflit cogni-
tif car ils auront & actualiser un processus
d'identification de caractéristique d'un solide
dans un contexte de comparaison. Le conflit
résulte d’'un choix implicite qu’ils ont & faire
entre diverses caractéristiques. Trois situa-
tions conflictuelles sont proposées dans la
seéquence d'enseigne ment.

1. On demande aux étudiants de
comparer le volume de deux cylindres
construits devant eux avec des feuilles de
dimension standard.

Un cylindre est construit en enroulant la
feuille dans le sens de la longueur, l'autre
est formé en I'enroulant dans le sens de la
largeur. La grande majorité des éléves esti-
ment que les volumes de chaque cylindre
seront identiques. lls suivent une loi impli-
cite selon laquelle deux solides ayant méme
aire latérale ont méme volume. (figure 3)

2. Dans une deuxieme activité, les
éléves sont invités & comparer un pavé
construit de blocs de Lege et un baton fait
d’autant de blocs. Un certain nombre
d’éléves sont tentés par les dimensions
linéaires et répondent que le baton “a plus
de volume”.

3. Une troisiéme activité vise a
déméler les notions de contenant et de
contenu.

Ces activités aménent les éléves
avec I'enseignant a préciser ce qu'on entend
par volume, par espace occupé, par mesure.,
Elles permettent donc d'approfondir le
concept en faisant prendre conscience de
certaines de ses propriétés et en établissant
certains liens avec des caractéristiques “voi-
sines”,

Donc, dans un premier temps, s'imposent
des activités de ce type qui conduisent a cer-
ner la caractéristique que I'on veut quanti-
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fier ou mesurer : 'espace occupé.

En fait, j'estime que toute approche cohé-
rente a la notion de volume doit forcer
I'exploration de nombreuses transforma-
tions d'objets-phénoménes qui aménera les
éléves a reconnaiire celles qui conservent
invariante la caractéristique “espace
occupé”. C'est cette idée qui est exploitée
a fond dans les trois activités mentionnées
ci-dessus. Jusqu'ici la séquence d'ensei-
gnement n'est pas allée au-dela de la com-
paraison en solides. Les éléves n'ont pas été
confrontés a la nécessité de quantifier, de
mesurer qui sera amenée dans la prochaine
etape.

-Elaboration d’une formule de base ou ia
systématisation du dénombrement des
unités

L'objectif général étant savoir rai-
sonner les formules (de volume), la “mise au
point” d'une premiére formule est un instant
crucial dans le déroulement de la séquence.

L'organisation de la séquence doit
étre telle que les éléves qui connaissent la
formule V = longueur x largeur x hauteur
(dont le statut n’est rien d’autre gu’un pro-
duit machinal associé aV=axb xc)en
soient temporairement écartés, le temps
qu'il faut, pour qu'ils ajustent leurs concep-
tions en rapport avec la notion de formule
et, qu’ils associent au volume du pavé
(prisme droit & base rectangulaire) l'idée
d'un dénombrement systématique et rai-
sonné et, ainsi, contrer les difficultés
qu'entraine 'usage irréfléchi des formules.

a) Dénombrement systématique et raisonné
des cubes de sucre selon les dimensions de
la boite et par la méthode des tfranches

Pour ce, il nous est apparu néces-
saire de "poser le probléme du volume” en
contexte ce qui chasse les formules “mal”
apprises et exige un travail authentique de
dénombrement systématique. C’est ainsi
que la situation suivante fut proposée aux
éléves, I'enseignant disposant du matériel
requis pour appuyer sa présentation.

Une compagnie se spécialise dans la vente
de sucre en cubes. Elle utilise actuellement
des boftes des 120 cubes de sucre. Le
directeur aimerait changer la forme de la
boite dont refond permet de disposer une
tranche de 60 cubes tout en gardant le
nombre de cubes a 120.

On constate que la démarche de

dénombrement imposée implicitement par
I'énoncé de la situation conduit les éléves
avec I'enseignant & se donner la méthode
suivante (qui ne s'appelle pas encore for
mule) et qui apparait rapidement a la rela-
tion :

nombre de cubes dans la boite
= nombre de cubes dans la 1ére
tranche x nombre de tranches

Ainsi, cette méthode sera utilisée «a
toutes les sauces» dans le guestionnement
qui suivra et qui conduira a établir dans le
contexte des boites de sucre les relations
entre le nombre de cubes dans la boite et
les dimensions en cdtés de cubes de la
boite ; pour l'instant, les dimensions des
cubes de sucre n'ont pas été évaluées en
cm.

L'exploration de cette relation sera poussée
jusqu’a s’interroger, par exemple, sur la
validité de la méthode avec des fractions
(décimales ou non) de tranches. La classe
pourra «conclure», non pas empiriquement,
mais bien en raisonnant sur les consé-
quences de fractionner une tranche, que la
méthode de dénombrement est efficace
méme avec des fractions de tranches.

Les éléves concluent cette premiére étape
en modifiant scalairement les dimensions de
la boite et en faisant fonctionner cette
méthode avec des questions telles:
«Qu'arrive-t-il au nombre de cubes si je
double le nombre de tranches, si les
tranches sont trois fois plus larges ?...»

b) Passage des cubes de sucre par tranche
aux cm?® par tranche dans le prisme droit

L’étape suivante consiste a appli-
quer la méthode des tranches pour trouver
le nombre de cm? dans divers solides pro-
posés aux éleves. D'abord, en partant de
prisme droit & base rectangulaire, les éléves
induiront la méthode suivante qui pourra
étre désignée comme une formule selon
les discussions menées en classe.

nombre total de cm3® = nombre de
cm3 d’une tranche x nombre de
tranches

Cette démarche repose sur la notion
de «nombre de cm?® dans une tranche»,
notion qui devra donner lieu a une verbali-
sation constante forcant les éléves a y recou-
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rir. Elle permettra de trouver le nombre de
cm? dans des prismes dont la base est un
parallelogramme, un triangle, un trapéze
et méme un cercle. A chague coup, l'idée
gui est bien comprise consiste a trouver
une technique pour dénombrer le nombre
de cm? dans une tranche.

C’est ainsi que les éléves auront
développé I'idée que pour trouver le nombre
de cm? (le volume en cm?3) d'un solide le
découpage en tranche du solide est une
technique trés efficace. Si on revient au
schéma de la figure 2, on constate qu’on est
revenu dans le domaine des objets dont
on veut quantifier la caractéristique volume
et que le calcul rationnel de ce volume exige
une transformation mentale des solides qui
donne un sens a la caractéristique. Nous
avons constaté durant I'expérimentation
que leur appréhension des solides s’est lit-
téralement métamorphosée comme nous le
verrons dans ce qui suit.

¢) Le dénombrement des cm 3 dans les
solides obliques et introduction au principe
de Cavalieri

C’est ainsi que les éléves ne sont
pas désarconnes lorsque les solides dont
on cherche le volume ne sont plus «droits»
mais inclinés tout en gardant constamment
la méme section horizontale. Des empi-
lages de feuilles de forme carrée, rectan-
gulaires, circulaires... fournissent des solides
inclinés, spiralés, torsadés... de toutes
sortes. Et les éléves en appliquant leur
meéthode expriment leur conviction gue 'on
peut transformer un solide biscornu (forme
de feuilles ou non) en un solide droit sans
changer le volume, car les tranches sont les
mémes. Certains suggérent méme de
prendre des tranches de plus en plus
minces. La formule des tranches reste donc
valide.

lIs sont persuadés que deux solides
«qui ont les mémes tranches» (méme s'il
faut les prendre minces 1) ont méme volume.
Il devient donc facile & 'enseignant de don-
ner une forme rigoureuse a ce principe en
précisant la formulation gu’en a donné Cava-
lieri (1598 1 647):

Deux solides ont méme volume
si les figures déterminées par les inter-
sections avec chaque plan tracé paral-
lélement & la base ont méme aire.

[ S S/

/

d) Introduction de la formule standard ?

On aura constate que l'introduction
des cm?® n'a pas été accompagnée par une
présentation simultanée de la formule dite
standard:

Volume = aire de la base
X la hauteur.

Il faut constater que cette formule
fait disparaitre I'unité de base qui est le
cm?, ce qui n'est pas sans conséquence
pour le développement du concept de
volume. Cependant, I'institutionnalisation
du concept commande que I'on en arrive a
cette formule standard & un moment appro-
prié qui reléve d'un choix didactique com-
mande par un juste équilibre entre la fami-
liarisation avec le concept et I'efficacité de
l'usage éventuel des formules standards. De
toute facon, tout comme un pli ne cesse de
marquer une feuille peu importe la tech-
nigue de dépliage utilisée, la méthode des
tranches restera toujours présente a I'esprit
de ceux qui 'auront utilisée dans leur éla-
boration du concept de volume.

Dans la séquence d'enseignement,

figure 4

60

60

180
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Figure 5

nous avons choisi d'introduire la formule
standard juste avant l'introduction des
solides obligues et bizarroides. Cependant,
a mon avis, le comment importe autant que
le moment.

e) Introduction de la formule standard ?
La formule de base fournit une
methode pour trouver le volume d'un pave
en cm® en considérant des tranches iden-
tiques du solide constituées de cm? (et,
éventuellement une fraction de tranches) et
en dénombrant ces tranches.
Je rappelle que la méthode ou la formule éta-
blie jusqu’ici s'énoncait;

nombre total de cm3 = nombre de cm?
d’une tranche x nombre de tranches

Il faut donc «convaincre» les éléves que :

I- le nombre de cm? par tranche peut étre
mis en correspondance avec le nombre de
cm? de la base et

2 - le nombre de tranche de cm?3 peut s’éva-
luer & 'aide de la hauteur du solide.

Pour ce, les éléves doivent s'inter