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Théorème, contraposée,
reclproque rrr

Nouu objectif lors de cet atelier :

montrer qu'il est nécessaire de prendre en

compte la logique des prédicats, pour ana-
lyser les théorèmes et les raisonnements
mis en jeu, dans l'enseignement de la géo-

métrie au collège.

Quatre énoncés fabriqués à Partir
de la relation de Pythagore : le théorème,

sa réciproque, la contraposée du théorème

et celle de sa réciproque. Nous avons com-
paré les formulations dans la langue natu-

relle (en utilisant, comme le conseillent les

programmes, des "si ...alors ...") et des for-

mules du type : Vx I p(x) ==> q(x) ] (avec

des prédicats et une quantification univer-

selle comme l'exige une analyse correcte de

ce qui est dit). Avec les écritures Tormelles

(qu'il n'est pas question de proposer aux

élèves), la quantification universelle est

explicite alors que dans les formulations
discursives, cette quantification ne l'est pas
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pour de nombreux élèves.

Deux règles d'inférence nous parais-

sent indispensables pour effectuer la plupart

des raisonnements présents au collège :

- la règle de contraposition :

les propositions p(a) -=> q(a) et
(- q(a) ==> (- p(a) ont même valeur de
vérité et il en est de même pour un théorème
et sa contraposée.

- la règle du "modus ponens", dite
aussi "règle du détachement" ou "règle de
séparation" : "si A et si A ==> B, alors B".

La compréhension et l'utilisation de

la seconde règle constitue un objectif expli-

cite de l'apprentissage du raisonnement
déductif. La première règle ne nous semble
pas enseignée. Sa mise en oeuvre dans cer-

tains conteltes va peut être de soi (le triangle

n'est pas isocèle donc il n'est pas équilaté-
ral), surtout si le contrat passé avec les

élèves n'exige pas de justifier toutes les

affirmations avec des théorèmes explicite-
ment formulés. Mais il n'en est pas de même

dans tous les contextes (et cela aussi bien

pour des élèves que pour des professeurs
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ou des auteurs de manuels et de corrigés
d'examens.

C'est ce que nous avons montré en
analysant rapidement :

- des réponses d'élèves de seconde à l'éva-
luation de septembre 1996 (exercice 1 à pro-
pos du "théorème de Thalès"),
- des réponses de professeurs à un exer-
cice des épreuves E.V.A.P.M. de la classe
de 4o,

- des extraits de livres d'élèves et d'annales
corrigées.

Questions:
- la distinction entre un théorème et sa réci-
proque n'est peut-être pas un objectif à
atteindre par tous les élèves du collège,

- un travail sur les liens entre théorème,
réciproque et contraposée n'a peut-être pas
sa place au collège.

Nous avons présenté des situations
réelles de classe (cf. bibliographie et des
publications ultérieures de l'IREM de Mont-
pellier) construites autour des objectifs sui-
vants :

- comprendre la quantification uni-
verselle implicite dans les théorèmes étu-
diés,

- chercher un contre exemple pour
réfuter une conjecture,

- distinguer les pafties "prémisses" et
"conclusion" dans un théorème en utilisant,
à côté de la formulation en langue naturelle
des théorèmes, des représentations non
discursives sous forme de "schéma fléché"

[Bellard 1993] et [Bellard Lewillion 1996]
(qui, malheureusement, ne prennent pas
vraiment en compte la quantification uni-
verselle),
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- distinguer un théorème de sa réci-
proque (une représentation non discursive
étant ici encore un outil largement utilisé),

- mettre en oeuvre la règle du
"modus ponens",

- distinguer la réciproque d'un théo-
rème d'avec sa contraposée.

Nous n'ignorons pas que les années
d'enseignement au collège sont insufri-
santes pour atteindre ces objectifs, avec
tous les élèves, mais nous trouvons impor-
tant d'entreprendre un travail qui se pour-

suivra au lycée.

Nous indiquerons seulement que,
faute d'avoir trouvé mieux, pour les théo-
rèmes pour lesquels des confusions sont
possibles et fréquentes entre "réciproque"

et "contraposée", nous différencions, par
écrit et dans la résolution de problèmes,
avec les élèves, trois formulations : le théo-
rème, le théorème "que l'on en déduit" (la
contraposée) et la réciproque. Cela signifie
qu'au lycée certainement, une mise au point

s'impose, pour unifier ces notions et pré-
senter la contraposée d'un théorème comme
équivalente au théorème. tr
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