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Calcul numérique sur
un ordinateur vert

Cet article fait partie des compte-rendus des journées nationales de Lyon
(ct PLOT rf 60 & 6t)
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fs (x) = exp x
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L'Analyse Non Standard (ANS) permet
de considérer de manière à la fois
simple et rigoureuse des échelles
d'ordres de grandeur différents. En
fixant pour unité un entier w infiniment
grand, on peut élaborer une théorie du
continu sur Z (.).

Les trois tableaux de nombres à un
chiffre ci-dessous représentent des
extraits de codes respectivement des
trois fonctions indiquées en titre.

fr (x) =f,*
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f 2(x) =a2
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Les algorithmes conçus dans le cadre

de cette théorie ne font évidemment
appel qu'aux nombres entiers.

Ainsi pour une lonction réelle / on

note Fp la partie entière

[*'tî
Afin de tabuler / sur [0,1] on construit

des algorithmes permettant de calculer

une suite d'entie6 Yo, ... , Y* "approxi-

mations" des entiers Fo, ... , F*, les

"erreurs " étant standard.

Les réels y1 = Y;/u, sont alors des
valeurs approchées des réels , (l/w)
avec des erreurs de I'ordre de l/w, c'est-

à-dire majorées par un réel du type n/u,

avec n standard.

La suite des nombres Cp = Yf*t - Yt
est appelée un code de la lonction /. ll

est évident que la donnée d'un code de

/ et, par exemple, de Fg délerminent
une suite Yp.

Dans le cas où la lonction / est de

classe C2 on peut obtenir un algorithme
permettant de déterminer un de ses

codes à partir d'un code de la dérivée

de la manière suivante.

A la suite (Ft)O<k<w, on associe la

suite (RFg)g<k<w où

RFk=[,(, f(5-.1]
De même pour la dérivée f' de f on

définit deux suites (DF1)95k<w êt
(RDF1)gak<w.

De la formule de Taylor on déduit alors que

RDF,
DF p+ -------:

aF**t*RF.*t =Fp*oor *(r) (t)

1

aoù â est de l'ordre de

+ô

D'où il résulte qu'une suite d'entiers Y1

satisfaisant à

Y t*t+Rr*r =Y k*Rk +RDFk
@@o)

avec 0 < R1 < w pour 0 < k <w êt Yg =
Fg est une suite "d'approximations" du

type recherché.

Ainsi le code associé à cette suite est

obtenu à partir de I'algorithme suivant :

R=RFo;DF=BDF0;
Pouri=0àw-l falre

Clil = (DF + R) div w ;

R=(DF+R) modw;
DF=9P+DC[i];

L'algorithme obtenu est purement for-

mel au sens où il dépend d'un para-

mètre unité infiniment grand. Ceci
pourrait amener à penser qu'il n'est
d'aucu n intérêt pratique.

Pourtant cet algorithme constitue un

schéma de calculs parlaitement pro-
grammable et exécutable sur un micro-

ordinateur à condition de donner à

l'unité w une valeur entière disponible

dans le langage utilisé. Cette manière
de procéder est motivée par un des
outils clés de I'ANS : le principe de per-

manence dont il découle que certaines
propriétés vérifiées lorsque I'unité est
infiniment grande ofi des conséquences

résiduelles lorsque cette unité est assez
grande mais non nécessairement infini-

ment grande.

Les termes des tableaux précédents,

les lignes étant portées bout à bout, sont

des extraits des codes, respectivement
des lonctions f I,f Zet /3, obtenus pour

w= 10000 et 1000< k< 1480.
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ll est à remarquer que :

- les calculs sont exacts et le§ erreurs

sont gérées lors de la conception de

I'algorithme,

- les termes du code peuvent être choi-

sis du type "entier court" vu que les

termes du code formel sont standard

donc "petits".

- le calcul du code Oe .fg correspond à

l'intégration numérique d'une équa-

tion différentielle.

. Le calcul numérique.
La donnée d'un code et d'une valeur

d'une fonction détermine une tabulation

de cette fonction. Ainsi, avec les codes

des lonctions.fl, fZel fe mentionnés

plus haut et les valeurs de ces fonctions

en 0, on obtient respectivement
Yw =2777, Yw = 9999 et Yw = 27780.

L'unité pouvant être choisie en fonction

de la précision exigée, ces algorithmes

sont particulièrement adaptés pour les

représentations graphiques sur écran de

microordinateur avec, par exemple, w =
&to.

. Etude des structures des
codes.

On observe facilement sur les extraits

donnés plus haut que les codes des
fonctions ont des structures bien déter-

minées. L'étude de ces structures a

donné des résultats très intéressants
pour la géométrie discrète dans le cas

des droites et semble être prometteuse
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dans le cas général (.).

. Etude numérique de proprié-
tés qualitatives de fonctions.

Par I'intermédiaire de la théorie du

continu élaborée sur Z on peut aborder

des propriétés telle que la dérivabilité.

Pour s'en faire une idée on pourra

remarquer que les codes de f 2el,f3 ont

"localement" une structure similaire à
celui de /1, c'est-à-dire une structure de

code de droiie.
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