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Récemment en ltalie on a
introduit dans les Programmes
de mathématiques de plusieurs
écoles des éléments de calcul
des probabilités, de statistique
et d'informatique. Notre contri-
bution veut démontrer qu'il est
possible de résoudre des pro-
blèmes très importants (par

exemple dans le domaine de la
médecine et de la biologie) à
partir des concepts de base

des trois disciplines
susnommées.

I 'obiectif essentiel de cet article est
L Or' rrontrer les principes de base

utiles pour préparer les élèves à une men-
talité probabiliste par l'enseignement con-
joint du calcul des probabilités et de la
statistique avec le support de l'informati-
que.

En effet, l'inlormatique nous permet de
résoudre des problèmes, même très com-
plexes, de calcul des probabilités par si-
mulation sur ordinateur de plusieu rs expé-
riences statistiques.

Les outils employés sont la génération
des nombres au hasard et I'induction sta-
tistique.

En ce quiconcerne le deuxième outilon
épousera I'approche bayesienne, qui a
son origine dans la conception subjective
de la probabilité et qui, avec sa rigueur
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méthodologique et son lien naturel avec
les problèmes inférenciaux, permet la fu-
sion de la statistique et du calcul des
probabilités.

Telle position est londée sur l'emploi
répété de lalormule de Bayes, en simulant
sur ordinateur plusieurs expériences sta-
tistiques. A l'aide des résultats obtenus, on
peut mettre à jour, par une mesure quan-
litative, le degré de confiancequ'on avait a
prio ri des événements. Ceux-ci expriment
les causes quiont produit les effets expé-
rimentaux du problème examiné.

Par la position bayesienne l'ordinateur
aussi joue un rôle éducatil diflérent. En
effet, en employant cette méthodologie,
l'ordinateur pousse I'utilisateur à une ana-
lyse critique des résultats des épreuves et
en outre l'ordinateur devient sujet actil, au
contraire de I'approche classique où il n'est
employé que pour calculer des indices
statistiques ou pour décrire les variables
en jeu.
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Une grande partie de la statistique mo-
derne est fondée sur la formule de Bayes.
En eflet il s'agit d'une façon dilférente de
lire le théorème des probabilités compo-
sées (voir par exemple [14]). lci on I'em-
ploie pour résoudre des problèmes qui
sont appelés i probabilité des causes.ll
s'agit d'une catégorie de problèmes dont
le but est de déterminer, à partir d'un
événement connu, les probabilités de tou-
tes les causes possibles quipourraient le
produire.

Brel, un effet s'étant réalisé, quelle est la
probabilité pour qu'une certaine cause I'ait
produit ?

ll est toujours possible, d'une manière
ou d'une autre, d'assigner un degré de
æ nfiance aux événements antérieurs (cau-
ses ou hypothèses). Leurs mesures quan-
titatives sont appelées probabilités a prio ri,

c'esl-à-dire les probabilités qu'ils ont avant
l'expérience, sur la base des informations
possédées par la personne qui conduit
I'expérience.

On se propose de déterminer leurs pro-
babilités a posteriori, c'est-à-dire après
I'observation des résultats de I'expérience.

Soit H = (H.,, H., ... 
, 
H,) une partition de

l'événement certain Cl, c'est-à-dire :

(i) H,uH.v...UH*=Q
(ii) i + j+ H,n H,= o

Les (i) et (ii) signifient que les événe-
ments H,, deux à deux, ne peuvent se
réaliser simultanément (incompatibles) et
que un et seulement un se réalisera sûre-
ment.

On suppose que tout événement
E e P(O) (l'ensemble de toutes les par-

ties de O) représente une observation,
c'est-à-dire I'issue d'une expérience sta-
tistique.

On veut évaluer la probabilité des évé-
ngmgnts H,, r = 1,2, ..., m, chacun est
regardé comme une possible "explica-
tion' de I'observation E.

A partir du théorème des probabilités
composées on a

p(EnH,) =p(H).p(E/H,)
= p(E) . p(H/E) , r = 1, 2, ..., m

et, en supposant p(E) > 0,

p(H/E) = p(HJ p(PH)/p(E)

Par ailleurs étant :

E=Enfl=e"(v Hr)= u (HnE)
r=1 r=1

la lormule précédente peut être écrite :

p(H/E) =pË)
P(BHJ

ËPGr)eG/Hl
r-1

p(H,) c'est la probabilité a prioride la
cause, sans savoir si l'elfet s'est produit ;

p(E/H,) c'est la probabilité de l'effet, sa-
chant que la cause H, a agi ;

p(H/E) c'est la probabilité a posterioride
la cause, sachant que I'effet E s'est pro-
duit.

E

Lp(HJ'p(RH) c'est une constante,
r=1

indépendante de H,.

L'égalité précédente permet, sur la base
de l'observation E, d'évaluer les probabili-
tés p(H/E) de toutes les hypothèses H,,
que, avant la connaissance de les issues
expérimentales, on avait considérées éga-
les à p(H).

Cette variation des probabilités, due à
une augmentation de renseignement, est
proportionnelle au produit p(H,) . p(FJH,)

seton la constante ( Ëot""ttH'J)

On appelle p(gH,) vraisemblable.
Naturellement lalormule de Bayes peut

être répétée chaque lois que I'on connaît
de nouveaux résultats expérimentaux,
obtenant toujours des probabilités de plus
en plus crédibles.

On simulera ces résultats parodinateur
(voir aussi [30, en employant la génération
des nombres au hasard, avec des techni-
ques décrites dans un des paragraphes
suivants.

Une ume renlerme un nombre N (N
grand) de boules blanches ou noires dont
le nombre de celles de I'une des deux
couleurs est inconnu ; on fait plusieurs



Plot No 60

tirages successifs, par exemple m, en re-

mettant la boule extraite après chaque
tirage ; le résultat de ces tirages est l'ex-
traction de k boules blanches et de m-k
boules noires.

Quelle est la composition la plus proba-

ble de l'urne ?
C'est-à-dire que l'on se demandera,

après l'observation d'un échantillon (avec
remise) de taille m, quelle est la probabilité
pour que la lraction de boules blanches
dans I'urne soit t), = i/N, i = 0, 1, 2, ..., N.

On peutlaire sur lacompositionde l'urne
N+1 hypothèses que nous désignerons
par Ho, H,, ..., Hn, l'hypothèse H, étanl
celle où I'urne renlerme r boules blanches
et N-r noires.

Avant l'échantillonnage on peutf aire une
hypothèse plausible en supposant les pro-

babilités a prioriégales entre elles, c'est-à-
dire en admettant que le N+1 composi-
tions possibles sont représentées par N+1

urnes entre lesquelles on choisit au ha-
sard ; ceci donne :

p(HJ = i/(N+1), pourtout i= 0, 1,2, "', N'
Ceci, naturellement, si on n'a Pas de

renseignements ultérieurs qui permettent

d'assigner subjectivement d'autres proba-

bilités a priori.
Soit E l'événement .dans l'échantillon

de taille m il y a k boules blanches". La
probabilité d'extraire k boules blanches
avec m épreuves dans l'urne de composi-
tion H1 est :

p(E/Hi) = (fl.r,, . ,, -rli)-.r

Nous pouvons utiliser le résultat de cette
expérience pour mettre à jour les évalua-
tions p(H,) par la formule de BaYes :

p(H/E) = p(H,) p(E/H,)/P(E)

OUN
p(E) = .In «uP.p (RH'J.

L=o

On peut répéter plusieurs lois l'échan-
tillonnage, même avec des tailles différen-
tes, et donc l'application de la formule de
Bayes, de manière que les résultats
probabilistes soient de plus en plus .sûrs " .

STMULATION
SUR ORDINATEUR

La simulation est réalisée par la généra-
tion des suites de nombres au hasard (voir
par exemple [9] et [12]. ll s'agit de suites
dont les éléments sont des nombres réels

dans l'intervalle [0,1], appelés pseudo-
aléatoires.

On emploie le suff ixe pseudo parce que,
en réalité, ils sont obtenus de laçon
déterministe.

Le postlixe aléatoire est employé parce
que, tout compte fait, il est très diff icile de
les prévoir.

Pour ce qui concerne les aspects pro-
prement théoriques on renvoie par exem-
ple à [1], [7], [B], [151.

Les suites de nombres pseudo-aléatoi-
res sont obtenues en pratique par ordina-
teur à partir d'une lormule de tyPe
récurrent :

(4.1) Yu, =f(a,, a2,...,an;Y,), ieN
f est une lonction à valeurs dans l, - {0, 1,

2,..., m-1), m€N, et déPend des
paramètres o1 , o[, ..., crh, où Y,, l'argument
de la fonction, parcourt I'ensemble 1,.

Y, étant lixé (valeur initiale), on obtient
une suite {Y,}ie N des éléments de I'en-
semble 1,.

En posant z, = Y/m pour tout ie N, on
obtient une suile pseudo-alé ato i re enl0,1l.

Cette façon d'opérer est rnotivée par la
délinition subjective du nombre pseudo-
aléatoire (voir par exemple [2] et [11]) qui
affirme qu'une suite {2,}ieN est appelée
pseudo-aléatoire si :

(1) un utilisateur quiconnaît le généra-
teur peut engendrer la suite d'une laçon
univoque ;

(2) un utilisateur qui ne connaît pas le
générateur, considère, de laçon subiec-
tive, que la suite {2,}ie N est une réalisation
d'une suite des variables aléatoires dis-
crètes, normalisées, de distribution uni-
forme.

Zoom sur le Shell-Center (ICME 7)
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En elfet si la fonction I et ses paramètres
sont attribués de façon adéquate, la ma-
nière par laquelle on obtient Y,*,, à partirde
Y, apparaît comme le produit d'un .effet
hasard" similaire à celui que l'on obtient
en mêlant des cartes ou en f aisant rouler la
boule de la roulette. Effectivement, même
dans ce cas-là, les parcours etfectués par
les cartes ou par la boule sont déterminés
et le hasard dépend du fait que I'observa-
leur ne les connaît pas.

Dans la formule (4.1), pour obtenir des
suites qui satisfont la délinition subjective,
il faut que I'utilisateur qui génère la suite
connaisse bien ses propriétés mathémati-
ques et statistiques, de f açon qu'elle appa-
raisse aléatoire à l'observateur.

On obtient cela en lixant f égale à une
lonction Ia plus simple possible. Parexem-
ple, une des formules les plus employées
est :

{4.2) Yu, = (a.Y,+ b) mod m, ie N

où a et b sont des éléments de 1,.

Les propriétés mathématiques et statis-
tiques de la suite {Y,}ie N que l'on obtient
du générateur (4.2) changent remarqua-
blementquand m modifie les paramètres a
et b, le module m et la valeur initiale Y1.
Pour approfondir cette classe de généra-
teurs on renvoie à I1l, t7l, [B], [12], [15].

On dispose de plusieurs méthodes pour
juger le .degré de hasard" d'une suite de
nombres pseudo-aléatoires. On en peut
trouver quelques-unes qui sont londées
sur une méthodologie classique (voir par
exemple [10] et [11]) et d'autres qui sui-
vent la méthodologie bayesienne (voir [4],
[5], [6]).

Mais revenons au problème de l'urne.
Comment procède-t-on à la simulation du
tirage des boules ?

On commence par générer un nombre
entier dans l'intervalle [0, N] pour simuler le
choix au hasard de l'une des N+1 urnes,
ou plus précisémenl, de l'une des N+1

compositions possiblesde l'urne. Ce choix
reste inconnu à l'usager jusqu'à la fin des
expériences. ll n'est connu que par l'ordi-
nateur.

Ensuite, le tirage d'un échantillon est
simulé de la laçon suivante :

Soit H,l'hypothèse vraie, à laquelle cor-
respond la lraction de boules blanches J,=
i/N ; après la génération d'un nombre
pseudo-aléatoire, ayant distribution uni-
forme continue, dans l'intervalle [0,1] on
va le comparer à J, : s'il est moindre que J,

cela veut dire qu'une boule blanche est
tirée, sinon c'est une noire.

On répète cette opération autant de lois
que la taille de l'échantillon et l'échantillon-
nage autant de fois que l'on veut.

La composition de l'urne est inconnue
jusqu'à la fin de toutes les épreuves et,
jusqu'à ce rnoment-là, l'ordinateur donne
simplement une liste des valeurs des pro-
babilités des hypothèses, aprèstout échan-
tillonnage, dans le but de connaître la plus
probable.

ll est très impodant (conformément à la
méthodologie bayesienne) de mettre ên
évidence que ce n'est pas sûr que la
composition quiapparaît la plus probable
soit la vraie !

Evidemment, en répétant l'échantillon-
nage plusieurs lois les conclusions
probabilistes deviennent plus "sûres".

A) On présente le cas concret d'un pro-
blème de décision qu'un médecin dans
I'exercice de sa prolession doit résoudre
quotidiennement.

lllaut lormuler un diagnostic sur la base
de quelques symptômes relevés sur un
malade.

Puisqu'un diagnostic représente la syn-
thèse de plusieurs facteurs incertains, il

est traité à la laçon d'un événement aléa-
toire, dont la valeur de vérité ne corres-
pond pas aux situations limites : événe-
ment certain ou impossible.

Donc, I'intervention du calculdes proba-
bilités peut être de quelque utilité, puisqu'il
permet de quantilier le degré de confiance
que I'on a d'un événement. En particulier
l'événement dont on parle c'esl l'événe-
ment subordonné

H/E = "un malade a contraclé la mala-
die H,, sachant qu'ila les symptômes E".

En utilisant les résultats décrits dans le
deuxième paragraphe, pour formuler le
diagnostic, ilfaudraque le médecin évalue
la probabilité de H, si E :

N(UH;
p(H/E) = p(H,)

IP(H)'P(F/H)
r=l

, I = 1, 2,..., î
H1, H2,..., H, étant toules les maladies
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possibles relatives aux symptômes rele-
vés.

La solution de ce problème exige la
connaissance des probabilités a priorides
maladies p(H,), i = 1 ,2,..., n. En ltalie il y a
des statistiques olficielles qui
périodiquement mettent à iour ces don-
nées. En outre, on doit laire des recher-
ches cliniques pour obtenir la matrice sui-
vante :

où p,, représente la lréquence relative
des mdlades qui présentent le symptôme
S,, ayant contracté la maladie H,.

'Par 
exemple on peut faire ces recher-

ches dans le service d'un hôpitalou dans
le cabinet d'un médecin.

En supposant I'indépendance des symp-
tômes, on Peut calculer les P(?H,) =
p(S,nSrn...nS*/H,), i = 1,..., n, avec la
formule multiplicative et, donc employer la

lormule de Bayes.
Le médecin, toutelois, pourrait décider

d'approfondir la queslion et envoyer le

malade faire des analyses cliniques.
La formule de Bayes pourrait être répé-

tée en obtenant ainside nouvelles proba-
bilités a posteriori. En effet, dès lors que
l'on possède des informations nouvelles,
les probabilités qui hier étaient a posteriori
deviennent aujourd'hui les probabilités a
priori.

. ë§:::iü,,mêâù,x

B) ll y a deux espèces de couples de
jumeaux : celle provenant d'un seul æuf
fragmenté en deux (jumeaux univitellins
ou vrais jumeaux), indiquée par VJ et celle
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venant de deux æuls simultanément émis
(jumeaux bivitellins ou faux jumeaux), in-
diquée par FJ.

Les premiers, étant génétiquement iden-
tiques, ont le même sexe : donc on a MM
ou FF avec probabüilé 112.

Les deuxièmes se ressemblent comme
deux lrères et donc peuvent être de sexe
dillérent : MM, FF, FM, ou MF avec proba-
bitiré 1/4.

Soil E l'événement "Désirée a mis au
monde des jumeaux du même sexe",
quelle est la probabilité qu'ils soient de
vrais jumeaux ?

Dans ce problème les hypothèses H, et
Hrsont les événements VJ et FJ ;

onaVJuFJ=§à.
Soit p la probabilité p(VJ). On peut expri-
mer E par :

E =MMUFF=En(H,uHr)
= (VJ n (MMUFF)u

(FJ n (MMUFF)).
Donc :

p(E)= P(VJ) . p(MMUFFA/J)
' +p(FJ) .p(MMUFF/FJ).

La probabilité recherchée est :

p(VJ/MMUFF)= p(VJ) . p(MMUFFA/J)
/ p(VJ) . p(MMUFFA/J)
+ p(FJ) . p(MMUFF/FJ).

Avec ces données on a :

p(VJ) = p ; p(MMUFFA/J) = 1 ;

p(MMUFF/FJ) = 1/2, donc
p(VJ/MMUFF) = p.1 / p.1 + (1-p).112

=2p11+p.
Puisque les spécialistes en génétique

aff irment que p(VJ) = 1/3, on peut considé-
rer, par exemple, cette valeur comme la
probabilité a priori. Cela donne :

p(VJ/MMvFF) = 213 I ('l + 113) = 112.

Re-zoom sur le Shell-Center
(tcME 7)
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Si on précise I'information précédente
en disant que Désirée a mis au monde
deux garçons la probabilité cherchée ne
change pas.
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En efret, sachantque p(MMA/J)= 1/2 et
p(MM/FJ) = 114, on aura :

p(VJ/MM) = p(VJ) . p(MMA/J)
/ p(vJ) . p(MMA/J)
+ p(FJ) . p(MM/FJ)

= 113 . 112l (113 .112 + U3 .1141 = 112.
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