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Probabilité, statistique,
informatique et sciences :
propositions et expeéeriences pour
I’enseignement transdisciplinaire

G. DI BIASE et A. MATURO - Chieti

Récemment en Italie on a
introduit dans les programmes
de mathématiques de plusieurs
écoles des éléments de calcul
des probabilités, de statistique
et d’'informatique. Notre contri-
bution veut démontrer qu'il est
possible de résoudre des pro-
blémes tres importants (par
exemple dans le domaine de la

médecine et de la biologie) a .

partir des concepts de base
des trois disciplines
susnommeées.

" Developper
une ':men'talité“‘probabiliste

‘objectif essentiel de cet article est

de montrer les principes de base
utiles pour préparer les éléves a une men-
talité probabiliste par I'enseignement con-
joint du calcul des probabilités et de la
statistique avec le support de l'informati-
que.

En effet, linformatique nous permet de
résoudre des problémes, méme trés com-
plexes, de calcul des probabilités par si-
mulation sur ordinateur de plusieurs expé-
riences statistiques.

Les outils employés sont la génération
des nombres au hasard et I'induction sta-
tistique.

En ce qui concerne le deuxiéme outil on
épousera I'approche bayesienne, qui a
son origine dans la conception subjective
de la probabilité et qui, avec sa rigueur

ke

méthodologique et son lien naturel avec
les problémes inférenciaux, permet la fu-
sion de la statistique et du calcul des
probabilités.

Telle position est fondée sur I'emploi
répété de laformule de Bayes, ensimulant
sur ordinateur plusieurs expériences sta-
tistiques. Al'aide des résultats obtenus,on
peut mettre a jour, par une mesure quan-
titative, le degré de confiancequ’'on avait a
priorides événements. Ceux-ci expriment
les causes qui ont produit les effets expé-
rimentaux du probléme examiné.

Par la position bayesienne l'ordinateur
aussi joue un réle éducatif différent. En
effet, en employant cette méthodologie,
I'ordinateur pousse I'utilisateur & une ana-
lyse critique des résultats des épreuves et
en outre I'ordinateur devient sujet actif, au
contraire de I'approche classique ot il n'est
employé que pour calculer des indices
statistiques ou pour décrire les variables
en jeu.
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Une grande partie de la statistique mo-
derne est fondée sur la formule de Bayes.
En effet il s’agit d’'une fagon différente de
lire le théoréme des probabilités compo-
sées (voir par exemple [14]). Ici on I'em-
ploie pour résoudre des problémes qui
sont appelés : probabilité des causes. |l
s'agit d’'une catégorie de problémes dont
le but est de déterminer, & partir d’'un
événement connu, les probabilités de tou-
tes les causes possibles qui pourraient le
produire.

Bref, un effet s'étant réalisé, quelle estla
probabilité pour qu'une certaine cause l'ait
produit ?

Il est toujours possible, d'une maniére
ou d’'une autre, d’'assigner un degré de
confiance aux événements antérieurs (cau-
ses ou hypothéses). Leurs mesures quan-
titatives sont appelées probabilités a priori,
c'est-a-dire les probabilités qu'ils ont avant
I'expérience, sur la base des informations
possédées par la personne qui conduit
I'expérience.

On se propose de déterminer leurs pro-
babilités a posteriori, c’est-a-dire aprés
'observation des résultats de I'expérience.

SoitH={H,, . H_} une partition de
I'événement certam Q, c’est-a-dire :

() HUHU..UH =Q

(i) i#£j>HnH=0

Les (i) et (ii) signifient que les événe-
ments H, deux a deux, ne peuvent se
réaliser simultanément (incompatibles) et
que un et seulement un se réalisera sdre-
ment.

On suppose que tout événement

E e P(Q) ('ensemble de toutes les par-
ties de Q) représente une observation,
c'est-a-dire l'issue d’'une expérience sta-
tistique.

On veut évaluer la probabilité des évé-
nements H, r = 1, 2, ..., m, chacun est
regardé comme une possible «explica-
tion» de I'observation E.

A partir du théoreme des probabilités
composées on a

P(EAH,) = p(H) . P(EMH)
=p(E).p(H/E) ,r=1,2,....m

et, en supposant p(E) > 0,

P(H/E) = p(H) p(E/H)/p(E)
Par ailleurs étant :

m m
E=EnQ=E(y H)= u HNE)
r=1 r=1

la formule précédente peut étre écrite :

H
p(H/E) = p(H) — 2

Y. p(H)p(E/H)
r=1
p(H,) c’est la probabilité a priori de la
cause, sans savoir si I'effet s’est produit ;
p(E/H,) c’est la probabilité de I'effet, sa-
chant que la cause H a agi ;
p(H/E) c’estla probabilité a posterioride
la cause, sachant que l'effet E s’est pro-
duit.

Y p(H)-p(E/H,) c’est une constante,
r=1

indépendante de H,.

L’égalité précédente permet, surlabase
de l'observation E, d’évaluer les probabili-
tés p(H/E) de toutes les hypothéses H,
que, avant la connaissance de les issues
expérimentales, on avait considérées éga-
les a p(H).

Cette variation des probabilités, due a
une augmentation de renseignement, est
proportionnelle au produit p(H) . p(E/H)

-4
( Y p(H)-p(E/H) )

On appelle p(E/H) vraisemblable.

Naturellement la formule de Bayes peut
étre répétée chaque fois que I'on connait
de nouveaux résultats expérimentaux,
obtenant toujours des probabilités de plus
en plus crédibles.

On simulera ces résultats par ordinateur
(voir aussi[3]), en employant la génération
des nombres au hasard, avec des techni-
ques décrites dans un des paragraphes
suivants.

selon la constante

UN“EXEMPLE__

Une ume renferme un nombre N (N
grand) de boules blanches ou noires dont
le nombre de celles de I'une des deux
couleurs est inconnu ; on fait plusieurs
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tirages successifs, par exemple m, en re-
mettant la boule extraite aprés chaque
tirage ; le résultat de ces tirages est I'ex-
traction de k boules blanches et de m—k
boules noires.

Quelle est la composition la plus proba-
ble de l'urne ?

C’est-a-dire que l'on se demandera,
aprés I'observation d'un échantillon (avec
remise) de taille m, quelle est la probabilité
pour que la fraction de boules blanches
dans l'ume soit 9, =i/N,i=0,1,2,...,N.

On peutfaire surlacompositionde l'urne
N+1 hypothéses que nous désignerons
par H,, H,, ..., Hy, 'hypothése H_ étant
celle ol1 'urne renferme r boules blanches
et N-r noires.

Avantl'échantillonnage on peutfaire une
hypothése plausible en supposant les pro-
babilités a priori égales entre elles, c’est-a-
dire en admettant que le N+1 composi-
tions possibles sont représentées par N+1
urnes entre lesquelles on choisit au ha-
sard ; ceci donne :

p(H) =i/(N+1), pourtouti=0,1,2,...,N.

Ceci, naturellement, si on n’a pas de
renseignements ultérieurs qui permettent
d’assigner subjectivement d’autres proba-
bilités a priori.

Soit E I'événement «dans I'échantillon
de taille m il y a k boules blanches». La
probabilité d’extraire k boules blanches
avec m épreuves dans l'urne de composi-
tion H, est :

k
m
p(Em) = (7). v;a-vpes

Nous pouvons utiliser le résultat de cette
expérience pour mettre & jour les évalua-
tions p(H) par la formule de Bayes :

P(H/E) = p(H) p(E/H)/p(E)

ou N
p(E) = ‘Zp(H;).p(E/H'l).
L=0

On peut répéter plusieurs fois I'échan-
tilonnage, méme avec des tailles différen-
tes, et donc I'application de la formule de
Bayes, de maniére que les résultats
probabilistes soient de plus enplus «sars».

SIMULATION
SUR ORDINATEUR

La simulation est réalisée par la généra-
tion des suites de nombres au hasard (voir
par exemple [9] et [12]. |l s’agit de suites
dont les éléments sont des nombres réels

dans lintervalle [0,1], appelés pseudo- [Zoom sur le Shell-Center (ICME 7)
aléatoires.

On emploie le suffixe pseudo parce que,
en réalité, ils sont obtenus de fagon
déterministe.

Le postfixe aléatoire est employé parce
que, tout compte fait, il est trés difficile de
les prévoir.

Pour ce qui concerne les aspects pro-
prement théoriques on renvoie par exem-
ple a[1], [7], (8], [15].

Les suites de nombres pseudo-aléatoi-
res sont obtenues en pratique par ordina-
teur a partir d'une formule de type
récurrent :

(4.1) Y, =fa,a,..a,Y)ieN

f estune fonction a valeursdans | _ = {0, 1,
2,..., m=1), meN, et dépend des
paramétres a,, a,, ..., &, 0U Y, I'argument
de la fonction, parcourt 'ensemble | .

Y, étant fixé (valeur initiale), on obtient
une suite {Y}ieN des éléments de I'en-

semble | . ﬂ
En posant z, = Y/m pour tout ieN, on

obtientune suite pseudo-aléatoireen[0,1].

Cette fagon d’opérer est motivée par la
définition subjective du nombre pseudo-
aléatoire (voir par exemple [2] et [11]) qui
affirme qu’une suite {z}ieN est appelee
pseudo-aléatoire si :

(1) un utilisateur qui connait le généra-
teur peut engendrer la suite d’'une fagon
univoque ;

(2) un utilisateur qui ne connait pas le
générateur, considére, de fagon subjec-
tive, que la suite {z}ie N est une réalisation
d’'une suite des variables aléatoires dis-
crétes, normalisées, de distribution uni-
forme.
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En effet silafonctionf et ses paramétres
sont attribués de fagon adéquate, la ma-
niére parlaquelle onobtientY,  , a partirde
Y, apparait comme le produit d'un «effet
hasard» similaire & celui que I'on obtient
enmélant des cartes ou enfaisant roulerla
boule de la roulette. Effectivement, méme
dans ce cas-13, les parcours effectués par
les cartes ou par la boule sont déterminés
et le hasard dépend du fait que I'observa-
teur ne les connait pas.

Dans la formule (4.1), pour obtenir des
suites qui satisfont la définition subjective,
il faut que l'utilisateur qui génére la suite
connaisse bien ses propriétés mathémati-
ques et statistiques, de fagon qu’elle appa-
raisse aléatoire a 'observateur.

On obtient cela en fixant f égale a une
fonctionla plus simple possible. Parexem-
ple, une des formules les plus employées
est:

(42) Y,=(aY+b) modm,ieN

ou a et b sont des éléments de | .

Les propriétés mathématiques et statis-
tiques de la suite {Y}ie N que I'on obtient
du générateur (4.2) changent remarqua-
blementquand mmodifie les paramétres a
et b, le module m et la valeur initiale Y1.
Pour approfondir cette classe de généra-
teurs on renvoie a [1], [7], [8], [12], [15].

On dispose de plusieurs méthodes pour
juger le «degré de hasard» d’une suite de
nombres pseudo-aléatoires. On en peut
trouver quelques-unes qui sont fondées
sur une méthodologie classique (voir par
exemple [10] et [11]) et d’autres qui sui-
vent la méthodologie bayesienne (voir [4],
(5], [6]).

Mais revenons au probleme de I'urne.
Comment procéde-t-on & la simulation du
tirage des boules ?

On commence par générer un nombre
entier dans I'intervalle [0,N] pour simulerle
choix au hasard de l'une des N+1 urnes,
ou plus précisément, de l'une des N+1
compositions possiblesde I'urne. Ce choix
reste inconnu a l'usager jusqu’a la fin des
expériences. Il n’est connu que par F'ordi-
nateur.

Ensuite, le tirage d'un échantillon est
simulé de la fagon suivante :

Soit H, I'hypothese vraie, a laquelle cor-
respond la fraction de boules blanches J,=
i/N ; aprés la génération d'un nombre
pseudo-aléatoire, ayant distribution uni-
forme continue, dans lintervalle [0,1] on
va le comparer a J, : s'il est moindre que J,

cela veut dire qu’'une boule blanche est
tirée, sinon c’est une noire.

On répéte cette opération autant de fois
que lataille de I'échantillon et I'échantillon-
nage autant de fois que I'on veut.

La composition de I'urne est inconnue
jusqu’a la fin de toutes les épreuves et,
jusqu’a ce moment-1a, 'ordinateur donne
simplement une liste des valeurs des pro-
babilités des hypothéses, apréstout échan-
tilonnage, dans le but de connaitre la plus
probable.

Il est trés important (conformément a la
méthodologie bayesienne) de mettre en
évidence que ce n'est pas sir que la
composition qui apparait la plus probable
soit la vraie !

Evidemment, en répétant I'échantillon-
nage plusieurs fois les conclusions
probabilistes deviennent plus «sdres».

A) On présente le cas concret d’un pro-
bléme de décision qu'un médecin dans
I'exercice de sa profession doit résoudre
quotidiennement.

Il faut formuler un diagnostic sur la base
de quelques symptémes relevés sur un
malade.

Puisqu’un diagnostic représente la syn-
thése de plusieurs facteurs incertains, il
est traité & la fagon d'un événement aléa-
toire, dont la valeur de vérité ne corres-
pond pas aux situations limites : événe-
ment certain ou impossible.

Donc, 'intervention du calcul des proba-
bilités peut étre de quelque utilité, puisqu'il
permet de quantifier le degré de confiance
que I'on a d’'un événement. En particulier
I'événement dont on parle c'est I'événe-
ment subordonné

H/E = «un malade a contracté la mala-
die H, sachant qu'il a les symptomes E».

En utilisant les résultats décrits dans le
deuxiéme paragraphe, pour formuler le
diagnostic, ilfaudra que le médecin évalue
la probabilité de H, si E :

p(E/H)
pP(H/E)=p(H) =
Y p(H)-p(E/H)
r=1
,r=1,2,...,n

H,, H,,..., H, étant toutes les maladies

1?




Plot N° 60

possibles relatives aux symptémes rele-
vés.

La solution de ce probléme exige la
connaissance des probabilités a priorides
maladies p(H),i=1,2,...,n.Enltalieily a
des statistiques officielles qui
périodiquement mettent & jour ces don-
nées. En outre, on doit faire des recher-
ches cliniques pour obtenir la matrice sui-
vante :

ou p, représente la fréquence relative
des malades qui présentent le symptome
S, ayant contracté la maladie H.

Par exemple on peut faire ces recher-
ches dans le service d’'un hopital ou dans
le cabinet d’'un médecin.

Ensupposantl'indépendance des symp-
témes, on peut calculer les P(E/H) =
p(S,NS,N...nS /H), i=1,..,n, avec la
formule multiplicative et, donc employer la
formule de Bayes.

Le médecin, toutefois, pourrait décider
d'approfondir la question et envoyer le
malade faire des analyses cliniques.

La formule de Bayes pourrait étre répé-
tée en obtenant ainsi de nouvellies proba-
bilités a posteriori. En effet, dés lors que
I'on posséde des informations nouvelles,
les probabilités qui hier étaient a posteriori
deviennent aujourd’hui les probabilités a

priori.

( ~ Les jumeaux
B) Il y a deux espéces de couples de

jumeaux : celle provenant d'un seul ceuf
fragmenté en deux (jumeaux univitellins
ou vrais jumeaux), indiquée par VJ et celle

venant de deux ceufs simultanément émis
(jumeaux bivitellins ou faux jumeaux), in-
diquée par FJ.

Lespremiers, étant génétiquementiden-
tiques, ont le méme sexe : donc on a MM
ou FF avec probabilité 1/2.

Les deuxiémes se ressemblent comme
deux fréres et donc peuvent étre de sexe
différent : MM, FF, FM, ou MF avec proba-
bilité 1/4.

Soit E I'événement «Désirée a mis au
monde des jumeaux du méme sexe»,
quelle est la probabilité qu’ils soient de
vrais jumeaux ?

Dans ce probléme les hypothéses H, et
H,sont les événements VJ et FJ ;
onaVJUFJ=Q.

Soit p la probabilité p(VJ). On peut expri-
mer E par :
E =MMUFF=En(H UH,)
= (VJ n (MMUFF) U
(FJ » (MMUFF)).
Donc :
p(E) = P(VJ) . p(MMUFF/VJ)
+ p(FJ) . p(MMUFF/FJ).
La probabilité recherchée est :
p(VIIMMUFF) = p(VJ) . p(MMUFF/VJ)
/ p(VJ) . p(MMUFF/VJ)
+ p(FJ) . p(MMUFF/FJ).
Avec ces donnéesona:
p(VJ) =p; p(MMUFFNVJ) =1 ;
p(MMUFF/FJ) = 1/2, donc
P(VIMMUFF) = p.1/p.1 + (1-p).1/2
=2p/1+p.

Puisque les spécialistes en génétique
affirment que p(VJ) = 1/3, on peut considé-
rer, par exemple, cette valeur comme la
probabilité a priori. Cela donne :
p(VIIMMUFF) = 2/3 /(1 + 1/3) = 1/2.

Re-zoom sur le Shell-Center
(ICME 7)
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Si on précise I'information précédente
en disant que Désirée a mis au monde
deux garcons la probabilité cherchée ne
change pas.

En effet, sachantque p(MM/VJ) = 1/2 et
p(MM/FJ) = 1/4, on aura :
p(VJIMM) = p(VJ) . p(MM/NVJ)
/ p(VJ) . p(MM/VJ)
+ p(FJ) . p(MM/FJ)
=1/3.1/2/(1/3.1/2+2/3 . 1/4) =1/2.
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