Plot N° 51

APPROCHE D(I NOMBRE DERIVE

S.D.E.A.C.P. - Abidjan

omment approcher la hotion de
nombre dérivé avec des éléves
de premiere A? Voila un pro-

bléme toujours remis sur le tapis.
L’équipe pédagogique ivoirienne du
S.D.E.A.C.P. propose ici un ensemble
d’activités ou I'outil graphique est for-
tement mis en avant.

( Pas d’excés de vitesse! )

Un automobiliste entre dans un village. A

effectue un controle de vitesse (la vitesse

600 m de 'entrée de ce village un radar - o] 1
maximum autorisée est 60 km/h).

On exprime ladistance en métres parcou- \
rue par 'automobiliste en fonction de la
durée en secondes écoulée depuis son

entrée dans le village. Cette fonction est
représentée graphiquement sur les figu-

res1,2et3.
Essayer de dire si I'automobiliste est en I /
exces de vitesse a son passage devant le _ \ _ .

radar en utilisant des données numéri- | * o] 1 ol 1
ques lues sur la figure 1, puis sur la figure /

2, enfin sur la figure 3.

Quel lien peut-on réaliser entre la droite
(AB) et la vitesse moyenne de I'automobi-
liste sur le trajet entrée du village-radar?

Activité 1 : J
Indiquer le sens de variation de chacune ~

des fonctions suivantes représentées par N I
une droite dans un repére orthonormé

Trouver le coefficient directeurdeladroite. \

Activité 2:

1. Indiquer les droites qui ont un coeffi-
cient directeur positif.

2. Classer les droites par ordre de coef-
ficients directeurs croissant.
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suivante :

Activité 3 :
A partir de la représentation graphique

——

. ; >4 DR R N
s |
by (5g) :

1. Indiquer a partir des équations don-
nées ci-aprés, quelle est 'équation quica-
ractérise chacune des droites (D,), (D,),
(D,) et (D,).
y =X
y=2x—1

=—X+2
y=—1/2x+3/2

2. Onconsidéreunnombreréel o 1et
sur la courbe un point M de coordonnées
(o, 0?).

Montrer que le coefficient directeur de la
droite (AM) est o + 1.

3. Indiquer le coefficient directeur de
chacune des droites du 1).

4. Que devient le coefficient directeur
o+ 1deladroite (AM) lorsque M esten A?
Représente-t-il le coefficient directeur
d’une des droites données?

Ondira que (D,) est latangenteen Aala
courbe ({).

Plus généralement, si on a une courbe
(t ) représentation d’'une fonction f, un
point A de (1) dont les coordonnées sont
(a,f(a)), unedroite passantpar A recoupe
engénéral la courbe en un point M proche
de A.

Unetelle droite a pour coefficient directeur
(f(x) —f(a)) / (x — a).

Lorsque M s’approchede A, cette sécante
aura comme position limite la tangente a
la courbe en A.

Pour trouver le coefficient directeur de la
tangente a la courbe au point A (a,f(a)) on
calculera le rapport (f(x) — f(a)) : (x — a).

Généralement, la simplification parx — a
permet d’obtenir une nouvelle expression
définie pour la valeur a de x.

Il suffit de remplacer x par a dans cette
nouvelle expression pour obtenir le coef-
ficient directeur de latangente a la courbe
enA.

Chaque fois que ce calcul sera réalisable
on admettra que la courbe admet une
tangente au point A.

Exercice :

1. On considére la courbe d’équation :
y=—(13)x2+2x—1.

Trouver le coefficient directeur de la tan-
gente a cette courbe au point d’abscisse
(— 1/2)

Vérifier que sion donne la courbe d'équa-
tion :

y=axt+bx+c

La tangente a cette courbe au point de
coordonnées (a, ao? + ba + ¢) a pour
coefficient directeur 2aa. + b.

2. Ondonne la courbe d’équation :
y = 1/x.

Trouver le coefficient directeur de la tan-
gente a cette courbe au point d’abscisse
(— 3/2), puis au point d’abscisse o. élé-
ment de IR*.

3. Ondonne la courbe d’équation :
y=(x—1)/(x—2).

Trouver le coefficient directeur de la tan-
gente a cette courbe au point d’abscisse
2/7.

Activité 4 :

Observer les courbes ci-dessous et indi-
quer le signe du coefficient directeurde la
tangente si elle existe en chaque point de
la courbe lorsque I'abscisse du point
considéré augmente de — 2 a 3.

Définition : Lorsque la représentation
graphique d'une fonction admet une
tangente en un point de coordonnées
(a, f(ar)), on dit que la fonction f est
dérivable en a. Le coefficient directeur
de cette tangente s'appelle le nombre
dérivé de fen a; on le note f ().
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Nous admettrons que les droites repré-
sentant graphiquement les fonctions
constantes :

x — ¢ et plus généralement les fonc-
tions affines :

X —> ax+b

sont leurs propres tangentes et que ces
fonctions sont donc dérivables en tout
élémenta.de IR (ondira dérivable sur IR).

On considere la fonction f : x— ax +b.
Calculer f'(a)

Les fonctions x —— ax® + bx + ¢ sont
dérivables sur IR
x——(ax+b)/(cx+d)sontdérivables sur
IR — {— d/c}

Exercices :
Soit oo un nombre réel quelconque.

1. Donner le nombre dérivé de la fonc-
tionf:x——> x? ena.

La fonction qui a tout nombre réel a asso-
cie f'(0) est appelée fonction dérivée de f
et se note f ' telle que :

f':a—— f'(a)

2. Donner le nombre dérivé en o de
g:x—ax?+bx+c

Trouver la fonction dérivée de g.

. Compléter le tableau :

b) Onconsidére f:x— 2x
g:Xx—>3x+1
h:x— f(x) - g(x)

Calculerles fonctions dérivées def,g et h.

Peut-on affirmer 'égalité entre

f'(x)-g'(x) et h'(x)?

Vérifier que : h'(x) = f'(x).g (x) + f (x).g'(x).

Onadmettra que cette formule se généra-

lise et on la notera :

(fg) = fg' +gf

¢) Onconsidéref:x—> —x +1
h:x——>3/2x —3/2

Calculer les fonctions dérivées de f et h.
Vérifier que h'(x) = — 3/2 . f' (x).
Onadmettra que cette formule se généra-
lise et on la notera :

(af)' = af'

d) Onconsidéere
g:x—> 1/(5x—1)

fix—> 5x—1
Soit o élément de IR — {1/5}, calculer
g'(a) et f'(a).

Faire apparaitre si possible une relation
entre g'(a), f(a) et f (o) et f'(ar).
On admettra et on notera :

3

f:x—ax+b f':x >
f:x—> f':x—>0
f:x— ax? f':x—>
f:x—>ax?+bx+c f'ix—

Montrer que les coordon-
nées de M vérifient I'équa-
x. ltion:

P xe]—11[y= 1—x2
En déduire que la fonction
x—> 1 —x 2 est dériva-
ble sur }—1,1[

5. Onconsidére f:x— 3x2
g:x—>—2x+1
h : x— f(x) + g(x)
Trouver f', g' et h'.

On remarque que h'(x) =
On admettra que si h(x) =
h'(x) = f(x) + g'(x).

On notera plus simplement :

f(x) + g'(x).
f(x) + g(x) alors

(1) = — (f/R)

(f+q9)=f+¢g

e) Trouverlafonctiondérivéedelafonc-
tion f:
fix—>x*
On admettra que :
VneIN* f:x—x"
la fonction f a pour fonction dérivée

ff: x— nx™!

6. Trouverlafonctiondérivéedelafonc-
tion f dans chacun des cas suivants

fix— (Bx*+1)/(x +2)
fix—>x’

7. Soit g une fonction polynome

f une fonction polynome qui ne
s’annule pas sur l'intervalle A.
A l'aide des résultats trouvés dans I'exer-
cice 5 trouver la fonction dérivée de la
fonction h :

h:A—>IR
X ——s g¥/ %0

[
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On admettra et on notera :

(g/f) = (f.g'—fg)/(f)

Tableau récapitulatif :

(a, b, ¢ sont des nombres réels non nuls)

Fonctions Fonctions dérivés
x— ax+b X—a
x—ax?+b+c¢ X—>2ax+b

X—C x—>0

VnelN* x—>Xx" X — nx™

f et g sont des fonctions polynomes.
f+g f+g
af af'
f.g fg' + gf'

On suppose que f ne s’annule pas sur son ensemble de définition
1/f — 2

g/f | (g'f —fg)/f?

T

Activité 5 :
Complétez le tableau sur le modéle de la
premiére ligne

. r I . x -1 4
£ (x) +
£(x) //'
L]
""’J x -1 4
- ° 7 4 £ (x)
r{x)
]
1
1
2 g !
¢ x 1 3 4
'
A 1
i L r(x)
r(x)

x
I
re(x)

-2 [ 2 3 6

r(x)

Il semble donc, que pour une fonction f
dérivable sur un intervalle ]Ja,b],

— si f'(x) est positif sur ]Ja,b[ alors f est
croissante sur ]a,b|,

si f'(x) est négatif sur ]Ja,b[ alors f est
décroissante sur ]Ja,b[,

et que si f présente un maximum ou un
minimum en c alors f' (c) = 0.

Nous admettons le théoréme suivant :
Théoréme :

Soit une fonction numérique f dérivable

sur un intervalle ]Ja,b|, alors :

- festcroissante sur]a,bf sietseulement

si f' est positive sur ]a,b[,

» fest décroissante sur ]a,bl si et seule-

ment si f est négative sur ]a,b[,

» festconstante surla,b[ siet seulement

si f est nulle en tout point de ]a,b|.

Exercices classiques sur le sens de varia-
tion de quelques fonctions.

Activité 6 :

Voici des tableaux de variation de fonc-
tions dérivables sur les intervalles indi-
qués. Essayer de les compléter et de
donner une représentation graphique de
ces fonctions.

tx -3 =1 0 2 &

£1(x) -2 o 1

r(x)

x| =3 -1 1 'y
£7(x) + o0 - 0o +
2 6
[4
(x) -3 o
J
o I
3
o b3
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Activité 7 :
Remplirle tableau de variation correspon-
dant a chacune des courbes suivantes :

X

signe de f'

variation de f

Activité de synthése :

Voici 4 représentations graphiques de
fonctions dérivables et 4 autres représen-
tations graphiques qui sont celles des
fonctions dérivées des premiéres.
Associez-les correctement.

4 L_A/

C

—~
/U

N

\
3\ - /
NNV
e

Activité 8 :

On remplit successivement les 6 réci-
pients de méme hauteur (80 cm) et de
méme capacité (100 |) dessinés ci-des-
sous :

Le robinet a un débit constantde 1 len 4
secondes. On donne la représentation
graphique du niveau de I'eau dans chacun
des récipients, entre le début et la fin de
remplissage.
1. Indiquer la représentation graphique
qui correspond a chaque récipient.
2. Comparer les vitesses de remplis-
sage au début, a la fin, 8 mi-parcourt :
— pour chaque récipient,
— entre les 6 récipients.

At
| !

—
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Activités de mathématisation :
La boite
20 cm

I

30 cm

> A

%

Avec cette plaque, on veut faire une boite
endécoupantdes carrés dans les coins et
enpliant. Quelle doit étre lalongueurdela
découpe pour obtenir une boite de volume
maximum?

Inflation :

I

Taux d’inflation en un an

10 20 30 40 50

des prix sur 2 ans

Pourcentages d’augmentation

Trouver une formule donnant le pourcen-
tage d’'augmentation des prix sur2 ans, y,
en fonction du taux d’inflation enun an, x.
Tracer la représentation graphique.
Queltaux d'inflation fait doubler les prix en
2 ans?

Prost - Senna, Senna - Prost

Voici une représentation graphique don-
nant la vitesse d’'une voiture de course sur
un circuit sans c6te, de 3 km, lors du
second tour entre deux passages de la
ligne d’arrivee.

PEN R MR @5 @y o S w

v
s
!

Parmi les circuits suivants, quel est le
bon?

\

Pour chacun des quatre circuits suivants,
dessinez la représentation graphique de
la vitesse en fonction de la distance par-
courue pour une voiture qui plafonne a
180 km/h.

Un éleveur doit alimenter en eau les trois
réservoirs situés en ABC. Ou doit-il creu-
ser son puits pour avoir le minimum de
canalisation & utiliser (il est sar de trouver
de l'eau sur la ligne AA")?

, &
150
A 300 m 'h'
250
(o
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