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VITESSE DE CONVERGENCE
ET ACCELERATION

Un exemple

Prenons I'exemple de la suite définie par :

un.., = {un avec uo = 3.
Elle est convergente vers 1 et sa vitesse
de convergence est 112. Qn peut le prou-
ver de différentes façons :

soit f ' (11 = 1t2où f {x) = ÿf
soit pn = 1 /( ÿ!î * r ) qui tend versl /2 du
lait de la limite du un ou bien encore de
Vn= 1/({Ç+ {U;)
qui tend aussi vers 112 pur la même
raison.
Nous avons simplifié les expressionsde pn

et v" afin de lever l'indétermination et d'évi-
ter dans les calculs des différences éva-
nescentes (valeurs très proches de zéro)
quidonneraient des erreurs dans les cal-
culs!
Faites les essais avec les expressions
initiales de pn et de vn pour n assez grand!
Vous pouvez passer également en revue
I'exemple suivant :

un*r:/{ un
Sa vitesse de convergence est 1/4.
Pour le premier exemple, avec une calcu-
latrice, on trouve :

Remarques:
On pourrait tout aussi bien utiliser un ta-
bleur pour avoir ces données.
Sur cet exemple tout se passe bien car on
connaît la limite. De plus les indétermina-
tions se lèvent bien.
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3
1 .316074
1 .0710755
1.017314
1.0043007
1 .0010734

0.4317651
0.4828409
0.4957087
0.4989271
0.4997318

0.4189097
0.47æ379
0.4946541
0.4986601

Pour mesurer la rapidrté de convergence d'une suite on peut soit calculer le
coefficient de convergence pn = (Uu.,- L) / (U 

^- 
L) trt o6t L est la limite connue

lorsqu'elle existe, æit calculer Vn= (Unu- U) / (U,- U*r).
Ces deux suites daivent converger vers la même valeur appelée vitesse de
convergence.

Que dire des exemples suivants à vérifier
un*ç^/Jaun, où a est un réel positif,
converge vers 3 a à la vitesse de 114.

uh*t =

conveEe r.oG
nt

à lavitesse de 1/1 6

De I'intérêt de
connaître les
vitesses de

convergence

Dans les deux exemples précédents
nous pouvons affirmer être proche de la
racine cubique de a à 106 près au bout de
la 11" itérationcar 11411= 106 et prochede
la racine cinquième de a à'104 près ear
11168 = 10{ au bout de la 8" itération!

On peut accélérer la vitesse de con-
vergenoe dans certains cas avec par
exemple le :

PROCEDE
DE RAMBERG-RICHARDSON

Dans le cas où la vitesse ?u est connue, le
procédé de Romberg (1 955) (2) permet de
définir une nouvelle suite convergente vers
L plus vite que la précédente :

v1=(u*,-l,u")i(1 -À).
On peut réitérer le procédé en cherchant la
nouvelle vitesse de convergence p de cette
suite v et construire la suite w définie par
wn = (v*, - pvn )/(1 - tr).

Cela revient, en fait, à pouvoir écrire que :

un - L = c,Àn + Êp" + ..... avec p< À<1.
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Tout dépend donc de I'existence du déve-
loppement asymptotique de un - L.
Souvent il y a un lien entre iv et p :

parexempleF=li.
Ainsisupposons que l'on ait :

un - L = o.,Àn + o.rL2n + c[.X3n + o(Àn) alors
le principede Richardson permetdecons-
truire les suites délinies par :

uo,n = un ur,n = (uo,n*, - foon) / (1 - ?,,)

ur,n = (u,,n*, 
-Xtur,n ) I (1 -L\

Chaque suite u,,n converge à la vitesse
À, Àr, À3.

Remarque : ll en va ainsi de la mühode de
Bomberg appliquée aux calculs d'intégra-
les approchées par la métlpdedestrapë-
zes : cela se passe dans le cas où )" = 1/2-

On a alors le schéma associé :

uo-o

),0
uo.i ),,.0

)r,,,i -)u.,0,*i-t.. )ur,,,
-, ,,1,z

uf3

Par exemple, on peut appliquer cette
méthode à la suite convergente vers ,r
issue de la méthode d'Archimède (on
rappelle que I'on â S*r = (Sh )/ (C*r)

où So = Z,co= 0 et c*, = {1+e\tz

On applique le procédé à la suite S et on
peut montrer que îu = 1 14.

Nous obtenons I'algorithme suivant :

Début
J1=0 S=2 C=0
répète
début
Il=1t+1
afficher n
c=\/@ffi
t+s/c
afficher t
u=(4it_syg

afficher u
S=t

tin
fin

Programme CASIO FX7500G

O -sn:2 -rs'.@ -+c:Lbl@: n + 1-+
f((1 +c) :2) -+c:s:c-+tl
(4xt-s):3-+uI
t-+s:GotoO

On obtient les valeurs suivantes :

h. s u

0
1

2
3
4
5
6
7
8

2
2,82U27125
3,061467459
3,1214r'5152
3,136548491
3,140331 157
3,141277251
3,14't513901
3,14157294

3,1045695
3,'.13914757
3,141437717
3,141582937
3,14'1592046
3,1 41 59261 6
3,1 41 592651
3,1 41 592653
3,141592654

15
16
17

3,141 592652
3,141 592653
3,14159269

METHODE
D'AITKEN.STEFFENSEN

Elle s'utilise dans le cas d'une part où la
convergence de u est linéaire (d'ordre 1 )
et d'autre part où la vitesse de converge
À est non connue.
Cette méthode, dite du Â 2 d'Aitken, con-
siste à considérer la suite v définie par :

vn = un - (u*., - un)' / (uur- 2u*, + un)

On peut montrer que cette suite est con-
vergente d'ordre supérieur à 1.

La méthode de Stellensen consiste à
itérer la méthode d'Aitken. On peut mon-
trerqu'elle est au moins quadratique (d'or-
dre supérieur ou égal à deux). Elle n'a de
sens que si !a suite est telle que
u*, = g(un)

où g est une fonction coniractante.

En elfet, puisque vn est une meilleure
approximation de l, on calcule w" égal à
g(v") puis g(w")et on applique I'accéléra-
tion d'Aitken. On obtient ainsiune nouvelle
valeur v'n encore plus proche de l.
En tait dans la pratique on ne calcule que
les premières valeurs de chaque suite
pour améliorer sans arrêt la valeur initiale.
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On montre que sig est d'ordre 1 alors la
méthode de Steffensen est d'ordre 2. Si
par contre g est d'ordre P > 1 alors la
méthode de Steffensen est d'ordre 2P-1 .

Prenons l'exemple de la résolution de
f'âluation tan x = x dans | fi12, 3ttl2l :

On nepeut pas utiliserla méthode itérative
avec g = tan car g' (x) > 1. On considère
alors l'âluation y = n + arctan y en posant
y = tan x. Dans ce cas on a g(y) = æ + arctan
y et g' (ÿ) = 1/(1 + y'? ) donc g' (Y) < 1. On
peut donc appliquer la méthode itérative
sur g et donc aussi la méthode d'AITKEN
et de surcroît celle de STEFFENSEN.

On trouve :

méthode d'AITKEN :

Programme CASIO FX7500G

Rad ; @ -+ n : A -+ u : fi + tan -lu -+
Lbl@:n+1-rnI
n+ tan-rt -+ r I
u - (t-u)t : (r -21+ u) -+v I
t-»u:r-+t:Goto@

u, t et r sont 3 termes consécutifs de la
suite
v est le terme de la suite d'Aitken obtenu à
partir u, t et r

méthode de STEFFENSEN :

au bout d'une itératioll v = g(w) et
r = g (g(w))
le w suivant sera le terme de la suite de
Steffensen.

avec I'itération : us = 4,493409458
avec le 

^2 
: v, = 4,493409458

avec STEFFENSEN : w3 = 4,493409458

programme CASIO FX7500G

: A -» n : @ -+ u : æ+ tan-ru -r t
@:n+ 1-+nI
lan-1t -+ r I

-(t-u)2:(r-?.+u)-»w I
.tan-rw -+ v I
-âu:v-+t:Goto@

Pour aller plus loin

Méthodes numériques
Eléménts de calcul numérique

Méthodes de calcul numérique
lnitiation à l'analyse numérique
Méthodes de calcul numérique
programmes en Basic et Pasca I

Mathématiques et informatique
Calcul par l'informatique
lntroduction à l'analyse numérique

N. Bakhvalov
B. Démidovitch
l. Maron
J.P. Nougier
R. Théodor

Cl. Nowakowski
D. Monasse
M.J. Bertin
J. Baranger

Ed. MirMoscou 84
Ed. MirMoscouST

Ed. Masson 87
Ed. Masson 86

Ed. du PSI 84
Ed. Vuibert 88
Ed. Hermann 83
Ed. Hermann 77

(t ) Plus généralement : soit u une suite convergente vers L. Désigmns par en = un I un - Ll. On dit que la
suiteestconvergented'ordrepàlavitesseÀsi L"_,(\)PconvergeversLSi p= l alorslaconvêrgenceest
dite lirÉaire. Si p = 2 alors la convergence est dite quadratique.

(2) Ce procedé était déji énon cé en 1927 par Richardson.


