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COUVERTURE
Montage, à partir d'un cliché de I'Aérospatiale, de la maq.uette de
l'auion-spatial "Hermès" et du proiet d"'Anneau lumière". Ce cer-
cle de 2q tm de circonférence deurait briller dans le ciel pour
annoncer le XXI" siècle (Lauréat du concours 86 : la Tour Eiffel
de l'espace).

p. 1à8

p.9 à 1O

p. 11à 14

p. 15 à lti

p.19à22

p.23à30

p.31 à 34

p.35à36

p.37 à 41

p.42à47
p. 48

éd,itorûul
Voîr dans l'espace
Auant les uacances, pour ceux qui uont uoyager, un numéro spé-
cial sur la géométrie dans I'espace.

Alors que les images 3D et même 4D enuahissenÉ les écrans, gue
les robots pilotés à distance remplacent I'homme et la machine
dans les usineg il est temps de proposer des actiuités pour mieux
perceuoir les représentations de l'espace, du micro'espace de Ia
feuille de papier au macro-espace d'un bâtiment, de la géométrie
de la sphère à la géométrie hyperbolique.
Ce dossier accompagne les noltueaux matériels polyèdres (uert -

jaune - bleu et... blanc) ainsi que le dossier technique "Polyèdres
dans l'espace" réimprimé.
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VOYAGES ALLER.BETOUR DES ECBANS AU BEEL

CONSTBUIRE L'ESPACE

Déjà en 1980, lors du congrès international sur l'enseignement des mathématiques' 
à Berkeley, la géométrie semblait vouloir reprendre une place de choix

dans la formation des ieunes.
Depuis l'évolution technologique a confirmé cette tendanee :

les objets, avec leurs propriétés géométriques, sont plus accessibles et plus présents
dans la vie de tous les iours,

- la visualisation de ces objets prend de plus en plus de place dans l'audiovisuel,
l'informatique et transforme fortement les métiers traditionnels, du secrétariat

au dessin industriel 9u,la comptabilité, sans parler des. nouveaux métiers
qui s'appuient sur ces nouveaux outils,

- enfin de nombreux problèmes actuels des mathématigues débouchent
sur la géométrisation et la visualisation.
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Les problèmes, pour la formation, portent sur trois
points :

1) Comment se dégager (un peu) de l'emprise de la
géométrie analytique omniprésente depuis une ving-
taine d'années.

2)Comment réorganiser le processus général d'ap-
prentissage des concepts géométriques qui passe
de l'analyse interne des objets, aux constructions de
classes d'objets, aux relations entre ces objets et aux
structures des transformations sur ces classes
d'objets.

3)Comment, enfin, prendre en compte le dévelop-
pement historique passé et présent, de la géométrie
tout en tenant compte de la psychogénèse des struc-
tures géométriques chez l'enfant et l'adulte.

Les activités proposées dans ce numéro essaient de
tenir compte de ces préoccupations et proposent
des situations avec des objets, puis sur leurs repré-
sentations, sur les transformations de ces objets et
leurs représentations pour revenir à la fin sur ces
objets comme supports de validation.

La démarche proposée aux enseignants et forma-
teurs part des situations proposées aux élèves et
s'appuie sur les réactions des participants. Ces situa-
tions visent à :

1 ) Permettre à chacun, jeune ou adulte, de s'investir
dans l'activité quels que soient ses savoirs.

2) Lui permettre de formuler des hypothèses, de
choisir un plan d'action, de le mettre en æuvre et de
confronter, au sein du groupe, les différentes
démarches.

3) Permettre, collectivement, devalider les différen-
tes démarches.

4) Faire émerger, au sein du groupe, de nouvelles
connaissances en balisant, en particulier, le champ
de validité des connaissances antérieures.

Par ailleurs l'acquisition de savoir doit s'accompa-
gner d'acquisition de savoir-faire. Là encore, trop de
poids est donné, dans l'enseignement, à l'acquisition
de connaissances mathématiques au détriment de
l'activité mathématique (Ou'en reste-t-il en fin de
scolarité ?).

Du point de vue didactique les travaux de recherche
ont permis de dégager un certain nombre de varia-
bles didactiques relevées et étudiées par Guy Brous-
seau (la taille des objets) et Janos Baracs (la forme,
les mesures des objets).

La taille avec :

La micro-géométrie de la feuille de papier, de
l'écran, de ce que l'on peut poser sur la table.

La méso-géométrie de ce qui peut être contenu
dans une pièce ou parcouru du regard.

La macro-géométrie ("large-skile") du déplace-
ment dans une ville, dans un navire, dans un musée
(plans-cartes...).

On peut citer aussi la géo-métrie qui concerne le
globe terrestre avec une nouvelle géométrie, celle de
la sphère avec les problèmes de plus court chemin
sur Ia Terre ou de cartographie (cf. Plot no 38) et
encore la "cosmo-géométrie" qui concerne les
géométries non-euclidiennes comme celles de
l'univers.

La forme et la mesure avec :

Les aspects qualitatifs
o Propriétés topologiques (notion de forme-graphe...)
. Propriétés projectives
. Propriétés affines

Les aspects quantitatifs
o Rapports, proportions, échelles
o Mesures, combinatoire
o Repérage par les coordonnées.

Processus de conceptualisation (d'après Janos Baracs)

De la réalité des objet t / .r, \ , Représentations de classes d'objetsll
aux

+

aux

+
des actions sur ces objets aux > Opérations mentales sur les classes d'objets

Aspects qualitatifs

Propriétés topologiques

Aspects quantitatifs

Propriétés en terme de rapports,

projectives

affines

métriques

proportions

mesures

coordonnées

/\
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L'outil qui est proposé ici permet de repérer et de faire repérer par des stagiaires
leurs capacités à percevoir les relations entre des obiets de l'espace

et leurs représentations.

ll s'agit de "positionner les connaissances" d'un
groupe de stagiaires de 1 I à 25 ans, filles et garçons
en stage pour un an à La Villette pour une formation à

la maintenance d'exposition.

Le positionnement s'effectue par groupe de 3 ou
4 personnes ce qui permet la discussion et l'argu-
mentation.

Pour des raisons d'économie de moyens et de temps
nous n'abordons que certains domaines de l'espace.

Par ailleurs, ce positionnement s'inscrit dans une
dynamique d'apprentissage. ll ne doit pas être consi-

déré comme une photographie des savoirs des for-
més mais plutôt comme la première image d'une
suite de séquences d'apprentissage.

1. Lectures de dessins perspectifs :

Le groupe de recherche ayant travaillé sur les exposi-
tions "Horizons Mathématiques" a choisi comme
exemple concret : Comment remonter un kiosque de
l'exposition ?

Le positionnement s'effectue par groupe de 3 ou
4 personnes ce qui permet la discussion et l'argu-
mentation.

,,ESPACE VU PAR DES BAS NIVEAIIX
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On leur présente le dessin en perspective d'un kios-
que de l'exposition et on leur demande de le
décrire : Comment est-il fait ? De quoi est-il fait ?
Auels sont les différents éléments qui constituent
le kiosgue ? Après une première discussion sur les
différents éléments, une question précise esf
posée : Combien y a-t-il de barres de taille moYenne
(sachant qu'ily a 3 types de barres, des petites, des
grandes et... des moyennes).

La nécessité de dénombrer permet de faire formu-
ler les procédures de lecture du dessin, les problè-
mes posés par les parties cachées, la notion de
devant-derrière, la difficulté qu'ont les formés à se
fixer un point de départ significatif et à le mémoriser
plus de 5 secondes. On touche là, deux problèmes
liés : le dénombrement et l'organisation des infor-
mations dans un contexte géométrique.

2. Structuration d'un objet de l'espace
A travers l'activité qui est proposée ici, on essaie de
repérer les capacités des formés à mettre en évi-
dence les relations entre faces, sommets, arêtes d'un
objet représenté de 3 façons : représentations men-
tales, représentation par un objet, représentation
sur écran.

a) l'objet concret

Un cube, ça a combien de faces ?

Ouestion posée sans présenter l'objet.

Voici un objet (il s'agit d'un icosaèdre régulier) réa-
lisé avec des triangles en carton (attachés les uns aux
autres par des élastiques). (Ïoujours le Plot
matériel l).

Combien y a-t-il de triangles à votre avis ?

4

1'" phase :

L'objet est montré mais n'est pas donné.
Formulation d'hypothèse : entre 15 et 30 faces.

2" phase :

Yénliez vos réponses.

On donne l'objet avec une contrainte donnée si
besoin est : n'écrivez pas dessus (pour éviter le
comptage). Les hypothèses s'affinent : entre 1 6 et...
19 en général.

La difficulté, pour les formés, est de considérer l'ob-
jet comme la réunion, le groupement d'objets plus
simples.

b) l'objet sur écran
Présentation de polyèdres sur écran (faces arrières
cachées).
Voici un autre polyèdre. Combien a-t-il de faces ?

On fait tourner le polyèdre sur lui-même suivant les
axes X, Y ou Z et on présente dans l'ordre le cube,
l'icosaèdre, le dodécaèdre, l'octaèdre et le tétraèdre.

Les quatre premiers apportent, en général, des
réponses correctes qui font apparaître "l'effet
miroir" de l'écran : les élèves comptent les faces visi-
bles et multiplient par 2.
Ceci sera mis en évidence avec le tétraèdre qui, au
départ, montre 3 de ses faces (réponse des stagiai-
res : 6 en tout) et qui, en le faisant tourner, n'en mon-
trera que deux, d'où le problème de percevoir l'objet
autrement que par effet miroir.

Un outil de vérification peut être donné à la fin de la

séquence : faire apparaître les faces cachées en
pointillés (logiciel utilisé "polyèdres" - CNAM -

CREEM - Paris sur Apple ll).

3. Organisation de l'espace
Une activité qui peut être réalisée en situation réelle
ou, à l'échelle, en maquette avec du matériel
Nathan : monter réellement un kiosque de l'exposi-
tion avec le matériel à disposition.
Bien que cette activité soit longue (1 heure mini-
mum) elle a l'avantage d'être concrète et de faire
intervenir deux types d'interactions entre variables
didactiques :

- passage micro - méso-géométrie
- passage représentation - objet
D'autres éléments sont également révélateur de la
prégnance de la symétrie sur d'autres transfor-
mations:
- La symétrie est très fortement présente sur le
dessin.
- Pour construire le kiosque c'est l'aspect translation
qui est, en fait, à utiliser en premier sinon le kiosque
est difficile à monter et de toute façon tordu !

- Un troisième élément est aussi mis en évidence : la
symétrie d'ordre 3 des rotules.
Par ailleurs le montage du kiosque, avec panneaux et
tables demande une organisation, un algorithme de
montage qui peut être étudié en fin de séquence (as-
pect organisation des données).
Même d'éminents directeurs d'lrem s'y sont faits
prendre lors du montage de l'exposition "Horizons
mathématiques"!l!

versorecto



L'ESPACE VU PAR DES PROFS EN FORMATION

Les activités proposées ici visent :

- à mettre en interaction trois tYpes de représentations :
o les représentations mentales
o les représentations par dessin
o la visualisation de l'objet ou d'une maguette.

- à tier te prablème aux outils techniques qui doivent être utilisés pour réaliser l'obiet.

On peut ainsi demander aux stagiaires de réaliser des polyèdres simples, cubes, tétraèdres...
en utilisant:

o des faces cartonnées assemblées par collage, scotchage ou élastigue
(cf. matériels polyèdres du PLOT)

o des patrons à réaliser et à coller (matériel IREM d'Orléans),
o des tubes-arêtes à associer à l'aide de næuds en plastique

ou par du fil ou de la gomme à macher;
o des plagues de plexiglas ou de bois.

Chague matériau et chague matérielva poser un problème technique particulier quiva pro-
longer l'étude et faire apparaître des caractéristiques supplémentaires de l'objet.
Ceci est particulièrement évident avec la découpe d'objets dans du polysÿrène avec un fili'
coupeur (matériel de l'IREM de Clermont-Ferrand).
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CONSTRUIRE DES POLYEDRES

Publics :

Elèves, adultes ou... enseignênts.
La consigne :

Construire, par groupe de 3 à 5 pei'sonnes, tous les
polyèdres réguliers convexes.

L'objectif :

Comment s'assurer qu'on les a tous trouvés ?

Le matériel :

Des triangles, carrés, pentaçones et hexagones
réguliers en carton à assembler aliec Ces élastiques
(matériel diffusé par le PLOT-pochette no 1).

1) Déroulement :

D'abord retrouver une définition correcte de "polyèdre

régulierconvexe". (cf. Dossier "Polyèdres dans i'espace du
PLOT, pase 10).
Polyèdre convexe fait de polygones réguliers tous isorné-
triques deux à deux et. de plus, où tous les sommets
sont identiques.
Cette dernière propriété apoaraîtra iorsoue Ies participants
construiront des doubles téti'aèires ou autres deitaèdres,

La construction
Apparaissent rapidement ie tétraèdre et Ie cube bien
connus. Le dodécaèdre apparaît aussi et, plus diffici-
lement, l'octaèdre et plus encore l'icosaèdre. On
cherche aussi à ccnstruire des poiyèdres avec des
hexagones ! En laissant faire, on reste à plat ou, si
l'on force pour fermer, on "Eauchit" ies faces.

Synthèse et preuve
Synthèse et preuve qu'ils ne sant que 5. On fait appa-
raître les propriétés et le codage - sornmet"

On peut ici (pour la culture mathérftatique). parler de
la dualité entre cube et octaèdre, dodécaèdre et icc-
saèdre. Parler de la formule d'Euler-Poincaré F * S =
A, + 2 (et de l'histoire de sa "démonstraîion").

Mais l'objectif est la preuve qu'ils sont 5 ! L'inva-
riance des sommets pour chaque poiyédre a déjà été
remarquée. De plus, autour d'un sommet on a pu
mettre 3 (c'est le minimum), 4 et même 5 triangles
pour obtenir le tétraèdre, l'octaèdre. l'iccsaèdre.

Peut-on en mettre plus ? Réponse non, car avec
6 triangles on n'obtient pas un angle solide mais un
plat 6 x 6Oo = 36Oo et avec plus de 6 triangles on
perd la convexité.
Et avec les carrés / Même chose, avec 3 carrés
autour d'un sommet on obtient le cube et avec 4 on
"retombe" à plat, 4 x 90o = 360".
Et avec lespentagones ? idem. Avec 3 c'est le dodé-
caèdre, et avec 4? On obtient plus de 360" !

Sûr ? Ouel est I'angle au sommet d'un pentagone ?

6

l-a réponse est ici le plus souvent 7 2o pour l'angle au
scmmet. lntéressant car 72" x4=288" quiest infé-
:'ieur à 360" ! Alors on en aurait oublié un ? On vérifie
que 4 pentagones partant d'un même sommet Ça
gauchit fofternent.
Alors ? C'est pas 72o? Oui, mais alors, c'est com-
Lrien ? Et comment trouver d'une façon générale l'an-
gle au sommet d'un polygone régulier à n sommets ?

Diizerses méthodes sont proposées qui sont correc-
res. On pourra introduire ici Ia méthode de la Tortue
(Langage Logo) qui conduit au théorème du trajet
totai. Cela consiste à répéter la suite des instruc-
iions :

AVance, tourne à DRoite de x degrés, qui permet de
tracer ia figure en faisant un tour complet sur soi-
même d'où l'angie supplémentaire de l'angle cher-
ché : 360o et d'où l'angle cherché (ici 1 80'- Q_Qq_ ")nS
Et pour finir, retour aux pentagones : 180" - 72o =
108" et 4 x 108o = 432" qui est supérieur à
360" (ouf !);

Reste les hexagones (à ne pas oublier, surtout s'ils
ont été utillsés l).

Pas de problèmes : 3 x 1 2Oo = 360o d'où le pavage
plan. Et, au-dessus, l'angle au sommet sera supé-
rieur à 12O" donc pas de polyèdres convexes régu-
liers avec des n-gones pour n)6.
Cette activité, bien qu'un peu longue, permet surtout
de structurer quelques objets de l'espace, mais aussi
de construire, pour bien des jeunes et des moins jeu-
nes, et padois pour la 1'" fois, les 5 polyèdres
réguliers.
La construction, le dénombrement des sommets et
des arêtes, la régularité des sommets permettent
cette structuration. On remarque aussi que l'octaè-
dre est constitué de 2 pyramides, I'icosaèdre de
2 pyramides collées sur un antiprisme à bases pen-
tagonales et le dodécaèdre fait de deux parties iso-
métriques légèrement (à préciser)tournées l'une par
rapport à I'autre.
Elle permet aussi, ce qui n'est pas négligeable, de
reparler concrètement des angles.
Elle permettra, surtout pour les autres activités dans
I'espace, de partir d'objets concrets comme le tétraè-
dre ou le cube en en ayant déjà manipulés.
Combien d'enseignants ont déjà construits ou dé-
coupés les cinq polyèdres réguliers ?

Remarque : Cette activité, peut être faite avec d'au-
tres règles pour ceux qui connaissent déjà bien leé
cinq solides de Platon. Par exemple, en demandant
d'essayer de construire des polyèdres à partir de
codes-sommets (4,4,4) (5,5,5) ou (4,6,6) ou...
(4,5,6) ou de graphes planaires.

Faces Nombre Sommets Arêtes
Code-

sommet

Tétraèdre régulier

Cube

0ctaàdre régulier

0odécaèdre (rÉgulier)

lsocaèdre (régulier)

triangles

carrés

kiangles

pentagones

triangles

4

6

I
't2

20

4

8

6

20

12

6

12

12

30

30

3-3-3

+4-4
3-3-3-3

5-5-5

3-3-3-3-3



SYMETRIES DE§ POLYEDRES

Là encore, une activité qui demande peu
à faire faire aux participants la navette entre
mentales ou dessinées.

Consigne :

Dresser la liste des isométries qui "conservent" le
tétraèdre régulier, le cube.

L'objectif :

Une autre façon de voir les objets de l'espace, par
leurs invariants. Une occasion de parler d'an§les de
l'espace et de mesures.

Le matériel :

Des tétraèdres et des cubes fabriqués précédem-
ment.

Le déroulement pour le tétraèdre :

Une recherche exhaustive de toutes les rotations et
symétries-plans permet de trouver 18 isométries
que l'orr peut décrire directement. Ce dénombre-
ment se fait en utilisant le nombre de sommets,
d'arêtes et faces du polyèdre. Restent six isométries
à trouver pour obtenir les 24 = 4 ! permutations des
quatre sommets. Elles s'obtiennent en composant
chacune des six symétries planes avec une rotation.

ldem pour le cube où l'on obtient 48 isométries dont
24 roTalions et 24 antidéplacements.
Ce travail permet en particulier de définir des angles
de l'espace. Les moins évidents étant les angles de
rotation du cube d'axes passant par les sommets dia-
métralement opposés. ll permet une fois encore de
structurer les objets de l'espace, le repérage des iso-
métries n'étant pas toujours immédiat.

Prolongement :

ll consistera à renverser la consigne : partir d'un
groupe d'isométries et rechercher une figure plane
ou de l'espace qui lui corresponde. Par exemple,
trouver une figure correspondant à un groupe d'inva-

de matériel mais qui commence
l'objet concret ef ses représentations

riants ayant deux éléments, trois éléments, quatre
éléments (groupe de Klein et groupe cyclique), huit
éléments. On aura là une autre façon de structurer les
objets du plan et de l'espace.

D'où le tableau à compléter :

Groupe à Dans le plan Dans l'espace

2 éléments ? ?

3 éléments ? ?

4 éléments
(groupe de Klein)

? 7

4 éléments
(groupe cyclique)

? ?

X élénnents I Le carré ??

Y éléments
(le groupe
du matelas)

??

et inversement, pour les quadrilatères, les hexaè-
dres, quels sont les différents groupes de symétrie ?

On sera ici conduit à dresser la liste des différents
types de quadrilatères, d'hexaèdres en fonction de
leurs "symétries", c'est-à-dire des isométries qui les
laissent invariants.
On travaille ici sur les représentations de classes
d'objets et sur les actions sur ces classes d'objets.
(ll y a sept types d'hexaèdres - cf. dossier PLOT "po-
lyèdres dans l'espace" éd. 87).



ACTIVITES DE DEC
ET PROBLEMES. cHocs!

Une activité que Charles Pérol a su développer dans de nombreux pays
(cf. les fascicules "filicoupeurs" de l'lrem de Clermont-Ferrand).

lci, de la pollution théorique à l'objet réel !

On montre le fonctionnement du filicoupeur.

On distribue une boule irrégulière de polystyrène par
groupe et on demande à chaque groupe :

de construire :

1) un tétraèdre régulier
2) un tétraèdre dont les 4 faces sont des triangles ni
isocèles ni équilatéraux mais qui sont tous les 4 iden-
tiques (on dit scalènes et isométriques),
3) l'objet constitué d'un tétraèdre régulier et de son
symétrique par rapport au centre de gravité.

Chacune de ces constructions présentent des pro-
blèmes qui vont mettre en jeu la capacité des formés
à utiliser l'outil technologique et à trouver des solu-
tions mettant en relation les propriétés, les régulari-
tés de l'objet et les possibilités de l'outil.

La résolution du problème pourra aller jusqu'à né-
cessiter des calculs trigonométriques si les formés
peuvent les mettre en æuvre.

Là encore chacun verra le saut qu'il y a entre la solu-
tion sur papier et la solution découpée.

de couper
o un tétraèdre régulier en 2 parties isométriques
sans passer par un plan de symétrie !r

o un cube ou une pomme en 2 parties isométriques
sans passer par un plan de symétrie,
o idem avec... 3 parties isométriques !! etc.

lt

DEF!NITIONS
Horizontalement
I - Type d'équation différentielle.
ll - Elément naturel - Non acquis.
lll - De droite à gauche : peut qualifier un mathématicien

à l'âge respectable - Au centre du sinus.
lV - Démonstratif - Type de connexité.
V - Communes à Hahn et à Hardy - Parallèles... en architecture.
Vl - Voyelles de Bolyai - Conjonction logique -

De droite à gauche : permet de définir une relation.
Vll - Préparera peut-être un examen.
Vlll - Tel un plan par une droite, par exemple -

A la forme d'une lettre.

Verticalement
1. S'est préoccupé d'existence et d'unicité d'équations

différentielles.
2. Oualifie certaines équations différentielles.
3. Unités - Préposition.
4. Vigueur, mathématique ou non.
5. Type d'équations différentielles.
6. Unité de temps - Lettre double de Serret - Pronom.
7. Problèmes qui se posent pour les solutions d'équations

différentielles.
8. Eléments de produits tensoriels.
9. Appris - Base à réordonner. R. LABROUSSE - Limoges

ilr

IV

VI

vll

VIII
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§§EMBtAGES DANS L'ESPACEco

Michel BLANC - Nice

Se rendre compte de conditions portant sur les formes planes permettant
la construction (probtèmes tiés aux angles et aux longueurs).

Assembler plusieurs solides pour en construire un autre.

Matériel
Le matériel que nous utiliserons se compose de polygones
réguliers : triangle équilatéral, carré, pentagone et hexa-
gone réguliers. Ce matériel est disponible dans Ie com-
merce dans un matériau plastique ou en carton, les
assemblages se font à l'aide d'élastiques qui maintiennent
accolées les languettes dont sont munis les polygones.

On peut se procurer le matériel en carton en s'adressant à

APMEP d'Orléans-Tours (voir bon de commande page
48). La pochette de 20 feuilles comportant chacune les
polygones ci-contre ; ilfaut compter une pochette pour 5 à
6 enfants.
ll faut également prévoir une réserue de bracelets élasti-
ques pour l'assemblage.

L'auteur propose à des élèves du C.E. de :
Assembler des formes planes (polygones) pour constituer des solides.

2. Gonstruction de solides
selon des critères géométriques

Activité 1

Chaque équipe de 4 enfants doit construire les cinq solides
dont le maître a écrit la composition au tableau :

solide 1

solide 2
solide 3
solide 4
solide 5

4 triangles
1 pentagone et 5 triangles
2 hexagones et 3 « double-carrés »

3 « double-carrés »

t hexagone et 6 triangles

ll s'agit donc de construire respectivement un tétraèdre
régulier, une pyramideà base pentagonale, un prisme droit
à Ùase hexagonale, un cube ; le cinquième solide est totale-
ment aplati puisque les six triangles équilatéraux recou-
vrent exactement l'hexagone régulier'

La mise en commun permet de dégager que cet assem-
blage n'est pas un solide et de commencer à réaliser que

ceÈaines conditions doivent être respectées pour aboutir à
un solide.

Activité 2
ll s'agit de construire des solides appartenant tous à une
mêmË famille comme les pyramides, les prismes, les anti-
prismes (solides analogues aux prismes mais dont la cein-
iure latérale est conètituée par des triangles placés

alternativement tête'bêche), les polyèd res régu I iers (soli-

des dont toutes les faces sont identiques à un même poly-
gone régulier disposées de manière identique en chaque
sommet), etc.

ÊffiwBActivités
1. Découverte du matériel

Les enfants sont par groupes de 4 ; chaque groupe reçoit
une quinzaine de feuilles du matériel, dégage les polygo-
nes de leur support et les classe dans des boltes ; celles-ci
constitueront la réserve de matériel pour toute l'équipe.

ll s'agit maintenant de se familiariser avec le mode d'as-
semblage ; pour cela chaque équipe est invitée à réaliser
plusieurs productions simples et familières aux enfants :

cube, maison avec un toit à 2 ou à 4 pentes, éventuelle-
ment une pyramide à base carrée.

I

prismes

rffi
antiprismes



Pour cette activité, chaque groupe d'enfants reprend le
solide no 3 (prisme à base hexagonale) construit dans
l'activité 1. Le maître fera constater la constitution du
solide sous forme d'une ceinture de carrés entourant deux
polygones identiques. La question est alors posée d'es-
sayer de construire d'autres solides du même genre; une
mise en commun préalable permet de recenser les idées
des enfants sur ce qu'il est possible de faire varier: les
polygones constituant les deux bases ou les polygones
constituant la ceinture.

Une première étape consiste à changer de polygone de
base ; chaque équipe est invitée à constuire les trois soli-
des possibles compte tenu du matériel.

La question peut être posée d'essayer de fabriquer les
polygones de bases ayant plus de six côtés ; au niveau d'un
CE2 cette construction peut être au départ relativement
empirique, une ceinture ayant été constituée avec 7 ou I
carrés les enfants la posent sur une feuille de papier blanc
et par tâtonnement essayent de lui donner une configura-
tion régulière, il ne reste plus alors qu'à pointer les som-
mets sur le papier puis à tracer et à découper un gabarit ;
les productions des différentes équipes seront comparées
par superposition, par pliage pour déterminer celles qui
sont les plus adéquates (ce type de validation est suffisant
pour un CE2).

La deuxième étape consiste à changer de polygone de
ceinture et donc à rechercher un autre assemblage de poly-
gones identiques fournissant une bande à bords parallèles
comme c'est le cas avec les carrés ; parmi les polygones
disponibles seuls les triangles équilatéraux le permettent.
Le problème est donc posé d'abord de chercher si on peut
réaliser une bande à bords parallèles avec les triangles,
avec les pentagones. avec les hexagones, puis de détermi-
ner le nombre de triangles nécessaires pour une base pen-
tagonale, carrée, hexagonale, triangulaire. Les enfants
constateront que ce nombre est le double du nombre de
côtés du polygone de base ou encore égal à la somme du
nombre de côtés et du nombre de sommets de ce même
polygone ; la seconde interprétation est davantage liée au
mode de construction des antiprismes à partir d'une cein-
ture alors que la première est plus liée à une dissociation de
la ceinture en deux parties ; l'une attachée au polygone
supérieur, l'autre au polygone inférieur; cette deuxième
interprétation sera reprise ultérieurement car elle permet
aussi des constructions de polygones comme le dodé-
caèdre (12 faces pentagonales régulières) ou le cube.

Un premier retour peut être fait sur les solides de l'activité
1, retrouve-t-on parmi ces solides des prismes ou des anti-
prismes ? Le cube (solide 4) a donc été construit selon
deux conceptions. Un deuxième retour peut conduire à
s'intéresser à d'autres propriétés communes à certains
solides de l'activité 1 . Le cube est constitué uniquement de
carrés, le tétraèdre uniquement de triangles. lls appartien-
nent à la famille des polyèdres réguliers, appelés égale-
ment solides de Platon.

les cirq solides de Platon

10

Aetivité 3
ll s'agit de rechercher différentes façons de construire un
cube à l'aide du matériel. Entre 6 carrés et 3 « double-
carrés » toutes les combinaisons sont possibles. Parmi les
différentes possibilités on recherchera celles qui permet-
tent de décomposer le cube en deux assemblages identi-
ques ; ceux-ci comportent nécessairement 3 carrés
chacun, de ce fait il n'y a que deux possibilités :

tuq flfl
On peut noter que ces deux décompositions correspon-
dent à deux façons de tenir le cube : soit avec deux doigts
reposant sur deux sommets diagonalement opposés, soit
avec deux doigts de chaque main enserrant chacune un
couple de faces opposées.

Parmi les solides déjà rencontrés et construits, en existe-t-'
il qui soit décomposable de façon similaire ? Le tétraèdre
est décomposable en deux couples de deux triangles reliés
par un côté ; Ie prisme à base hexagonale est décomposa-
ble de deux façons alors que cela n'est évidemment pas
possible pour les prismes comportant un nombre impair
de faces latérales. Tous les antiprismes sont facilement
décomposables en deux parties identiques en laissant
attachés à chaque base les triangles qui lui sont reliés par
un côté.

En prolongement de cette activité on peut construire le
dodécaèdre à partir de deux « coques » constituées par
cinq pentagones ceinturant un autre pentagone. La cons-
truction de la première coque sera guidée par le maître.

Activité 4
Elle consiste à construire de nouveaux solides en assem-
blant d'autres solides déjà construits.
De cette manière on peut obtenir des solides complexes,
en particulier non convexes, et on favorise ainsi l'analyse
ultérieure de solides complexes comme composés de soli-
des simples.
Chaque équipe construit en grand nombre des pyramides
à base triangulaire, carrée, pentagonale, des cubes, des
prismes et antiprismes, un dodécaèdre. Une première
étape consiste à rechercher des solides composés à l'aide
de deux autres solides d'abord identiques puis différents ;
dans Ie premier cas ce sont les pyramides qui fournissent
les solides les plus intéressants car constitués, en fait, uni-
quement par des triangles équilatéraux. Une fois le solide
envisagé on pourra supprimer les deux bases de la pyra-
mide qui sont superposées, on obtient une bipyramide.
Une deuxième étape consiste à recouvrir par des pyrami-
des identiques toutes les faces d'un solide régulier comme
Ie cube ou de dodécaèdre, ou bien les deux bases d'un
prisme ou d'un antiprisme.

Dans les deux cas on pourra rechercher si parmi les solides
construits figurent des polyèdres réguliers : on en trouvera
deux : l'octaèdre (8 triangles équilatéraux) obtenu à partir
de deux pyramides à base carrée et l'icosaèdre (2O trian-
gles équilatéraux) obtenu à partir d'un antiprisme et de
deux pyramides à base pentagonale.

Une troisième étape consiste à ne plus limiter le nombre de
solides à assembler et à laisser les enfants donner libre
cours à leur imagination pour constituer des solides tout à
fait fantastiques ! I

ê
Bipyramides



Ere-
GEOMETRIE DE LA §PHERE

TOTIT DEPEND DE LIT HAT'TEUN A TAQUELLE ON SE PLACE

Les axiomes d'Euclide et propriétés
de la géométrie euclidienne sont,

en partie, remis en cause sur la sphère.
ll n'est pour s'en eonvaincre

gue d'essayer d'aplatir une peau d'orange.

De nombreuses activités peuvent être proposdes
pour remettre en cause les savoirs

de la géométrie euclidienne de la feuille
de papier. En voici guelques-unes.

D'abord la NOTION DE DISTANCE
Observez un globe terrestre : repêrez Paris, Montréal.

Ouelle est la courbe de plus petite distance reliant Paris à Montréal ?

11



Toute courbe de plus courte distance joignant deux points
a, comme support, une géodésique qui, pour la sphère, est
un GRAND CERCLE.

Ainsi un triangle sphérique a pour côtés des arcs de grands
cercles. Ou'est-ce que deux "droites" parallèles sur une
sphère ?

Problème-choc
Un ours part du pôle et parcaluft x kilomètres droit devant
lui. il tourne de 9O" à droite et parcourt à nouveau
x km droit devant lui, tourne encore de 90o à droite par-
court encore x km droit devant lui et se retrouve... à son
point de départ ! L'ours est-il blanc ou brun ?

Combien y a-t-il de points de départ possible ?

Vous trouverez trois familles de points :

- Ceux qui réalisent effectivement un triangle sphérique
ayant 3... angles droits.

'Activité choc :"
Angles et qiqes de triangles
sur une spnere

Matériel :

- On distribue des sphères en plastique (boules de pétan-
que vides) ou en polystyrène.
- Des élastiques qui matérialiseront les "droites".
- Des punaises à têtes coniques ou sphériques qui seront
les points.

l'c activité :

Une droite partage un plan en deux régions. ll en est de
même d'une "droite" (grand cercle) sur une sphère.
Multipliez les droites. Ouel est le nombre maximum de
régions qu'elles déterminent ? (On verra apparaître deux
suites différentes).

2" activité :

Tracez un triangle équilatéral ayant 3 angles droits.
Peut-on recouvrir la sphère avec de tels triangles ? Com-
bien en faut-il?

Composez la somme des angles et l'aire d'autres triangles
sphériques pouvant recouvrir Ia sphère par reproduction
(On remarquera que (Zc-zr) xn= 4tR2, n étant le nombre
de triangles et R le rayon de la sphère).

Une démonstration générale peut être donnée reliant l'aire
du triangle et la somme des angles (mesurés en radian) :

a =)c-?r. (la sphère ayant pour aire 1,|'unité).

- Ceux qui sont à une distance de
sant lui-même x km.
- Ceux qui sont à une distance de
sant x./n km, n entier.

x km d'un parallèle fai-

x km d'un parallèle fai-

12



Nombre de
triangles
isométriques

2 4 I 16 24 48

a, §,.Y
DA

» cu-lr
Cas général

Pour la sphère d'aire l'unité, les angles étant mesurés
en radian :

aire([*ll)=2fi
airefl+lll)=29
aire(I+lV) =26

aire(3f+ll +lll +lv) =2(Â+e+Ôl
par symétrie ll = ll'donc
r+ tt + lll + lv =L+ ll'+ lll + lv = 2.fi141t/2)
d'où

aire (2J) t 2îI = 2(A + B + C)
donc

aire(ABC) =A+B+C-E

Problème de courbure
Bibliographie:
o MosaïQue Mathématique. Article de Berger sur la cour-
bure (voir bon de commande).
.J P. Petit : le géométricon : B.D. de chez Belin.

- La différence entre le plan et la sphère est due aux cour-
bures différentes des deux surfaces:

o la courbure de la sphère est positive.

La courbure se définit en tout point d'une surfacers'il existe
un voisinage du point où tout triangle contenant le point
vérifie :

Â+Ê +e -T=o I Êacourbureencepointestnulle,
elle est positive si cette expression est positive,

et négairve siÂ + Ê+ ô -f<0. r

o la courbure du plan est
être aplati sans plissage
réglées développables) ;

: nulle, comme tout ce qui peut
ni déchirure (ainsi les surfaces

d'un cylindre

d'un tore

Trouvez le signe de la courbure en tout point

d'un cône

:

d'une calotte sphérique
à l'extérieur,
à l'intérieur !

d'une selle de cheval,
ou
col entre deux montagnes

I

p
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Sphère - Albert Flocon

Découpe d'une sphère en 2 parties symétriques
A Volton - 1968

14

Passage d'une sphère
dans un monde de dimension 2



FAITE§ VOTRE MINI.GEODE

Construisez vous-même la GEODE de la Cité des Sciences et de l'lndustrie de la Villette
- Voici des étéments gui vont vous permettre de réaliser une sphère -gé9désique.

- Une MlNt GEODE conçue selon le même principe gue la GEODE de
la Villette, et qui vous permettra de mieux comprendre comment

la courbure d'une sphère peut être obtenue à partir de triangles... plans.

- La MINIGEODE estcomposéede24O triangles groupés
par 4 sur une plaque.

- Nous avons donc 60 plaques qui sont en fait les pièces

d'un puzzle sphérique.
- Le montage se réalise sans colle, ni aucun moyen de fixa-
tion annexe.

- ll se fait uniquement par accrochage, grâce à la découpe
du contour des éléments.
- La logique de ces accrochages vous conduira à effectuer
une procédure mathématique et à comprendre, par le biais
d'une activité manuelle, les groupes de transformations
qui correspondent à ce pavage géodésique de la sphère.

La MtNt GEODE et le film du montage des premiers éléments.

Montage de la MINI GEODE

Attention.' il faut toujours que les éléments à accrocher
montrent la même face et que l'accrochage soit fait du côté
de cette face.

lci, nous allons toujours faire l'accrochage du côté de la
face intérieure et nous allons respecter deux autres
règles impératives.

2 c-

Face extérieure Face intérieure

15
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Première régle
On accrochera toujours :

un bord a+ avec un bord a-,
un bord b* avec un bord b-,
un bord c* avec un bord c-,

Deuxième régle
On groupera toujours :

- 3 éléments accrochés ensemble par leurs bords c, autour
de l'encoche 3,
- 2 éléments accrochés ensemble par leurs bords b, autour
de l'encoche 2,
- 5 éléments accrochés ensemble par leurs bords a, autour
de l'encoche 5.

L'emballage est un socle dans le creux duquel vous place-
rez votre MlNl GEODE terminée.

Première tranche des travaux
Montez vingt groupes de trois éléments (triplet)

face extérieure face intérieure

IMPORTANT : au fur et à mesure du montage. il faut bien
faire en sorte que la courbure se referme vers l'intérieur.

Deuxième tranche des travaux
Accrochez les triplets les uns aux autres.

5. en utilisant nos triplets selon nos règles. Et de la même
façon, nous continuerons jusqu'à épuisement des 20 tri-
plets. La MlNl GEODE sera alors terminée.

N.B. Pour réaliser facilement l'accrochage, il faut cintrer
les éléments au moment de les engager dans les enco-
ches, en opposant les courbures bien entendu.
Pour le dernier élément, couper carrément la dernière
languette à engager dans un groupe de 5.

Vue d'ensemble de la MlNl GEODE terminée.

Les éléments sont représentés sans leurs divisions en
triangles. On voit mieux ainsi comment ils sont posi-
tionnés.
lly a douze accrochages groupant 5 éléments par les bords
a, autour d'un point.
lly a vingt accrochages groupant 3 éléments par les bords
c, autour d'un point.
ll y a trente accrochages groupant 2 éléments par les bords
b, autour d'un point.
Le polyèdre régulier utilisé a douze sommets d'ordre 5,
vingt faces triangulaires et trente arêtes. Oui ! C'est
l'icosaèdre.
S'il était en caoutchouc et qu'on puisse le gonfler comme
un ballon, ce ballon nous ferait penser à la GEODE.
Peut-être bien à cause de cette formule magique :

Douze fois cinq
Vingt fois trois
Trente fois deux

Au fait combien nous a-t-ilfallu d'éléments pourconstruire
la MlNl GEODE ?

Si vous désirez ce matérie! en kit
le eommander au journal (40 F)

,,'---\
\._.,
;=.-<s7

Deux triplets accrochés
(face intérieure)

Trois triplets accrochés
(face intérieure)

On referme une première calotte pentagonale.
Sur le pourtour de cette calotte, il y a des bords a, qui sont
déjà groupés par deux; nous allons les compléter pour faire
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Accrochage cing triplets (face intérieure).
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Récemment, à la Soirée de Rentrée du Groupe de Paris,
j'écoutais les explications lumineuses du camarade
CHnnnRyOU sur cette géode qu'il engendra, lorsque je

remarquais, à côté de moi, un « petit bonhomme vert »

qui faisait tout son possible pour passer inaperçu
(contrairement d'ailleurs au camarade CHAMAYOU
qui, lui, préfère la couleur rouge pour arriver au

même résultat).

Je réussis néanmoins à coincer mon petit bonhomme
vert (dans un coin, of course, car comment voulez-
vous coincer quelqu'un autrement que dans un
coin ?).

Il m'avoua que son métier était l'espionnage industriel
et qu'il venait de débarquer d'un OVNI. Sa mission
était de rapporter sur la géode tous renseignements
qui permettraient d'en construire une réplique sur la
planète 45386 où il habitait présentement'

ll me confia son admiration pour cette réalisation du
génie centralien, et il ajouta que, pour s'occuper, il avait
compté le nombre de plaques triangulaires qui consti-
tuaient la peau de l'édifice Chamayen et qu'il en avait
trouvé 6 48O.

êeooe-

Je lui fis remarquer que ce renseignement me parais-
sait insuffisant pour reconstituer la géode.

lI me regarda avec le mépris qu'on réserve aux sous-
développés intellectuels et consentit à me fournir un
renseignement complémentaire : les næuds d'assem-
blage des barres étaient uniquement des næuds à six
barres ou à cinq barres.

« Ce qui devrait suffire, me dit-il, si toutefois vous
n'êtes pas le dernier des crétins, pour répondre aux
questions suivantes :

î. Combien y a-t-il de næuds à cinq directions ?

2. Combien y a-t-il de næuds à six directions ?

3. Combien y a-t-il de barres de jonction entre
næuds ? ».

Devant la complexité du problème (une seule donnée
pour trois inconnues), je déclarai forfait.

Ouel piston astucieux viendra à mon secours ? I
Léonhardt EULER

P.c.c. : Charles DUBIN
Extrait du iournal des Arts et Métiers

Arts et Manufactures - /ÿo 383 - Janvier 1987
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PLATON ET TA GEODE

Comment construire la Géode ? Comment construire
une sphère de 36 mètres de diamètre qui puisse résis-
ter à des vents de 7O kilomètres/heure, à des varia-
tions de températures importantes...

L'idée la plus simple consisterait à envisager, dans
l'espace, un grand nombre de points à la même dis-
tance du centre et formant un solide à faces toutes éga-
les et à côtés tous égaux.

Malheureusement, on sait depuis 2 OOO ans au moins
(depuis Platon !) que ce n'est pas possible. Les seuls
solides qui répondent à cette définition sont les 5 soli-
des platoniciens : le cube. le tétraèdre, le dodécaèdre,
l'octaèdre et l'icosaèdre.

L'architecte américain BUCKMINSTER FULLER a
cependant trouvé, vers 1 I 40, u ne sol ution arch itectu-
rale pour construire une telle sphère ; c'est cette solu-
tion qui a été reprise et améliorée ici.

On considère l'icosaèdre formé de 2O faces égales à
un même triangle équilatéral ; on divise chaque face en
100 triangles égaux.

Sur cette immense toile d'araignée on applique une
structure secondaire constituée de "triangles" pleins
et bombés. Pour ce faire, les 2 OOO triangles plats
obtenus après la division de I'icosaèdre sont projetés,
sommet après sommet, afin de réaliser une sphère
ll suffit alors, pour obtenir la sphère définitive, d'appli-
quer ces triangles de tôle pleins et bombés sur la struc-
ture primaire.

Les triangles de tôle de la peau extérieure (structure
secondaire : quelques millimètres d'épaisseur, un
mètre de côté environ) sont courbés par emboutissage
(comme une carrosserie de voiture).
Notons enfin que cette construction d'un gigantesque
mécano (appelé maillage) est aussi utilisée dans d'au-
tres techniques d'aujourd'hui (calcul par éléments
finis).

Dans les années 1889 l'ingénieur EIFFEL travaillait
déjà en collaboration avec un spécialiste de géométrie,
Monsieur BRICART. Superbe mariage de la science, de
la technique et de l'architecture, souhaitons alors à la
Géode le succès de la Tour Eiffel.

Jean-Michel KANTOR
Paris Vll.
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SOLUTION DU PROBLEME
DE LA GEODE

Ce n'est pas par hasard que nous avons attribué ce pro-
blème, à titre posthume, à Léonhardt EULER, car
c'est un théorème de ce célèbre géomètre qui va nous
mettre sur la voie :

« Dans un polyèdre convexe le nombre de faces aug-
menté du nombre de sommets est égal au nombre
d'arêtes augmenté de 2. »

lci les faces du polyèdre sont les plaques triangulaires
au nombre de T:
- les sommets du polyèdre sont les næuds N de jonc-
tion au nombre de N,
- les arêtes sont les barres B de jonction entre N.

Donc:N+T=B+2.
D'autre part l'inventaire des barres considérées
comme appaftenant chacune à deux triangles diffé-
rents nous donne la relation :

2B=37
De même l'inventaire des barres appartenant aux
næuds à cinq ou à six directions nous donne la
relation :

5N5-6N6=28
avec évidemment la relation

N5+N6=N
Et en éliminant N6 on trouve cette étonnante propriété
qui dit que, quel que soit le nombre de N6 (næuds
à 6 directions) :

N5 = 12
D'autre part la loi 28 : 3 T nous donne :

B=972O
et par conséquent

N6=B+2-12-T=323O.

18
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ORLEAN§ 87 !

Voici les 15 exercices proposés
cette année au Rallye "classe contre classe" du Loiret.

LE CHAMBOULE'TOUT (10 Points)
Des boîtes sont empilées comme sur le dessin' Un joueur
dispose de 6 balles qu'il lance une à une. Par convention,
une balle ne peut atteindre
qu'une boite ; il ne tombe alors
que Ia boîte touchée et celles
quiont perdu un de leurs appuis.
On ne relève jamais les boîtes
tombées.
Le joueur a gagné s'il parvient
ainsi à faire tomber toutes les
boîtes.

Nathalie et Olivier jouent au chamboule-tout.

1) Olivier dit qu'au premier lancer, il a fait tomber 1 1 boÈ

tes. Nathalie prétend que c'est impossible. Oui a raison ?

2) Nathalie a fait tomber 9 boîtes au premier lancer. Peut-
elle gagner ?

3)Ouelles boîtes un joueur doit-il viser pour espérer
gagner ?

,,NE FAITEZ PAS DES N(EUDS"
AVEC LA VITESSE ! (5 Points)

Un bateau à moteur est vendu pour filer à la vitesse maxi-
male de 12 næuds.

ll parcourt un trajet aller, puis le trajet retour, moteur à

fond, sur un cours d'eau rapide et met deux fois plus de
temps à remonter qu'à descendre.

Quelle est, exprimée en næuds, la vitesse du courant ?

LA TENTATION
DU 18" FOINT (10 Points)

'l 
) A I'aide de la calculatrice. trouver une valeur approchée

avec trois décimales du nombre suivant :

r-=ÿz-!1-r*v-rz*r6*-zT'tr*Gr,-rNrn/-'tr*zt-t*r/11»/ffit-tat/-sa*2,/17t

2) Sur un cercle de rayon 1 0 cm, placer un point Ao puis,
en se déplaçant toujours dans le même sens, les poins Ar,
Az, ..., Aro, Arz, de telle sorte que :

AoAr = ArAz ... At sAr o At oAt z = 1 O L.

Tracer la ligne brisée : AoArAz ... AroArz

PLIS ET RE-PLIS (15 Points)
Sur une feuille de papier rectangulaire, non carrée, mar-
quez une face "recto". Ce sera l'intérieur du premier pli et
le côté de lecture du résultat.

Chaque opération dite de "double'pli" consiste à plier
cette feuille en quatre suivant ses axes de symétrie.

Sans déplier, recommencer l'opération de "double-p|i"... et
ainsi de suite.

Au bout de la deuxième opération dépliez complètement.
Vous observez sur le recto un quadrillage rectangulaire
dont les segments joignant deux næuds successifs sont
marqués soit par un pli en creux, soit par un pli en
crête.
Ouel est le nombre de segments en creux ?

Si on pouvait pratiquer successivement plusieurs opéra-
tions de "double-pli". calculez le nombre de segments en
creux obtenus sur le recto (totalement déplié). Donnez le
résultat pour 5, 6 et 8 opérations.

L'UN DANS L'AUTRE (5 points)
Ouel est le rapport du volume d'une
sphère au volume d'un cube dont
les sommets sont situés sur cette
sphère ?

(On admet que le centre O du cube est
aussi celui de la sphère).

3". §ECONDE



OUAND SOUSTRAIRE,
C'EST MULTIPLIER (10 points)

Voici deux égalités :

3 3_3-3 7 7_7-75'-E:5^E 2-g-Z^g
que vous pouvez vérifier.

Chacune d'elles fait intervenir deux fractions irréductibles
ayant même numérateur. Ecrire toutes les égaJ.ités analo-
gues avec des fractions irréductibles du type r.

(p et q entiers tels que t (n(S et 2(C (9). Justifier.

SI VOUS N'AVEZ PAS DE REGLE,
AYEZ DES IDEES ! (5 points)

En utilisant uniquement le compas, construire le symé-
trique d'un point M par rapport à un point 0.

Décrire la construction et laisser tous les tracés visibles sur
la feuille-réponse.

LA CROIX ET LES CROISSANTS
(1O points)

1 ) La figure 3 sera obtenue en superposant les figures 1 et
2 ; la réaliser sur la feuille-réponse dans un carré de 12 cm
de côté.

Figure 1 Figure 2

2) Noircir la partie du plan intérieure au grand cercle et
extérieure aux petits.
Hachurer Ia partie extérieure au grand cercle et intérieure
aux petits.

3)Comparer l'aire de la partie noircie et celle de la partie
hachurée. Justifier la réponse.

LES "1", LES "2" ÉT LES ... (5 points)
On donne A = 11 1 '111 111 111 - 222 222
Calculez la racine carrée de A.

Justifier le résultat.

SEPT ! MAIS A OUEL PRIX ? (5 points)
Un distributeur de bonbons contient 1 2 bonbons rouges,
1 1 verts, 1O bleus, 3 jaunes et 4 blancs. Ouand on intro-
duit une pièce de 5O centimes, il tombe au hasard un
bonbon.

Quelle somme dois-je avoir à ma disposition pour être sûr
d'obtenir 7 bonbons de la même couleur ?

"lDEFlX" (15 points)
L'unité choisie est le cm.

1) Soit un carré EFGH de côté 1O.
Soit x tel que o-(x(7.
Sur les côtés [EF], tFGl, tGHl, [HE], on construit les points
M, N, P, O tels que :

EM =xf FN = x* 1 ; GP= x + 2 ; HQ=x* 3.
Soit I le milieu de [MP] et D le milieu de [ON]. Calculer lD.

20

2) Oue devient la longueur lD pour un carré de
(a) 3) quelconque sachant que o(x 1a - 3 ?

côté a

,,LAIR CARRE"
Les aires exprimées en cm2 de
chacune des faces adjacentes
d'un parallélépipède rectangle
sont: 4; 9; 1 6.

Ouel est, exprimé en cm3, le
volume de ce parallélépipède
rectangle ?

(5 points)

.la
ç

9

DE CERCLE EN CERCLE... (5 points)
Soient deux cercles concentriques Ct et Cz de rayons res-
pectifs 11 et 11 (rt<rzl. On consÛuit une corde [AB] du cer-
cle Cz tangente au cercle Ct.
Comparer l'aire du cercle de diamètre [AB] et l'aire de la
couronne limitée par Cr et Cz. Justifier la réponse.

,,OUE SONT LES MULOTS DEVENUS ?"
5 points

Une vague de froid a sévi durant 33 jours, isolant dès le
premier jour, une famille de 44O mulots dans un grenier
(on considèrera que le nombre de mulots vivants est
constant).
Gourmands, ils épuisent les réserves en 21 jours et
meurent.

Ouel effectif maximum aurait permis la survie ?

LES SERPENTINS (15 points)
Observez ces dessins :

Serpentin à 3 points Serpentin à 4 points

Pour construire un serpentin à 5 points :

- Marquez 5 points régulièrement espacés sur une droite
horizontale D.

-Tracez une ligne qui, sans se recouper, relie ces 5 points.
Elle est constituée de 4 demi-cercles situés alternative-
ment au-dessus et en-dessous de la droite D.

Mais ATTENTION, respectez les 3 règles suivantes :

- Chaque demi-cercle relie 2 des points marqués.
- Le serpentin commence au point le plus à gauche, par un
demi-cercle situé au-dessus de la droite D et se termine en
un autre point.
- Le serpentin rencontre une et une seule fois chaque point
marqué et son tracé peut être suivi sans lever le crayon.

1) Construisez tous les serpentins à 5 points.
La distance de 2 points consécutifs étant égale à 1 cm,
calculez la longueur de chacun de ces serpentins.

2) Vous seriez capable, en respectant les mêmes conven-
tions, de construire des serpentins à 9 points.
Evaluez la longueur du plus long serpentin à I points
sachant que la distance de 2 points consécutifs est de
1 cm. Justifiez votre réponse. I



COTE D'IVOIRE E7 !

Les mathématiques en Côte d'lvoire ont connu en 1987 une année faste :
en février remise des prix aux lauréats du concours 86

par le Président de la République Monsieur HOUPHOUET BOIGNY;
en avril, Symposium inter africain sur "Mathématigue et informatigue

danS l'enSeignement". Entre temps, nouveau Concours de mathématigues
et en juillet séjour en France pour une vingtaine de lauréats.
De quoi susciter un engouement accru pour cette épreuve.

Voici quelgues sujets proposés en sélection.

6t-5'
- On écrit la suite des nombres entiers de 1 à 1 987.

Combien de fois écrit-on le chiffre 5 ?

- Trois amis achètent pour un bon prix un lot de 21 ton-
neaux d'huile de palme. Parmi les 21 tonneaux, ily en a 7
qui sont pleins d'huile, 7 qui sont à moitié pleins et 7 qui
sont vides. Comment peuvent'ils se partager ces 21 ton-
neaux de façon que chacun ait 7 tonneaux et la même
quantité d'huile de palme ?

- Voici un solide découpé dans un cube.
Dessine ce que tu vois quand tu regardes le dessus de ce
solide, puis le côté gauche.

4. - $e

1 ) Dessine un carré et place tous ses axes de symétrie.
2)On se donne trois droites (^), &) et es). Donne un
programme de construction d'un carré ABCD tel que A et
C soient sur (A), B sur (&) et D sur (As).

- On écrit sans séparation la suite des nombres entiers à

partir de 1 :

123456789101 1 1 213141516...
Le premier chiffre est 1 ; le quinzième est 2.
Ouel est le 1 987" chiffre ? Explique ton raisonnement.
(le même exercice était proposé en 1'e et Tle).

- Cent élèves, qui sont tous de taille différente, sont dispo'
sés en carré : 1 O colonnes de 1 O, 10 rangées de 1O.

Dans chaque colonne, on fait lever la main au plus grand
élève de la colonne, puis, parmi ces 1 O élèves qui ont levé
la main, on choisit le plus petit qu'on appelle A.
Dans chaque rangée, on fait lever la main à l'élève le plus
petit de la rangée, puis on choisit parmi ces 1 0 élèves qui
ont levé la main le plus grand qu'on appelle B.

Oui est le plus grand de A ou de B ?

t
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§econde

- On considère une quadrilatère ABCD.

1) D'un point M du segment [AD]on mène la parallèleà la
diagonaie (BD) ; elle coupe la droite (AB) en N. Par N, on
mè-ne la parallèle à la diagonale (AC) ; elle coupe la droite
(BC) en P. Par P, on mène la parallèle à la diagonale (BD) ;

elle coupe la droite (DC) en O.

Montrez que MNPO est un parallélogramme.

2)Comment faut-il choisir le point M pour que MNPO
soit un losange ? Donnez un programme de construction
du point M dans ce cas.

- On rappelle que les coordonnées du milieu d'un bipoint
(M,M') où M a pour coordonnées (x,y) et M'(x,y') sont

/x + x' y_ly'rt22t'

On considère cinq pointsA, B, C, D et E dont les coordon-
nées sont des nombres entiers relatifs.
Montrez que l'on peut toujours trouver, parmi ces cinq
points, deux points dont le milieu a aussi des coordon-
nées entières.

- ABCD est un rectangle. On a mesuré les distances de M à
A, B et C. Ouelle est la distance de M à D ?

M"r-tlsI#§""i

Première etTerminale

- Soient quatre points A, B, C et D situés sur un rnême cer-
cle. On désigne par M, N, P et O les milieux respectifs des
bipoints (A,B), (B,C), (C,D) et (D,A) et par (m), (n), (p) et (q)

les droites respectivement :

passant par M et perpendiculaire à (CD),
passant par N et perpendiculaire à (DA),
passant par P et perpendiculaire à (AB),
passant par 0 et perpendiculaire à (BC),

Montrez que les quatre droites (m), (n), (p) et (q) sont
concou rrantes.
On pourra remarquer que M NPO est un parallélogramme
et considérer Ie centre K de ce parallélogramme. I

Le numéro 5 de'?ARADROME"
est consacré

aux OLYMPIADES de MATHÉMATIQUES
de lle de France 87

(énoncés, indications, solutions, commentaires...)

Pour se le procurer, écrire à :

A.L.T.M.
5, allêe F. Chopin 95100 ARGENTEUIL

joindre 13,50F en chèque bancaire ou postal à I'ordre de
ALTM CCP no 2356860K PARIS

I

il

ilt

IV

V

VI

vil

vilt

c L A I R A U T

A I R I N N E S

U N E H c I N U

c E S A R C S

H A S T R I E S

Y I E T T U B

R E V I S E R A

M E N E E S S E

22

I54



PERCEPTION §PATIALE DE POTYEDRE§

Fin juin, début iuillet se tient en France
un congrès international intitulé

"Computer-aided geometrie reasonn ig".
Du 22 au 26 iuin à Sophia AntiPolis,

du 29 juin au 3 iuillet à La Villette à Paris
(pour tout renseignement s'adresser à

Henry Crapo - Bt 24 - tsP '105 -
78153 Le Chesnay Cedex).

En avant-première voici un texte présenté
par une équipe québecoise bien connue dans les

ilqf U p. Dioi, R. Pattascio et V. Papitton) extrait du bulletin de I'AMA d'Octobre 1 985.
lls proposent cinq étapes dans la construction de la perception spati?le chez l'enfant :' 

visualisation, structuration, transfiguration, détermination et classification.

Introduction

Les polyèdres constituent des modèles d'organisation
spatialè dont les propriétés géométriques sont bien
définies. Les connaissances que nous en avons ont per-

mis à notre groupe de recherche de voir les polyèdres, en

tant qu'objets, comme des figures de base dans l'étude
du développement de la perception spatiale.

Nous pensons que les diverses actions menant à une
perception développée se font en cinq étapes: la visualï
sation, la structuration, la transfiguration, la détermi'
nation etla clossification. Chacune de ces étapes inclut
des actions qui vont de l'opération mentale jusqu'à l'ap-
plication; par exemple, de la reconnaissance des objets à
la réalisation de ceux-ci. Le niveau de difficulté dans les

tâches à accomplir augmente en passant d'une étape à

I'autre et ce développement suppose' à chaque étape,
une maîtrise des actions précédentes.

En vue d'un entraînement éventuel, nous avons expé-

rimenté le contenu et le déroulement de ces étapes. Un
test comprenant plusieurs activités, effectuées avec de

véritables solides, a été présenté à 40 élèves de secon-

daire V (14-18 ans).

Le texte illustré qui suit est divisé en fonction des cinq
étapes. Chaque partie contient, en tête, une définition
de l'étape, puis une description des activités qui s'y rat-
tachent, accompagnées de commentaires sur les résul-
tats obtenus après l'expérimentation' Les dernières
lignes sont consacrées à des observations à propos des

activités et des modèles que nous avons utilisés.

DÉFINITION DES ÉTIPES,
DESCRIPTIONS ET RÉSULTATS DES ACTIVITÉS

lre étape:

VISUALISATION

a. Définition
Après avoir observé un objet, sa «visualisation» consis-
te à pouvoir en mémoriser suffisamment d'images par-
tielles, pour pouvoir reconnaître des objets semblables à
celui-ci, c'est-à-dire à isométrie ou homothétie près,
parmi un ensemble d'objets de complexité topologique
équivalente.

b. Activités
Nous avons retenu quatre activités de visualisation.

Les trois premières portent sur la reconnaissance de
polyèdres semblables. Pour ce faire, nous avons utilisé
du matériel qui avait déjà servi pour des expérimenta-
tions comparables auprès de jeunes élèves' Il s'agit d'un
ensemble de douze polyèdres, aux faces ajourées, divisés
en trois familles de structures topologiques distinctes,
comme le montrent leurs projections des figures l, se

rattachant au prisme triangulaire (R), à la pyramide
carrée (N) et à un hexaèdre (A). (Les lettres sont des

identifications tout à fait arbitraires).

Deux activités se font à partir d'une exploration toctile
de petits polyèdres, figures l.l et 1.2, pouvant être
manipulés aisément. On passe au sujet un tronc de pyra-
mide, figure 1.1, qui est une reproduction du modèle P de

la famille du prisme triangulaire, mais il le reçoit sous la
table de manière à ce qu'il puisse le manipuler un certain
temps, en tous sens, sans jamais le voir. On présente en-

suite le groupe des douze polyèdres afin qu'il identifie le-
quel est semblable à celui qu'il a eu entre les mains.

L'expérience est répétée avec un modèle un peu plus

complexe, le L, figure 1.2, augmentant ainsi la difficulté
de mémoriser au toucher les différentes parties de ce

polyèdre.
Pour la troisième activité, l'exploration est visuelle,

mais utilisant cette fois un très gros polyèdre, figure 1.3,

d'environ un mètre cube, qu'il faut contourner pour voir
toutes ses faces. Après un temps d'observation, le sujet
doit reconnaître son modèle semblable, le D, figures 1.

Enfin, la quatrième actiYité consiste à reconstituer une

composition formee d'un groupe de quatre polyèdres,
figures 1.4 a,b, c, d. Ces derniers sont tous faits à partir
d'un prisme triangulaire auquel est ajouté séparément: un
tétraèdre (a), une pyramide carrée (b) ou deux (d) et un
autre prisme (c). Ils sont disposés en une rangée compacte'
selon le plan des figures 1.4.Le sujet doit mémoriser non
pas, comme précédemment, une série d'images partielles
d'un polyèdre mais plutôt la position de chaque polyèdre
dans la composition. Après quelques minutes d'observa-
tion, ils sont mélangés, puis la tâche du sujet est de les

replacer exactement comme ils étaient assemblés.
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Résultats

Les résultats des premières activités ont été meilleurs
avec I'exploration tactile des polyèdres P et L que pour
la reconnaissance visuelle du polyèdre D, où seulement
près de la moitié des sujets ont pu le reconnaître. Par
ailleurs, il est très étonnant de voir que le P et le L ont
été confondus, le plus souvent, avec le modèle D, dont

sept fois il a été choisi à la place du L pour bonne
réponse. Notons cependant qu'ils sont de la même
famille, figures l.

Dans la juxtaposition des quatre prismes, le modèle a,
figures 1.4, a été beaucoup plus souvent remis dans sa

bonne position que les trois autres. Ce prisme, chapeau-
té d'un tétraèdre, dépasse les autres en hauteur et ceci le
rend plus remarquable.
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2e étspe:

STRUCTURATION

a. Définition
Après avoir <<visualisé» un objet, sa «structuration»

consiste à pouvoir reconnaître des objets qui lui sont

topologiquement équivalents jusqu'à pouvoir le recons-

tituer à partir de quelques-uns de ses éléments de base,

c'est-à-dire des sommets, arêtes, faces ou des combinai-
sons de polyèdres.

b. Activités
La structuration comportait deux activités sembla-

bles; la seconde ne venant qu'accroître les difficultés de

la première. Le sujet doit maintenant, en plus
d'observer et manipuler, construire lui-même des

polyèdres. À cette fin, le matériel requis à sa disposition
iont des triangles, carrés et pentagones réguliers qui
s'assemblent à l'aide de rubans élastiques. La tâche à ac-

complir est de réaliser, avec des faces régulières, un
polyèdre dont la structure topologique sera équivalente
à celle d'un polyèdre dissymélrique donné.

Figure 2.1

Le sujet reçoit pour débuter un tronc de pyramide
triangulaire pyramidé sur l'une de ses faces, figure 2.1.
II choisit et agence ensuite les bons polygones pour
former une reproduction régulière du modèle. Le tronc
de pyramide devient alors un prisme triangulaire régu-
lier et sur l'une de ses faces carrées, pointe une pyramide
régulière, figure 2.1 à droite.

Nous reprenons la même activité mais avec un tronc
de pyramide pentagonale pyramidé également sur une
face quadrilatérale, figure 2'2.

Figure 2.2

c. Résultats

Le taux de réussite de la seconde activité, comparati-
vement à la première (7 bonnes solutions contre l7),
confirme le rapport de complexité entre les deux modè-
les, figures 2.1 et 2.2. Parmi ceux qui ont réussi le
prisme pentagonal pyramidé, il s'en est trouvé trois qui
n'avaient pas fait le premier polyèdre, figure 2.1. Ce
sont pourtant des figures proches l'une de l'autre, mais
en ajoutant des faces pentagonales, le sujet cherche à
assembler trois faces différentes plutôt que simplement
des triangles et des carrés, et le nombre de faces est bien
entendu plus élevé.

3e étape:

TRANSFIGURATION

a. Définition
Pouvant «structurer» un objet, sa <<transfiguration»>

consiste à pouvoir reconnaître sa description dans un
autre médium, jusqu'à pouvoir le décrire dans ce

médium; par exemple passer d'une description littéraire
en termes de propriétés topologiques d'un objet vers la
reconnaissance d'un objet topologiquement équivalent,
ou d'un modèle physique vers la reconnaissance de sa

représentation en mode projectif ou vice versa.

b. Activités
La transfiguration a été partagée en trois activités.

Les deux premières sont orientées sur le passage de la
représentation graphique au solide. Les dessins que
nous employons sont des graphes, figures 3.1.4 et
3.2.A. Cette forme de représentation topologique a été
choisie parce qu'elle est réellement une figure plane, en
ce sens qu'elle ne fait pas appel à l'effet de profondeur
rencontré dans les projections des polyèdres; pour être
comprise,.,elle exige plutôt une analyse des incidences
des sommets et arêtes entre eux. Pour cette raison, les

V
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huit graphes, figures 3.1.A, sont tracés volontairement
avec des courbes, diminuant ainsi la vue en perspective
des polyèdres. Ceci est expliqué au sujet, avant d'entre-
prendre les activités. Par la suite, nous débutons en lui
remettant un prisme triangulaire pyramidé d'un tétraè-
dre, figure 3.1.8, et les huit graphes, tels qu'ils appa-
raissent en 3.1.A. La question est d'identifier lesquels,
parmi ces graphes, représentent le polyèdre. Il y en a
trois; nous invitons le lecteur à les découvrir.

Dans la seconde activité, au lieu de reconnaître, com-
me dans Ia première, les représentations d'un polyèdre,
il s'agit inversement de construire le polyèdre d'après sa
représentation graphique. Nous présentons au sujet le
graphe, figure 3.2.4, et nous lui demandons de cons-
truire avec des polygones réguliers, préparés en consé-
quence, le polyèdre correspondant. La solution est de
nouveau un prisme triangulaire mais pyramidé sur une
des faces carrées, figure 3.2.8.

La troisième transfiguration part d'une description
linguistique pour reconnaltre des polyèdres. Cette des-
cription est représentée sous forme de définitions,
écrites, d'un polyèdre régulier et d'un semi-régulier,
figure 3.3.4. Deux polyèdres, figures 3.3.8, sont régu-
liers: le dodécaèdre et l'octaèdre, deux sont semi-
réguliers: le cuboctaèdre et le tétraèdre tronqué et deux ne
sont pas définis, que nous appelons «autres»: un rhom-
boèdre et une pyramide pentagonale. Le sujet lit les

définitions, après quoi nous lui montrons un à un les six
polyèdres pour lesquels il doit mentionner la catégorie.

3.1.8

Figures 3.3.8
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c. Résultats

Dans la première activité, seul le graphe en haut à
droite des figures 3.1.A, a été bien de" fois spontané-

ment identifié, car il est le plus près d'une vue ?n pers-

pective du polyèdre. Ce groupe des huit graphes est très

confondant. Ils sont tous composés de trois faces qua-

drilatérales et de quatre triangulaires, aussi ils ont tous,
trois sommets de quatre arêtes et quatre sommets de

trois arêtes incidentes. Ce n'est donc pas en comptant
ces éléments que I'on aura les solutions mais en obser-
vant leurs agencements. À ce propos, mis à part les trois
que I'on recherche, il y a trois autres graphes qui sont
également isomorphes, c'est-à-dire qui représentent un
même polyèdre.

Le polyèdre, figure 3.2.8, de I'activité suivante est le

même modèle qu'il fallait réaliser en structuration,
figure 2.1, où il a été doublement plus réussi. On peut

conclure qu'il est plus difficile de construire un polyèdre
d'après son graphe que d'après un équivalent.

À la dernière activité, les deux polyèdres réguliers ont
été qualifiés correctement par presque tous les sujets.
Par contre, les deux dits «autres»: le rhomboèdre et la
bipyramide ont été pris pour des réguliers par la plupart
des sujets. Cela est sans doute dt au fait qu'ils n'ont
qu'un type de faces. Enfin, les semi-réguliers sont re-

connus chaque fois qu'ils sont classés dans une mauvai-
se catégorie.

Définitions

a. Polyèdre régulier

Un polyèdre régulier est un polyèdre dont tous les

angles peuvent coincider parfaitement par superposition
et dont toutes les faces sont des polygones réguliers pou-
vant coincider parfaitement par superposition.

b. Polyèdre semïrégulier
Un polyèdre semi-régulier est un polyèdre dont tous

les angles polyèdres peuvent coïncider parfaitement par
superposition, dont toutes les faces sont des polygones

réguliers, mais dont au moins 2 faces ne coïncident pas.

Figure 3.3.4

4e éhpe:

DÉTERMINATION

a. Définition
Pouvant «transfigurer» un objet, sa <<détermination»>

consiste à pouvoir reconnaître sa faisabilité à partir
d'une description incluant des contraintes métriques,
jusqu'à pouvoir sélectionner d'autres conditions métri-
ques équivalentes,

b. Activités
Pour toutes les activités à venir, le matériel utilisé est

le polystyrène que I'on taille à I'aide d'un fil chauffant.
Les pièces ne dépassent pas cent vingt-cinq (125) centi-
mètres cubes et sont faciles à découper. Cependant, les

difficultés se poseront, pour le sujet, dans le choix des

points sur la pièce, par lesquels passera le fil pour obte-
nir les plans de coupe désirés. C'est en vue de tester cette
façon de faire que nous avons préparé une activité.

Pour celle-ci, nous avons sélectionné sept graphes,
figures 4.1.A, représentant tous un hexaèdre différent,
établis dans un ordre croissant de leurs sommets et leurs
arêtes. On peut les obtenir, et ce sont les seuls, après

avoir exécuté deux troncatures sur un tétraèdre, mais

sans faire passer le plan de coupe par une arête dans le

sens de sa longueur; car une telle section est superflue,
elle redonnerait à nouveau le ou les mêmes polyèdres.

Partant de ces données, le sujet doit tronquer, deux fois
seulement, un tétraèdre en polystyrène afin de réaliser
deux de ses hexaèdres, d'abord le sixième, qui est topo-
logiquement un cube, puis le troisième représentant une
pyramide pentagonale. Lorsque I'un ou I'autre de ces

polyèdres n'a pas réussi, on coiistate, en observant les

cinq autres graphes, lequel a été fait parmi ceux-ci'

Figures 4.1.4
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Le tableau 4.1.8. montre tous les découpages possi-
bles pour produire les sept hexaèdres après deux tronca-
tures. Les trois tétraèdres, tout au haut, sont tronqués
une première fois (parties hachurées). Dans un cas, à
gauche, Ia coupe passe par un des sommets du tétraèdre
et rencontre la face opposée; il en résulte une pyramide
quadrilatérale. l.es deux autres troncatures, à droite,
sont équivalentes, que l'on tronque simplement un som-
met ou une arête par quatre faces, on aura dans les deux
cas, un tronc de pyramide triangulaire. Par conséquent,
il n'y a que deux polyèdres aux structures différentes
après une première troncature.

À l'extrême gauche du tableau, les sept graphes sont
reproduits et vis-à-vis de chacun d'eux, figurent en
rangées les diverses solutions qu'engendre la deuxième
troncaturel celle-ci étant une coupe soit triangulaire, soit
quadrilatérale, ou encore pentagonale, comme le sym-

bolisent les polygones apparaissant au haut de chaque
colonne.

A remarquer que les coupes pentagonales effectuées
sur la pyramide quadrilatérale pour les graphes 5 et 7 ne
sont, en réalité, qu'une seule et même coupe, la pièce
résiduelle étant I'un ou I'autre des deux hexaèdres. On
compte ainsi vingt-sept chemins pour arriver aux sept
hexaèdres, en considérant toutefois que les trois colon-
nes de droite du tableau, sont doublées par les deux
troncs de pyramides triangulaires d'où elles sont issues.

Néanmoins, il existe uniquement une façon de tailler
la pyramide pentagonale du graphe 3, recherchée dans
la présente activité. Il faut nécessairement avoir fait la
pyramide quadrilatérale avant la deuxième troncature.
Quant au cube, graphe 6, il dérive aussi bien de la pyra-
mide quadrilatérale que d:s troncs de pyramides.

A
1

W
2

K
4

H
6
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Une seconde activité porte sur l'égalité de réflexion.
En d'autres termes, deux figures égales sont les vues

l'une de I'autre dans un miroir. Nous présentons au su-
jet un tétraèdre dissymétrique, figure 4.2 à gauche, dont
trois arêtes incidentes à un sommet ont des longueurs
déterminées de trois, quatre et cinq centimètres et ces

arêtes forment entre elles trois angles droits. Il doit en
faire une reproduction symétrique par réflexion, en cou-
pant dans un cube en polystyrène de cinq centimètres de
côté. Un sommet quelconque du cube détermine déjà
l'angle solide droit, reste alors à mesurer les longueurs
d'arêtes homologues situées de part et d'autre d'un plan
de réflexion imaginaire, figure 4.2 à droite.

c. Résultats

La moitié des sujets ont bien réalisé le cube et la
- pyramide pentagonale dans I'activité sur les hexaèdres.

À la place de ces deux solides, on a découpé le plus sou-
vent, par erreur, I'hexaèdre du graphe 7. Ceci est expli-
cable pour deux raisons. C'est le modèle qui offre le
plus grand choix de troncatures diverses, mais surtout,
c'est celui qui s'obtient par les deux troncatures qui re-
quièrent le moins de particularités. En fait, il suffit de

tronquer deux sommets quelconques du tétraèdre, en

autant que les plans de coupe ne s'entrecroisent pas. On
reconnaîtra le deuxième polyèdre de la rangée du graphe
7, au bas du tableau 4.1.8.

La coupe des tétraèdres symétriques, figure 4.2, a
connu légèrement moins de succès. Des élèves n'ont pas

fait le lien entre les angles droits du cube et celui du
tétraèdre, ou ils n'ont pas su éviter de refaire exactement
le même tétraèdre, symétrique par congruence.

5e étape:

CLASSIFICATION

a. Définition
Pouvant «déterminer» des objets, leur «classifica-

tion» consiste à pouvoir les reconnaître en classes d'ob-
jets équivalents, selon des propriétés projectives, affines
ou métriques, jusqu'à pouvoir inventorier toutes les
classes d'équivalence correspondant à une typologie.

b. Activité
Pour ne pas engager le sujet dans des tâches de classi-

fication trop avancées, il a été préférable de s'en tenir à
une seule activité. Celle-ci comportait tout de même
deux parties étroitement reliées: faire I'inventaire de
toutes les paires différentes de polyèdres que I'on ob-
tient en sectionnant une fois des tétraèdres et dessiner un
graphe de chacune des pièces ainsi découpées.

Le sujet dispose de quelques tétraèdres en polystyrène
qu'il taille séparément d'une seule coupe, en essayant de
ne pas se répéter. De cette manière, il peut découvrir
quatre possibilités, figures 5 a, b, c et d: trois sections
sont triangulaires, a, b et c, et une est quadrilatérale, d.
Si on se réfère au haut du tableau 4.1.8, on constate que
les trois premières troncatures du tétraèdre sont les

mêmes que nous cherchions, la quatrième étant celle qui
passera le long d'une arête, figure 5 c. A côté de ces sec-

tions, figures 5, sont illustrés les couples de nouveaux
polyèdres qui en sont dérivés, suivis de leurs graphes
correspondants. Le sujet avait le choix, pour les troncs
de pyramides et la pyramide quadrilatérale, de tracer
I'un ou 1'autre des graphes isomorphes.

c. Résultats
Les deux troncatures séparant un tétraèdre d'un

tronc, figure 5 a, puis deux tétraèdres, figure 5 c, ont été
produites par presque tous les sujets; tandis qu'environ
la moitié d'entre eux seulement ont vu les deux autres,
figures 5 b et d. Ces dernières exigent plus de dis-
cernement dans Ie choix des points de coupe, en compa-
raison notamment avec Ia simple troncature d'un som-
met, figure 5 a, qui est presque spontanée.

OBSERVATIONS
Dans un premier temps, nous avions imaginé autant

d'activités qu'il en fallait pour en répartir quelques-unes
dans les cinq étapes. Mais une pré-expérimentation a
vise démontré que certaines d'entre elles devaient être
modifiées ou mises de côté, compte tenu du niveau de
connaissances de nos élèves. Voyons deux exemples.

Une activité en détermination présentait pour les su-
jets une difficulté technique due à un manque d'appren-
tissage. Il s'agissait de compléter le tracé exact d'un
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développement-plan, déjà amorcé, d'une pyramide
quadrilatérale, dont la base et un des côtés sont donnés,
figure 6. Les instruments mis à leur disposition étaient
un compas, une règle graduée et un crayon. L'emploi du
compas pour reporter des longueurs ou déterminer des

perpendiculaires est malheureusement si peu connu des

élèves qu'aucun d'eux n'a su l'utiliser pour construire
une solution.

Figure 7

Dans toutes nos activités, de la visualisation à la clas-
sification, nous avons essayé, en combinant prismes et
pyramides, de nous rapprocher de volumes simples et
familiers. Avec les corps ronds, ces polyèdres, qui cons-
tituaient des figures de base primitives, ont été étudiés et

enseignés en géométrie élémentaire depuis fort long-
temps. Cependant, nous sommes peu ou pas habitués à

les distinguer dans notre environnement, tels que définis
par leurs propriétés géométriques. Symétriques, on les

retrouve camouflés dans le schéma de divers bâtiments,
d'objets ou d'emballages; mais leurs versions dissymé-
triques (voir figures 2.1 et 2.2) sont pratiquement inexis-
tantes. En effet, il faut chercher longuement avant de
trouver un objet quelconque, irrégulier, dont la structure
est topologiquement symétrique. Même en se limitant à
des objets polyédriques convexes, proches des formes
que nous rencontrons, le degré d'abstraction des formes
géométriques demeure élevé par rapport aux objets
usuels. I

Pour une autre activité, semblable à la deuxième que

nous avons décrite en transfiguration, plus haut, le
graphe donné est apparu trop complexe. C'était celui
d'un prisme pentagonal pyramidé sur deux de ses faces

latérales, figure 7. Cette figure est composée d'un plus
grand nombre d'éléments que le modèle choisi pour le

test (figure 3.2.A). C'est aussi I'image dissymétrique
d'un solide qui possède une symétrie bilatérale et son ar-
rangement rend difficile toute tentative d'une vue en
perspective.

AA

Figures 5
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TBOPIIE

IL FAUT tE LIRE: JE L'AI FAIT ET JE LE DIS

Le plaisir de la découverte

Ce gros livre de 577 pages n'est pas sans rappeler le
beau roman de Georges PEREC : "La vie mode d'em-
ploi" construit comme un puzzle avec un énorme
index renvoyant aux situations de la vie. Comme chez
PEREC, la lecture des index est un régal, on y
retrouve des sujets qui ont intéressé, qui préoccu-
pent ou qui ouvrent des horizons nouveaux:
*d'abord l'index des noms propres, Guy Brousseau
vainqueur au hit parade avec 1 5 citations, puis Euler
( 1 3) et Polya ( 12), un tiercé qu'on peut rapprocher
des contenus didactique -mathématique- pro-
blème qui caractérisent et résument cet ouvrage;
**l'index des sujets abordés (organisés à la manière
d'un dictionnaire raisonné) entraîne dans une démar-
che de recherche proche des romans "à votre façon"
qui fleurissent actuellement; le lecteur devient
un acteur qui organise ses algorithmes de lecture
à partir de quelques tests de choix, ainsi le mot
OBSERVATION renvoie vers d'autres mots-clés, qui
eux-mêmes renvoient...

Heuristioue 
F r^,r.:ii:::: \

L ",,J, oorJ*,on

"o,,pe,*"J I r ,,o."ri,;:* 
I I

problème ÿ
problème-solving

Problem-solving

rljlpé,,.n
| ÿn"'nttrque
ÿ Rroblème

projet

...etc...
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Voici une manière dynamique de découvrir les diffé-
rentes notions de didactique et de comprendre leurs
relations. "Didactique, mode d'emploi", un titre qui
aurait pu convenir pour ce livre de travail car le lec-
téur ayant pris connaissance d'une notion illustrée
par une situation particulière doit pouvoir la décon-
iextualiser pour la recontextualiser dans le cadre de
ses préoccupations, de ses expériences, de ses pro-
jets de leçons etc... (cf : La transposition didactique,
Yves Chevallard, Edition La pensée sauvage).

Enfin remarquons que l'étude, en terme de théorie
des graphes, des liens entre les différents articles
n'est pas abordée, ce qui amène deux réflexions :

*ce livre outil d'étude aurait pu devenir objet
d'étude, un moyen d'introduire les travaux de Régine
Douady : dialectique outil-objet (travaux non cités
dans la bibliographie).
**ce livre n'est pas autoréférent, en particulier le mot
RECURSIVITE n'apparaît pas dans la longue table
des notions abordées : 25 pages allant de "absence

de signe ou de symbole" à "effet Weber".
Titre : Contenu du livre

Trois grandes parties :

La première et la plus longue sous le titre "corpus"
regroupe de nombreuses notions, témoignages,
informations, comptes-rendus de recherche. Ces
références sont de plusieurs ordres :

mathématique : regards nouveaux sur des notions
anciennes (fractions continues, géométrie...), ouver-
tures vers de nouveaux objets mathématiques (frac-
tals, analyse non-standard...)
enseignement général : évolution, travail auto-
nome, logiciel, pédagogie par objectif...
didactique : situation d'apprentissage, transposi-
tion, contrat, observation...
En fait les catégories ne peuvent être aussitranchées
car d'après Guy Brousseau : "La didactique des
mathématiques étudie les activités qui ont pour objet
l'enseignement dans ce qu'elles ont de spécifiques
aux mathématiques".

CONCRITISRTIONS

DT LF MRTHTMFTIAUT

Le champ didactique se doit aussi de prendre en
compte en plus de notions mathématiques : les
sciences de l'éducation, l'épistémologie, la psycolo-
gie, la sociologie, la linguistique,...

La seconde partie "outils" est fondamentale pour la
bibliographie.
En revanche, les tests et grilles d'analyse des prati-
ques ne peuvent être considérés comme des outils
mais seulement comme des exemples instructifs, de
plus aucun moyen d'analyse des données recueillies
n'est évoqué. On peut renvoyer à la lecture des tra-
vaux de Guy Brousseau : questions de méthodolo-
gie, observation des activités didactiques - analyse
factorielle des correspondances (Théorisation des
phénomènes d'enseignement des mathématiques -

Thése de doctorat - Bordeaux I - 1987).
La troisième partie est plus théorique.
En s'appuyant sur des concepts généraux (obstacles
épistémologiques de Bachelard, constructivisme de
Piaget) et sur les grandes notions didactiques de
base (contrat -transposition - situation...), est définie
une démarche originale sous le nom de didactique'
action:
elle repose sur une action directe -individuelle ou en
groupe- des enseignants dans leurs classes :

recherches, situations nouvelles, obseruations repo-
sant fortement sur le problème (thème longuement
développé dans l'ouvrage :

situation-problème ; problème-solving ; problème
ouvert... de nombreux exemples pratiques sont
donnés).
Si "la didactique-action ne s'oppose pas à une
recherche plus scientifique en didactique" (p. 521 ) -
ce qui est sans doute vrai pour les contenus, les fina-
lités, les références-on peut voir une opposition plus
nette entre ceux qui sont nommés chercheurs pro-
fessionnels (ilfaut sans doute lire les universitaires)
et les praticiens (les instituteurs, les professeurs de
collège et lycée).

En fait ce livre pose l'éternel problème
théorie/pratique :

o construire un modèle théorique reproductible et
srlrr après s'être assuré de la peninence des ques-
tions posées/versus/rêtre efficace dans les classes
du moment, en particulier en refléchissant sur des
questions d'enseignement qui se posent avec les
élèves.
. démarches conceptuelles et structurées prenant
en compte des analyses à priori,/versus/rconfiance
en l'expérience laissant souvent place aux concep-
tions implicites des enseignants.

Rappelons que la théorie doit expliquer la réalité ; elle
précède les dispositifs expérimentaux, et la rigueur
de son élaboration permet d'échapper aux comptes-
rendus anecdotiques de faits de classe et aux dis-
cours d'opinions peu constructifs ("lls ne savent
plus calculer !!" yeux au ciel - mains à la hauteur des
épaules - bras - demi-pliés - soupirs : le travail didac-
tique peut alors commencer : conception d'une
thèse explicative qu'il faut confronter à la réalité par
la mise en place d'expériences).

32



Ouelques opinions en guise de conclusion
Pour ou contre la didactique-action
Les défenseurs de la didactique-action ont choisi
d'agir à partir des problèmes de la classe et s'en
expliquent fort bien.

D'un point de vue didactique certaines pratiques
peuvent toutefois amener quelques réserves : pro-
poser un problème-ouvert "pour voir" n'est par for-
cément pertinent; sans doute va-t-on observer des
comportements intéressants liés à la situation nou-
velle, motivante et dynamisante (au moins pour le
professeur), les élèves auront vraisemblablement
agi, mais la didactique ne se ramène pas seulement à
l'action : auront-ils eu un contrÔle sur leurs démar-
ches, une formuiation, une validation à mettre en

- place, auront-ils réellement appris quelque chose ?

L'enseignant aura-t-il réellement construit une
leçon, une situation d'apprentissage ? (ll est là
pour cela).

Didactique-action n'est qu'un aspect des choses,
d'autres pratiques didactiques sont possibles pour
les enseignants :

*partir de travaux théoriques et les adapter dans sa
classe : par exemple la construction de situations
fondamentales au sens de Brousseau, conduisant à

une notion ou un concept mathématiques nouveaux
et reposant sur les démarches d'action, de formula-
tion ou de validation des élèves et qui se concluent
par une phase d'institutionnalisation du professeur ;

**faire de sa classe un champ d'expérimentation
pour une théorie en cours d'élaboration (gestion de
la mémoire de la classe, itération, rôle de Ia formula-
tion algébrique sont des exemples de thèmes abor-
dés par des praticiens-chercheurs; en général plus
praticiens que chercheurs si on tient compte des
conditions de travail des professeurs du second
degré !).

Le choix du sous-titre "le dire et le faire" : ce "et"
ambigü, plus implicatif que copulatif semble conte-
nir une critique des discours didactiques théoriques,
il conduit aussi à proposer l'exercice suivant :

Trouver des situations où le dire C'EST le faire
"Déclarer la guerre" est une réponse, existe-t-il d'au-
tres exemples ?

Un autre sous{itre pourrait être "la pratique du pro-
blème : un outil et un objet d'enseignement".

ll apparaît mieux rendre compte des situations pro-
posées, tout en conservant le faire et le dire.

Ouelque soit le soustitre : un très beau livre à mettre
entre toutes les mains et à consulter régulièrement,
référence de base de votre CDl, source d'idées riches
d'enseignement, point de départ de situations de
classes et une bonne introduction à la didactique.

PS : Même si le savoir n'a pas de prix, il peut parfois
s'acheter pour 40O F environ. 1

Extrait du livre pages 520-521 ki-dessou.c"l
el , ta verso, pagê§ 2?.ï, 2"?4 et .I12, .11.1

Pour fixer les idées, nous livrons ici quelgues éléments
permettant de comparer la recherche didactique de type
traditionnel et la didactique-action. ll ne s'agit bien sûr
que d'un schéma ; dans la réalité, rien n'est iamais aussi
tranché. Ce tableau fournit des points de repère extrê-
mes qui ne sont pas des valeurs mais des caractéristi-
ques de pratiques sociales différentes.

Recherche traditionnelle Didacdque-action

irude vis-à-vis
savoir

;\u Cépart

Tmin

Recherche
d'objectivié

N{éthcde

,es ææurs

Aüjtude vis-à-vis
du temPs

lvloyens

Producdons
aEenduæ

Effec attendus

Une question peninene pour
la conmunauté scienlfique.

Dcs élèves (ou des enfmLs)
en sirurüon d€ classe (ou
de iabratoiæ).

Dans une implication le moins
grande possible des chercheurs.

ExÉrimentale sur des spects
pointus.

Oeu populations hiérarchisées:
- des chercheun payés pou cela;
- des pnticiens qui fourniront
un tenain et une collaboralion.

tæ savoir didædque st central
un but en soi. C'est ie point
d€ dépan sü lequel on s'apPuie
et le point d'arriYée qu'il s'agit
d'augrentEr.

D€s æmp6 avæ une chro*
lo3iz revendiquée:
mainænæt = comprendrc;
plu§ lârd = agir.

Didæticielsr ou situaüonsr
didætiqus prcduits Par des

ingénieurs didæticiens.

Rappors - Thèses - Anicles
pou revues sp&iatisées.
Siruations didactiqus.

. Appropriadon par le chercheur
dc comt'errtst d auEes cher-
cheun-
. Amélioradcn de son sta§rt
de chercheur, de sa carrière.

. Appriùon de nouYelles
questions, de nouvelles hYP+'

tièses.

Une quesLion que Jt çlose un

praticien d;ns sa clasw.

[:s élèves /r pr:ticien dms
sc clæse.

Dms la prise de conscience de sa

propre implicarion dans l'action.

Clinique sur des Npecrs globaur

Uæ population de pnticiens-
cherchem.

[: praticien, par son ætion,
cherche à augmenter son savoir
didacdque. ll utilise les traYaux

des aures comme moyens,
pm d'aures, de faire progrÊs-

ser Jotr intemgadon.

Un æmp üalecriqw : lePrati'
cieî teîle s i mul t ané rc ^l
C'agir et (rour) cofiiprÊndJe.

Simations didactiques
produiæs pr les pradciens.

Siruations et moyens didæ-
dques. Fâbricâüon d'outils
drdactiques immédiaærenl
utilisables.

. Développement de ses

compétences.

. Améliôration des condiüons
d'enseignement.
- Enorciation des conclusions
o oérato ires.
. iç'lodificaüons de la situation

sur laquelle porte la recherche.
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AU RYTHME DES ALGORITHMES
- Bonzai!!! -

Cette rubrigue pourra bientôt s'appeller (elle-même) le courrier itératif.
En effet les collègues nous envoient leurs copies d'écran accompagnées de petits

programmes, le. tout étant bienvenu p-our agrémenter la
cuisine récursive du chef Logo.

//,{rr

A recursive situation (Hommage à Saul Steinberg)

D'abord quelques bonzai's (fractalisés et aléatoires - cf.
PLOT 37) proposés par Etienne Thépot de Saint Jean de
Braye (45).

POURARBRE:N:C
Sl:N=0/ST0P/
DONNE M()T,,K : N HASARD S()MME 3 ENT : C

D0NNE Mt]T "D : N SOMME 30 HASARD 45
D0NNE M()T "G : N S0MME 30 HASARD 45
AV CHOSE MOÏ "K : N
TD CH()SE M(}T "D : N
ARBRE:N-l:C/2
TG S()MME CH0SE MOT "D: N CH()SE M()T "G :

N

LES DANGERS DE LA RECURSIVITE !

ARBRE:N-1:C/2
TD CHOSE MOT "G : N
RE CHOSE MOT "K : N
FIN

?()UR PERSIL

VEMElCTLCRE65BC
ARBRE 9 lO()
COPIE

PERSIL

FIN

. l.ht,

È,s .,.qÈ

-Sr'l-Â'-;h'.# r+.*

+4 q.q
l*.l-i
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I
I

/';;:: -'

a



Et une forêt de Bonzaî's proposée par Arlette Lacouture
d'Angoulème (16) qui souhaite d'autres dessins sans
solution faisant référence à des procédures récursives à

trouver par les lecteurs.

AHBRE I s0 1000 4 4 AH8RE150441000
ARBREI60444

IL NË FAUT PAS CONFONDRE PÂLE CAPITAINE ET PEINE CAPITALE I

P0UR ARBRE 'l : N :L
Sl 0U EGAL? : N 0 PLP? : t 41ST0P/
AV :I TG 50 ARBRE 1 HASARD 2 : L*.6
REPffE 3 frD 30 ARBRE 1 HASARD 2 : L* "81 TG 

'10 
RE : L

FIN

P()UR UN ARBRE PLUS FOUBNI :

P{]URARBRE2:N:L
Sl 0U EGAL? : N 0 PLP? : L 4/ST0P/
AV : I TG 50 ARBRE2 HASARD 4 :t*.6/TG ttO RE : L
REPETE 3frD 30 ARBRE2 HASARB 4 :L*.6/TG 

'10 
RE : I

FIN

P()URARBRE:N:L:A:B:C
Sl 0U EGAL? : N 0 PLP? : L 41ST0P/
AV : L TG 50 ARBRE HASARD :A : L*.6 :A : B : G

REPEIE 2[T830 ARBRE HASARD : B :L*.8: A :B: C/TD 30 ARBRE

HASABD:C:L*.6:A:B:C
TGttORE:t
FIN I

Extrait de "ldées Noires (et Récursives)"
André Franquin - J'ai Lu - 1986
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OB.'ETS 3.D EN MOI,ruEMENT §UR ECRAN

L'Association EPl, Enseignement Public et lnformatique, publie tous les 3 mois
un bulletin sur les utilisations pédagogiques de l'lnformatique.

Dans le n" 39, voici ce que propase de réaliser P. Vignes avec un Apple lle,
une imprimante Epson RXSO et le langage Basic d'Applesoft.

Alors, à votre tour de faire tourner les tables !

lntentions
Avec un entraînement moyen à la programmation, chacun
peut se familiariser avec la pratique du graphisme tridi-
mensionnel mobile, soit pour répondre à des besoins
pédagogiques ou de recherche, soit pour se distraire
tout simplement.
Dans le premier cas, l'examen des figures successives
apparues sur l'écran permet par exemple d'en sélectionner
une seule, celle quivisualise un maximum d'information et
mérite d'être conservée pour rendre compte d'un objet ou
d'un phénomène (graphique à 3 dimensions).

Dans le deuxième cas, en filmant chaque figure achevée à

l'aide d'une caméra qui accepte le déclenchement image
par image, on réalise une animation curieuse ou amu-
sante.
Les deux exemples choisis se rattachent à la seconde
éventualité.

Le logiciel PERT fait tourner le globe terrestre, vu légère-
ment incliné de manière à privilégier l'hémisphère Nord,
mieux meublé par les continents, et par contre allégé de
nombreuses îles telles que la Nouvelle Calédonie (qui
pourtant ne se laisse pas oublier par l'actualité). On peut
sans difficulté compléter et affiner les tracés au prix d'un
allongement substantiel du temps d'exécution.

Le logiciel PERS faitvoltiger une table basse de salon com-
portant 12 pièces parallélépipédiques dont un plateau
carrelé.

Entrée et évolution
des données principales

Ces données concernant la position dans l'espace des 1 82
sommets de 7 polygones (non plans) ou des 96 sommets
de 12 polyèdres.

Leur nombre, leur nature, leur unité, varient en cours
d'exécution, ainsi que leur forme de stockage (DATA ou
tableaux).

Au départ, les données brutes entrent sous forme de
DATA. Elles ne sont pas plus nombreuses que strictement
nécessaire. Les valeurs (exprimées) et les unités (sous-
entendues) sont celles des mesures expérimentales.

A la fin, les données sortent d'un tableau. ll s'agit de deux
des 3 cotes tridimensionnelles de chaque point : positions
en hauteur et en largeur par rapport au centre de l'écran ; la
troisième dimension n'intervient plus dans l'affichage
alors qu'elle a été prise en compte à part entière lors des
opérations intermédiaires. L'unité est l'interligne, égale à

l'intercolonne sur l'écran qui est orthonormé (une correc-
tion s'impose sur imprimante où les cotes en largeur sont
multipliées par O.83).
o Exemple PERT :

- lignes 10 à 23 : latitude et longitude en degrés
(planisphère)
- ligne 45 : latitude et longitude en radians
- ligne 70 : hauteur, largeur, profondeur nouvelles en unité
trigonométrique (entre +1 et -1)
- ligne 145 : hauteur, largeur nouvelles en interlignes
(valeur ci-dessus multipliée par 9O)

o Exemple PERS :

- lignes 20 à 27 : pour un huitième des points seulement
(sommet 1) hauteur, largeur, profondeur en cm. ainsi que
longueur des trois arêtes contiguës en cm
- ligne 80 : pourtous les points, hauteur, largeur, profon-
deur initiales en interlignes (valeur en cm multipliée par
1.45)
- lignes 282et285 : pourtous les points, hauteur, largeur
nouvelles en interlignes.

Rotations combinées
et changements de cotes

tridimensionnelles
Dans le cas de figure le plus complet, trois rotations virtuel-
lement simultanées se produisent à des vitesses différentes
dans 3 plans perpendiculaires entre eux et dont l'intersec-
tion coïncide avec le centre de l'écran. Combinées, elles
réalisent un mouvement original dont témoignent les ani-
mations filmées. En réalité, parce que c'est la démarche la
plus commode sinon la seule, les 3 rotations se succèdent
discrètement entre deux affichages de figures achevées :

r rotation dans le plan horizontal ("tourbillon") ; levecteur
hauteur est inchangé, tandis que les vecteurs largeur et
profondeur varient en sens inverse (pour la valeur
absolue)
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. rotation dans le plan sagittal ("tangage") ; le vecteur lar-
geur ne change pas, tandis que les vecteurs hauteur et pro-
fondeur varient en sens inverse (id)

o rotation dans le plan frontal ("roulis") ; le vecteur profon-
deur est inchangé, tandis que les vecteurs hauteur et lar-
geur varient en sens inverse (id).

A trois reprises au cours des calculs, un angle est connu au
titre d'arc-tangente. Mais, alors que deux valeurs angulai-
res comprises entre O et 2 a correspondent à u ne tangente
donnée, l'ordinateur ne retient que celle ayant la plus faible
valeur absolue et qui n'est pas forcément la bonne.

Or E = ATN (C,/D) où C et D sont proportionnels à
SIN(E) et COS(E).

Par conséquent une correction est possible :

IFD<âTHENE=E+3.1416

La même correction s'intègre implicitement aux calculs,
sans test conditionnel, si l'on écrit directement :

E =ATN(C./D) + 1.S7OB = {t_D,/ABS(D))
On trouvera cette expression sous des écritures à peine
différentes dans PERT (ligne 7O) et PERB (ligne 2O5).
Les principales différences des deux logiciels relatives aux
rotations sont les suivantes.

o Exemple PERT

lly a seulement deux rotations : l'une dans le plan horizon-
tal est progressive (la Terre tourne) ; l'autre dans le plan
sagittal est constante (la Terre reste faiblement inclinée
vers l'observateur). De ce fait. pour chaque point de la
figure, tous les calculs sont condensés (ligne 70) et ils ne
nécessitent pas de boucle. lls comportent cependant 8
expressions trigonométriques dont 2 pour le passage du
planisphère au globe et 6 pour la rotation. Et surtout les
opérations trigonométriques se renouvellent pour les 1 82
points de chaque figure, contribuant à ralentir sensible-
ment l'exécution.

o Exemple PERS

ll y a trois rotations, toutes progressives et à des vitesses
différentes. Elles s'inscrivent dans une boucle qui totalise
8 opérations trigonométriques par point (lignes 1 85 à
225l,.
Par contre les transformations sont simplifiées et accélé-
rées du fait que les 1 2 pièces du meuble sont des parallélé-
pipèdes rectangles, de surcroît parallèles entre eux. Les
transformations trigonométriques sont opérées sur un
cube témoin invisible dont toutes les cotes initiales
(hauteur, largeur, profondeur) sont unitaires (+1 ou -1 ).
En fait les calculs ne s'imposent que pour 4 sommets du
cube, individualisant un tétraèdre témoin (lignes 1 85
à 2251. On connaît aussitôt les cotes des barycentres de
3 faces du cube témoin (lignes 27O,272l,.
Ensuite le calcul des deux
cotes utiles, des I sommets
de chacun des 12 parallé-
lépipèdes consiste en une
somme de vecteurs, sans
aucune intervention de fonc-
tions trigonométriques (li-
gnes 282 et 285). Cette
arithmétique élémentaire
qui ne nécessite même pas
d'élévation à une puissance
ou d'extraction de racine
autorise une exécution très
rapide.
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Graphisme :

l'occultation des parties cachées
L'occultation a priori
Elle consiste dans le non-affichage de segments super-
flus chaque fois que des tests simples permettent de
les identifier.
o Exemple PERT
Une première nécessité est d'individualiser les continents
et les îles. Les 1 82 points sont déclarés comme un ensem-
ble simple non subdivisé en sous-ensembles. lls sont
reliés de proche en proche, deux à deux, dans le cadre
d'une instruction HPLOT (ligne 145). Mais un test préala-
ble crée le hiatus nécessaire dès l'achèvement de chaque
polygone (ligne 14O). ll ne s'agit pas d'un test logique, la
ligne d'instruction recelant en réalité une mini-banque
de données.
Une deuxième nécessité est de masquer la face cachée du
globe. C'est ici qu'intervient la cote de profondeur qui
pourtant n'est pas utilisée pour le positionnement des
points au moment de l'affichage. Si l'une quelconque des
deux extrémités d'un segment a une cote de profondeur
négative, Ie segment n'est pas affiché (ligne 1 35). ll s'agit
cette fois d'un test logique. Cette loi du "tout ou rien" pour
l'affichage des segments fait disparaître complètement
des secteurs côtiers à cheval sur la ligne d'horizon (et qui,
d'ailleurs, devraient être courbes et non droits).
Mais les déformations dues à la perspective amènent un
écrasement général des tracés au voisinage du cercle qui
matérialise l'horizon et l'on conviendra, à l'examen des
figures, que l'artefact appaiaît très peu.

o Exemple PERS
Chacun des 12 parallélépipedes, considéré isolément, a typi-
quement 9 de ses 1 2 arêtes visibles, ce nombre tombant à 7
ou à 4 dans des situations très particulières qui ne se pré-
sentent jamais parfaitement au cours des rotations. Trois
arêtes sont cachées à tout instant. Leur sommet commun
est caractérisé par le fait qu'il est virtuellement le plus éloi-
gnê derrière/l'écran. Lors du calcul des cotes du tétraèdre
témoin, celui des I sommets du cube témoin qui détient le
record de profondeur est reconnu. Son numéro d'ordre est
X (lignes 226 à 231 ). Par la suite, pour chacun des parallé-
lépipèdes, les segments dont l'une des extrémités est Ie
point de rang X sont sautés (ligne 365).
C'est encore le numéro d'ordre X du sommet du cube
témoin ayant la plus grande profondeur qui détermine si le
carrelage du plateau doit être ou non affiché (ligne 390).
En effet si X = 1, 2, 3 ou 5, la table est inclinée vers
l'observateur.

L'occultation a posteriori
Cet aspect plus délicat ne concerne que le logiciel PERS et
il est illustré ici pour la position no 4 (table vue par dessus)
et la position no 14 (table vue par dessous).

Tout d'abord l'ordre d'apparition des é!éments dépend
encore du rang X du sommet du cube témoin ayant la plus
forte cote de profondeur. C'est ainsi, pour n'en prendre
qu'un seul, que le plateau s'affiche en premier ou en der-
nier rang. L'ordre d'affichage est préétabli en mémoire
(lignes 142 à 160 et
ligne 167).
Ensuite l'affichage en
clair des arêtes visi-
bles de tout nouvel
élément qui apparaît
est précédé de l'affi-
chage en noir de trois
faces contigües du
parallélépipède, par
balayage des surfaces
(lignes 310 à 340).



Ainsi se trouvent gommées des structures déjà affichées
en clair et qui ne doivent pas persister en transparence. La
situation des 3 faces à noircir dépend encore du rang X du
sommet du cube témoin le plus éloigné derrière l'écran.
Elle est inscrite en mémoire dans les mêmes DATA et le
même tableau Q que l'ordre d'affichage des éléments.
N.B. : La méthode décrite consiste à afficher, apparem-
ment pour rien, des structures graphiques qui sont ensuite
effacées, en paftie ou en totalité. Dans l'exemple d'affi-
chage décomposé de la figure 4, cinq parallélépipèdes
sont entièrement recouverts. Mais l'exécution est plus
rapide que s'il fallait procéder au seul affichage des détails
définitifs, en mettant en ceuvre de longs calculs préalables.
Avec d'autres moyens d'affichage (écran non graphique,
accès direct à l'imprimante, table traÇante), c'est pourtant
la contrainte qu'il faudrait accepter.

Délais d'exécution
Le logiciel PERT exécute une nouvelle figure toutes les
1 35 secondes. Ce délai est assurément excessif. C'est
alors qu'il conviendrait de remplacer le langage évolué par
le langage assembleur ou par le langage machine. Ce laps
de temps de 2 minutes 1/4 s'explique par le nombre
d'opérations trigonométriques qui s'élève à 8 x 182 =
1456 !

Le logiciel PER8, parcontre, ne demande que27 secondes
(cinq fois moins) pour réaliser entièrement une figure. Les
calculs proprement dits sont rapides du fait qu'il n'y a que
9 x 4 = 36 opérations trigonométriques. En fait l'essentiel
du temps d'exécution est pris par l'affichage en noir des sil-
houettes des éléments, avant que leurs arêtes apparais-
sent en clair. Mais le délai d'une demi-minute environ reste
raisonnable, d'autant plus qu'il n'y a pratiquement aucune
attente ennuyeuse ; on assiste à la construction de la figure
comme sur une notice de montage illustrée de mobilier
livré en kit.

Gonclusion
Les exemples proposés ne couvrent que des cas limités de
graphisme, puisque les solides choisis sont porteurs de
lignes réelles qui sont l'objet des transformations. ll est
beaucoup moins aisé et rapide de projeter des contours vir-
tuels de surfaces courbes et nues, telle la forme d'une sim-
ple poire. Mais, malgré leurs limites, les logiciels décrits
démontrent l'opportunité de toujours rechercher des rac-
courcis logiques qui optimisent les exécutions. A cet
égard, l'aspect original du logiciel PERB réside dans son
cube témoin qui, d'une manière économique, n'assume
pas moins de cinq fonctions différentes.I
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MATH ET BD 3 DU CUBE A L'OCTAEDRE

[Jne lecture mathématigue de la BD
de Schuiten et Peeters, très belle,

très géométrique, très philosophique :
la fièvre d'Urbicande.

(Série "les cités obscures" - Roman à suivre -Casterman)

En vérité, je vous le dis, au début de toute chose, il y a le

cube. Et ce cube - divin - possède plusieurs propriétés
étonnantes : la matière inconnue qui forme ses arêtes,
lui permet de s'agrandir et conjointement une auto-
reproduction conduit à la création d'un réseau de
cubes s'approchant de plus en plus de l'octaèdre.

Cube de départ

Schuiten et Peeters illustrent par une bande dessinée de
qualité les différentes phases de cette croissance sans fin
et les conséquences sociales et politiques pour la ville
d'Urbicande.

/(/ttÆ et fnedru.h sont vsTus en çtrü?dentol m 'âpporËer une coræ æ dJæ..
ort't/s onc exhumé en crcuænr ruJr ê' chdnËtêr l/m ffiænbergz

Première génération

Deuxième génération



On peut se limiter aux aspects calculatoires que rapporte
l'urbatecte Eugène ROBICK (l'étude de ce fameux
ROBICK'S CUBE se ramène souvent à des calculs de séries
et diffère donc nettement de celle du célèbre et presque
homonyme RUBICK'CUBE : clin d'æil des auteurs de la
BD et coup d'æil sur les articles de Chauvat-Nury - Plot no"
16-1 7-18).
La formule de ROBICK - à trouver dans les illustrations - où
Un représente le nombre de cubes du réseau à la généra-
tion Gn peut s'écrire d'une manière plus condensée :

Un=2n + 1 + 4 Ê i tzn - (2i- 1)l
i":1 '

OU

Un=

(on rappelle que n (n + 1)-----2-

et + i2-n(n+1)(2n+1)
r=-l 6

voir aussi PLOT n" 27 : la somme des puissances kième des
n premiers naturels).

D'où vient cette formule ?
Le plus simple consiste peut-être à se placer sur la demi'
droite [Cy) (voir fig. 1 ] et regarder cet "octaèdre-cube". A la
génération gn la diagonale [AC] fait apparaître une "barre"
de 2n * 1 cubes, puis tout autour 4 barres de 2n -
1 cubes, puis 8 barres de 2n - 3 cubes, etc.

Fig. 1 vue (très simplifiée) d'un octaèdre-cube

n
t t=
i= 1

Fig. 2: vue de l'octaèdre-cube à paftir d'un point de ïCy)

Chaque nouvelle barre compte deux cubes de moins que
les précédentes, par contre pour conserver la régularité de
la construction 4 barres de plus sont nécessaires pour
entourer le niveau précédent.

On termine avec 4n barres d'un cube (carré BFDE). On
retrouve la formule et vraisemblablement la méthode de
ROBICK.

Générations
Gn

nombre
de cubes

Un

o
1

2
3
4
5
6
7
8
I

10

1

7
25
63
139
231
377
575
833
1 159
1 561

VI'AÇINEQ C6
fvr-ùzo. uæ ou uæ,,.
Y,PESSION 3E WJP1UIT: 2Y[A/AE.C|-IAd.]NE
IÉ SERA À C€ MOTAENT
0€ tuusieuas r^ela15.

-t-a -
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Un autre point de vue des choses
ll consiste à faire des coupes parallèlement au plan ABCD'
L'observateur se place cette fois sur la droite (EF)'

Pour la première coupe (le carré ABCD lui-même) on
compte nz + (n * 1)2 cubes.

la
:l ;

I lË' -l 
*

lE

2n+ 1

2n-1

2n- 1

On rappelle que la somme des n premiers impairs vaut
n2.

Sur cette coupe vient se "coller" deux nouvelles coupes de

?n - 1 cubes pour la plus grande longueur, etc.

On obtient :

un : n2 + (n + 1)2 + zlZ]',+ (i + 1)2.

Après un calcul simple, on retrouve l'expression :

,,- _ (2n + 1l (2n2 +:2n1_9)un=' " ,
3

Notons que si l'on écrit d la mesure de la diagonale [AC]
formée de 2n * 1 cubes, alors chaque cube a pour volume

,dts\2n * 1t

et le cube-octaèdre a un volume Vn = Un x 1r5fi )s.
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Si d est fixé (contrairement à l'histoire) et si l'on ne peut
enrayer l'apparition de nouvelles générations de cubes, on
obtiendra à la limite :

lim Vn =*. on retrouve le volume de l'octaèdre en fonction
nr+co b'

d'une de ses diagonales.

Un dernier point de vue
développant une analyse réGurrente
Les points de vue précédents s'attachaient à une vue glo-
bale de l'octaèdre-cube (OC) de génération n; on consi-
dère maintenant la transformation entre deux OC de
générations successives qui rend mieux compte de l'évo-
lution de l'histoire : un OC de génération n s'obtient en pre-
nant un OC de génération n - 1 que l'on "recouvre" de
nouveaux cubes.

ll s'agit de déterminer le nombre de nouveaux cubes de
cette enveloppe, pour cela il suffit de voir qu'une coupe de
"2n* 1 cubes de longueur" nécessite 4 x (n + 1) cubes
pour l'envelopper, en prenant en considération toutes les
coupes on trouve pour l'enveloppe complète :

4 (n + 1) pour la coupe ABCD
+

pour les autres coupes

pour fermer l'enveloppe
aux points E et F (voir figure 1)

Cette méthode est en fait un cÆmpromis des deux points
de vue précédents. On trouve tout calcul fait :

Un =Un*(4nz+8n+6)
ou
Un=U"-1+(4n2+21
Une procédure récursive permet de calculer Un en "reco-
piant" simplement la relation :

NBCUBE (naturel N) -)naturel Ux

Choix N=Or1
N I O -à NBCUBE (N - 1)+ 4N2 + 2

Fin choix
FIN NBCUBE

Comme précédemment si on fixe la longueur d de la dia-
gonale [AC] et si on considère les 8n2 triangles d'aire

@v1)2rW* 1 * 1

2 2 (2n+1lz
s'appuyant sur les 4n2 + 2 cubes de l'enveloppe comme ci-
dessous,

n
2 »4i

i= 1

+
2

on constate que la limite de
l'aire de tous ces triangles
ouand n tend vers l'infini est
,izVE aire de l'octaèdre.
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Q.ue faire en classe de tout cela ?

ll semble diff icile de structurer ces différents points de vue
pour en faire une véritable situation-problème conduisant
les élèves à mettre en place un concept mathématique
nouveau, toutefois on peut sÛrement dépasser le stade
anecdotique et trouver de nombreuses ouvertures selon le
niveau des classes :

. applications des travaux sur les suites et les séries,

e activités calculatoires pour les jeunes élèves : à partir de
la formule proposée par Robick calculer Lt 1, u2, u3..., vérrf ier
que la formule polrTnomiale
(2n + 1 )12n2 + 2n + 3) convient et "est plus éconcmique"

3
(si l'on ne sait pas programmer, ou si l'on n'a pas de
machine).
o Mise en place d'une démarche expérimentale condui-
sant à déterminer le nombre de cubes de ia génération
Gn.

La recherche de la formule Un est une activité à préparer
minutieusement ; difficulté pour manipuler une telie forn.re
algébrique ; nécessité de construire une approche séquen-
tielle (les différents points de vue précédents peuvent être

utile pour anaiyser les dérnarches des élèves ou leur en
imposer une).
c Observations,,hypothèses vérifiables (avec des petits
cubes emboîtables - ca existe - avec des dessins - difficul-
tés liées à la représefiTation dans l'espace, au comptage
des cubes cachés) ;

favoriser une inriuction ; ou au contrâire faciltter une ana-
lyse récurente (etr donnant le nombre de cubes de l'enve-
loppe à la génération Gn par exemple...)

o Enfin, on peut privilégier une démarche interdiscipli-
naire ; math-français en particuiier - lectLrre, compréhen-
sion, interprétation d'une bande dessinée tant pour le texte
que pour ie dessin).

On peut terminer en évoquant les conceptions platonicien-
nes du monde : les cinq polyèdres réguliers (les solides de
Platon), tétraèdre, cube, octaèdre, icosaèdre, dodécaèdre
sont associés respectivernent au feu, la terre, l'air, l'eau,
le divin.
Du cube à l'octaèdre, cette BD de qualité nous élève de la

terre à l'air, ou ras des pâquerettes aux pensées les plus
hautes à conditions qu'elles ne soient pas fumeuses. I

M.C
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