
Jacques LUBCZANSKI

IXIEME lettre de I'alphabet grec, zeta (prononcer udzeta,,)

est le nom d'une fonction mathématique étudiée par
Léonhard Euler au XVIIIe siècle...

...et qui, malgré les travaux acharnés de nombreux
mathématiciens, ne nous a pas encore livré tous ses secrets !

La fonction f est définie par

f 1xy =f* * **...* #* ...

lorsque cette Somme infinie a un sens,

(c'est-à-dire lorsque la somme finie fi+ ** "'*
a une limite quand n tend vers l'infini).

A. ETUDE DE IÂ SUITE : -1+1 +...+
12 22

L'objet de ce travail est l'étude d'une valeur appro-
chée, puis de la valeur exacte de

t1z1= *-b-...*#*...

B - ENCADREMENTS DE r (2)

1 - Déduire de la question A 2 un encadrement de la

somme fr* f,r*... * #
Oue peut-on en conclure pour l(2)?

2 - Soit An le point de coordonnées ( n ,17nzl etYla
fonction dont la restriction à l'intervalle [n-1, n]
est représentée par le segment de droite [A*,,An].
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1 - Soit f la fonction en escalier définie par :

VnelN, x6[n, n +'l [ =+ f(x) =]
Dessiner la courbre représentative de f ; calculer

f :.,r(x) dx'

2 - Montrer que Vx)t, on a la double inégalité

r-5,rr$»*
En déduire un encadrement de ;} Oa, Oeu,

intégrales.

a - Etudier la convergence de la suite" 
,ou,. n )r1 : +.+r*...*+
gue peut-on en conclure pour l(2)?

carcurer !^\"-",',vt* o i
Montrer qu'on a :

J ioewd x =vn -,t/ro * lt fu - $t
Comparer F(x) et o1; minore, Vn, pour n ) 1o.

Oue peut-on en conclure pour f (2)?

' Soit Pn la parabole d'axe vertical, de sommetAn,
et passant par An-1 ; soit ÿ la fonction dont la
restriction à l'intervalle [n -1, n] est représentée
par l'arc A'ilîÂ; de h-paraboie Pn. 
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catcuter-;ft,,,*trl , *
Montrer que :

[iorr,,d x =,'n - trro . * (io, #)
Comparer ÿ(x) et ;| ; majorer n, pour n) 10

Oue peut-on en conclure pour f (2)?

È.1 n

Calculer l'équation de Pn dans un repère d'origine
An.

c-cALcuL DE r-A VALEUR DE r(2)
1 - Calculer, à l'aide d'intégration par parties,

ï: ^cos 
(nx) axetflx' cos (nx) dx

En déduire qu on peut trouver a et b tels que :

Vr.N..,[J(ax2 + bx) cos (nx) dx = t
2 - Démontrer par récurrence que Vn e D{*,

On a l'égalité:

u"= [.L(x). 
sin t(n +])xl a^-] {'w2 + bx) dx

3 - Montrer que, si on pose g(o) = b, g est continue et
dérivable sur [o, ,f ], et g' est continue.
En dêduire que :

1n1
Jos\l. sin [(n +i)x1 ax =

ti ,t + 
fisvt'cos [(n *1'''] o')

2

Ouelle est Ia limite de cette expression quand n tend
vers l'infini ?

En déduire la valeur de f (2).

cos x + cos 2x * ... * cos(nx) =
sin (n + 

à)

-

2 sin*
I

Montrer que, si on pose, pour x çl o,TT),

axx*bxg(x)= ^ . xz stn-
2
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En 1736, dans le dixième volume des "lnstitutions
du Calcul Différentiel", L. Euler calcule la valeur de la
fonction ÿ pour les entiers pairs :

§(zn) =-ffitr,J
Dans cette formule, les nombres Brn sont les "nom-
bres de Bernouilli", introduits en 1713 par Jacob
Bernouilli... ... pour calculer autre chose !

Ces nombres se calculent de proche en proche par
la formule:

On trouve Bo = 1 ; Bt = -L, rr:+... puis tous les

Bk avec k impair sont nuls...

Calculer des valeurs approchées de | (21, § gl,
f (6)... avec la formule d'Euler.

Ouant aux valeurs de I pour les entiers impairs... on
ne connait toujours pas leurs valeurs !

Le résultat.le ptus récent (R. Apéry, 1 978) ditteule-
ment que § (3) est un irrationnel.

Les recherches sur la fonction f ont pris une autre
direction : on peut définir f (x) pour x réel, x ) 1 et
aussi pour x complexe. Et on a pu mettre en évidence
des liens étroits entre les racines dans C de l'équa-
tion f (z) = o et la répartition des nombres premiers
parmi les entiers !

Le problème le plus important dans ce domaine est
d'arriver à prouver - ou à refuter - une conjecture de
Bernhard Riemann (1826-1866) :

"les.racines complexes de f (z) = O vérifient :

R e(zl: 172"
L'exploration systématique des racines Oe § 1z; = g
avec un ordinateur a donné raison à Riemann pour
les 3 5OO 0OO premières racines. Et après ?

(Référence_: F. Le Lionnais "tes nombres remarqua-
bles" p. 27).

3 CI*rBk=O
k=0
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