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A première manifestation humaine de la connaissance du nombre d'or remonterait
à 10 000 ans comme cela aurait été constaté dans le temple d'Andros découvert
sous la mer des Bahamas. La pyramide de Chéops (2 800 av. J.-C.) a des
dimensions qui mettent en évidence I'importance que son architecte attachait au
nombre d'or. Les bâtisseurs de cathédrales faisaient appel au nombre d'or qui
donnait " la divine proportion " permettant d'obtenir les meilleures perspectives.
Le nombre d'or n'apparaît pas seulement dans les constructions humaines ; on en
trouve de nombreuses manifestations dans l'uniyers du vivant : les dimensions d'un
individu qui nous semble " bien proportionné " ; les galaxies auraient une
structure constituée de bras en forme de spirale logarithmique dont la raison est le
nombre d'or, spirales identiques à celle de la structure d'une Ammonite !

Nous ne prétendons pas infirmer ou prouver de telles conjectures qui excitent
l'imagination et la curiosité mais aborder quelques propriétés du nombre d'or en
relation avec des suites de nombres et des suites de " rectangles dorés " qui vont
nous permettre de construire une spirale logarithmique ressemblant à celle de la
structure de l'Ammonite !

.. LE NOMBRE D'OR P "
à partir d'une suite de FIBONACCI
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La configuration de points ci-dessus représente le
début de la suite de Fibonacci définie ainsi :
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{
l rn+1:un*un-1 Vn)2

A partir de la suite divergente (uj), on définit la suite
(vn)de la façon suivante :
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On trouve ainsi :
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Comme il apparaît clairement ci-dessus (vnlpeut être
scindée en deux sous-suites :

(v2n) décroissante et minorée par 1

(v2n + 1) croissante et majorée par 2

(Puisquevn:un*1,vn:t + 1 
)

U1 vn-1
Donc ces deux suites convergent vers le même nombre
positif ltelque :

F*-=-i*EI
1+\6

La résolution de cette équation donne | - 
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nombre qu'on appelle :

LE NOMBRE D'OR
qu'on désignera par l' .

Donc : la suite (vn) converge vers le nombre d'or I
Remarquons que :

1. ll suffit d'aiouter 1 à P oour obtenir son carré
puisque;[-7+ 1 : Tr-J
2. ll suffit de lui retrancher 1 pour obtenir son inverse
puisque :

ffill' -'-Fl
3. Comme encadrement de I', on peut donner :

1,61803<F<r,61804
4. Un programme réalisé avec CASIO PB 70O nous a
permis de constater que, pour n:23,1'écart entre v6 et
f est inférieur à 1O-9.

Retour à la suite de FIBONACCI
avec la LINEARISATION DE Qn

On peut démontrer que, quel que soit n)-1,
deux entiers a6 êt bp tels que:

Fn:"n)a+un
et que chacune des deux suites (a6) et (bn) est la suite
de Fibonacci.

En linéarisant fn avec n€ Ztr- , on trouvera :

Y-,:l.Y-t
Y-': -1,? + 1

F-3-z,f-3
Y-o:-3,P+t,.,,
Ouel que soit n € Z*-, il existe deux relatifs an et pn
telsque: ?n-an?+pn
on retrouve, pour (lqnl) et (lpnl),la suite de Fibonacci!

Représentation géométrique
du NOMBRE D'OR

Dans le rectangle (OABC) de côtés 2 et 1 :
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lD étant solution de Y2 : P + 1 , on obtient
?^s :'toz + ?: 2? + 1, c'est à dire qu'on a linéarisé
Y' , d. oroche en proche, on pourra linéariser, de la
même tàcon?a,F5, ... pn gh € N.).

Finalement on obtient :

P :1?
92-c@t.t
Pr:;b i;
fo:gYo+z
l'u:s?+9...
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lon=l

ol:oR-1:?-t:1-?
N.8. ; En considérant la puissance de O parfapport au
cercle, on retrouve : Ol. OR: 1 donc Ol:È
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Processus récursifs pour construire des suites de RECTANGLES DORES

On dira qu'un rectangle est doré si le rapport de ses côtés est f .

Soit un rectangle
doré (ABCD)

Ce procédé récursif en augmentation permet d'obte-
nir une infinité de rectangles dorés de plus en plus
grands: (ABCD) étant un rectangle doré,

AB : Px BC. Or EC : EB * BC :AB + BC
donc EC : )âx BC + BC : ()o+ 1) BC = f2 xBC

É.c: Y x (Fec) EC: Y xDC
Par conséquent (DCEF) est aussi un rectangle doré. Si
on continue en lui adjoignant un autre carré (DFGH), on
obtient encore un rectangle doré, etc...

ll existe une similitude 5 qui transforme (ABCD) en
(DCEF); 5a - pourrapport p

- pour anOle *f
- pOUr Centre rr.

Dans cette similitude
St,-,*Yl

donc -n-É[AC]
,11

Puisque 1n A, nD; :-2 I 2 ktl
et 11-€ [ACl, le point -r est le projeté orthogonal de
D sur la diagonale [AC].

Par conséquent : S et S' ont le même centre -.rr.,

La diagonale [AC] du rectangle doré (ABCD) a pour
image la diagonale IDE] du rectangle doré (DFEC)qui
lui est perpendiculaire; donc le point rL est aussi le
projeté orthogonal de C sur la diagonale IDE].

Si on poursuit la production de rectangles dorés en

s t^,* 
"tqui permet de passer d'un rectangle doré au rectangle

doré suivant plus grand.

A partir d'un rectangle doré (ABCD), on obtient donc:

AB \D

. E:'

Ce procédé récursif en diminution permet d'obtenir
une inf inité de rectangles dorés de plus en plus petits:

xBC
)ax Al : AD

Par conséquent, (AIHD) est aussi un rectangle doré.
Si on continue en lui enlevant un autre carré (DHKL), on
obtient encore un rectangle doré (AIKL), etc...

ll existe une similitude 5'qui transforme (ABCDIen
(AIHD); §'a
- pour rapport , +- pour angle - z- pour centre rL

Dans cette similitude
s'(i,-l,p

une suite de rectangles d-orés " décroissants " images
de (ABCD) par S-1, lS-t p, ...(S-11n.

t5

-r -+ 1t(t'C,tu'P) : -l-* 2k1t
(rL D, n'A): -* * Zt«n
d'où z
+(rl'C,ru'A):-t1 +2k1tdonc rt e tAC]

-»Puisque (*"D,n'h) : -1{r+ Zt<r-
et rL' € [AC], le point -rr'est le projeté orthogonal de
D sur la diagonale [AC].

S et S'sont deux similitudes réciproques.

La diagonale [AC] du rectangle doré (ABCD) a pour
image la diagonale ID]du rectangle doré(IHDA)qui lui
est perpendiculaire; donc le point-rrest aussi le projeté
orthogonal de A sur la diagonale IDl].

ffi

(ABCD)étant un rectangle doré,
AB:PxBC,Al*lB:)axBC
g:l,r:-;'l- " Ar:ÿx
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êJn(nA, -n D): *t* 2kn
(-ruD, nC) : ++rt Zkn
d'où

J J

1-n A, nÔ) : 'tt + 2k î

utilisant les processus indiqués, c'est toujours:

S't^,-Zg,*l
qui permet de passer d'un rectangle doré au rectangle
doré suivant plus petit.

une suite de rectangles dorés "croissants" images I

de (ABCD) par S, S JS = 52, ... , Sn 
I



Procédé pour représenter
I'Ammonite

1 . Après avoir construit le rectangle doré (Ot OZ OS A)
de côtés Y et't, on construit le carré (Ot A O+ B) de
façon à obtenir le rectangle doré (O2 O g O+ B)de côtés
Y2 etY.

Soit ( E) l'arc de-cercle [AB]quart du cercle de centre
01 et de rayonYl : 01 A.

2. On construit le carré (OZ BOS C)de façon à obtenir
le rectangle doré (O3 O+ OS C)àe côtés ff.t?.
Soit ( |-2) l'arc de-cercle IBC] quart du cercle de centre
02 et de rayonf 2: 02 B.

En poursuivant indéfiniment ce processus, on obtient
une courbe réunion de ([-i), ( I ,)( G),... en décrivant
des arcs de cercles inscrits dans des rectangles dorés.

lmaginons une puce quitourne ainsi en se déplaçant
sur cette courbe; si au lieu de tourner en allant de A
vers B, elle décide de tourner dans l'autre sens en
allant de B vers A, quelle va être la suite de sa trajec-
toire après être arrivée en A?

ll suffit de procéder comme précédemment mais, cette
fois-ci, en suivant le processus en diminution : c'est en

enlevant le carré (!AO"H) de côté 1 qu'on obtient le
rectangle doré (o,, I Èorl de côté 1 et ts-1. on
pourra désigner par (l-) l'arc de cercle [AHi, quart du
cercle de centre I et de rayon lA. IAHI sera donc Ie
début de la suite de la trajectoire de la puce après son
arrivée en A.

Si elle continue à décrire de tels quarts de cercles
obtenus de cette façon en suivant le processus en
diminution elle va se rapprocher de plus en plus du
point-n- centre des similitudes (.n-est le point d'inter-
section des segments [Ot03] et tO2O41).

Si on désigne par (l-) ta réunion des branches (t-r).
( l1), ( [J),... obtenues par le "procédé en augmenta-
tion ", et par ( E), ( l--z),... celles obtenues par Ie
" procédé en diminution ", on peut considérer que (l-)
est une représentation approchée de l'enroulement
d'une ammonité.

t6

Structure de l'Ammonite
et Nombre d'Or

La courbe (l- ) ainsi obtenue ressemble à une spirale
( t ) qui aurait pour pôle lr- et qui passerait par les points
A, B, C,..., H,... extrém ités des "quarts de cercles" utili-
sés pour construire ( J- ).

Pour déterminer une équation polaire d'une telle
courbe (f ), nous pouvons choisir comme repère:
- le pôle -rL (centre des similitudes)
- la demi-droite In A) comme axe polaire
- 1:lln-All
Dans ce repère:
- les coordonnées polaires de A sont (1,0)
- puisque B est l'image de A daps la similitude S de
centre rL , de-rapport 7 et d'angleJ, les coordonnées de
B sont ff,il- C ètàntitirag" de B par s, c lY2,rt I

Lorsque l'angle polaire augme-nte ae f, te module r est
multiplié par le nombre d'or Y.

0:o
O:T
0:î

ce qui nous amène à

t:Yo

,:Yt: fo*+
f:

l'équation

OU

Y' : Y t*+

^ 1ltosY \ê
l: v

équation d'une spirale logarithmique quifait apparaî-
tre Ie nombre d'or f .

(01 :O+S + r,:rxf1
Cette spirale (t ) qui est une courbe " continue " a en
commun avec ( t- ) tous les points ayant pour angle
polaire e = k xf(avec k € Z). On peut donc la considé-
rer comme " voisine " de ( f ) et tout aussi représenta-
tive que (l-)de la structure de l'ammonite.

Dans ce contexte, on pourra admettre que:

la structure de l'ammonite ressemble à une spirale
logarithmique dont la raison est le nombre d'or.
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