Coniques et Pliages

DEMONSTRATION PAR LE PLTAGE DES THEOREMES
DE PONCELET SUR LES TANGENTES AUX CONIQUES.

parn Jacques JUSTIN - Sceaux.

Plier du papier n'est pas qu'un jeu d'enfant. On peut trouver
certains théoremes de géométrie en utilisant la technique du pliage et les dé-
monstrations obtenues ne sont pas qu'une simple paraphrase d'un discours géomé-
trigue, le pliage remplagant la symétrie orthogonale. C'est ce gque nous démontre
ici 1'auteur, Jacgques JUSTIN, un des principaux animateurs du M.F. P.P,
Mouvement Frang¢ais des Plieurs de Papier qui édite une revue LE PLI gui ne man-
guera pas d’'intéresser les lecteurs du PLOT et surtout les souscripteurs aux
suppléments PLOT-MATERIEL 84 sur PLIAGES {(le premier numéro paraiftra en mai -
Jjuin.... 84 1!).

1. INTRODUCTION.

A 1'époque ol la géométrie plane
traditionnelle faisait partie de l'enseigne- -
ment secondaire en France, le pliage de
papier é&tait plus ou moins utilisé pour
"prouver” quelques propriétés simples, par
exemple celles du triangle isocéle, ou
encore l'existence et ['unicité de la
perpendiculaire menge d'un point & une
droite. Les "démonstrations" ne faisaient
d'ailleurs que calquer des démonstrations
purement géomeétriques, le concept de
symétrie par rapport & une droite étant
remplacé par celui de pliage selon la
méme droite.

Notre but est de prouver par le
pliage des résultats plus difficiles, les
théorémes de PONCELET sur les
tangentes aux conigues bifocales, lLes
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2. PRELIMINAIRES.

Soit (figure 2) une feuille de papier

preuves sont simples et leurs relations
avec les preuves purement géométriques
ne sont pas évidentes.

Théoréme de PONCELET
Soient T et T' les points de contact
des tangentes issues d'un point P & une
eliipse ou une hyperbole de foyers F et
. Alors
l) FP est une bissectrice de TFT' et F'P
est -une bissectrice de TF'T".
2) Les angles TPT' et FPF' ont mémes
bissectrices. (Figure 1).
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de forme quelcongue.

Marguons, a l'intérieur, un point O et
trois demi-droites OX, OY, OZ. Si nous
plions le papier suivant ces trois demi -

droites et que nous l'aplatissons pour
obtenir le résultat de la figure 3,il se
forme un pli suivant une quatriéme

demi-droite OW. Parmi les plis OX,

oy, 0Z, OW, trois seront des plis
vallée (en creux) et une montagne {en
relief), ou bien trois montagnes et une
vallée,




Dans tous les cas possibles, on
obtiendra la forme de la figure 3, mais
l'ordre de superposition des couches de
papier variera.
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Considérans dans la figure 2 une
demi-droite d'origine 0 qui tourne dans
le sens direct en balayant suc successiye-

ment les angles XOY, YOZ Ow,

WOX.
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Dans la figure 3, cette méme
demi-droite balayera encore XOY et
ZOW dans le sens direct, mais elle
balayera les angles YOZ et WOX dans
le sens rétrograde, car.le pliage a
retourné le papier correspondant & ces
angles. Comme la demi-droite part de
OX pour revenir & OX et n'a pas fait
un tour_complet aytour de 0, on a :

XOY-YDOZ+ZOW-WOX =0
Par allleurs/(jlgugg_-l) P

XOY+YOZ+ZOW+WOX=2I1
On en déduit

- o~ o~
1} XOY+ZOW=YOZ+WOX=II

La relation (1) a une conséquence
intéressante. Reprenons le papier
déplié et tragons, par exemple, la
demi-drgite OZ' opposée & OZ., Comme
770Y+Y0z= I,
on abtient en tenant compte de (1) :

e e
2)  WOX = Z'0Y (figure 4).
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Remargue.

Ea formule (1} se généralise facile-
ment au cas oll le papier est plié (et
aplati) suivant 2n demi-droites issues de
0. Si Ohys Ol wee Oy sont les angles succes-
sifs formés par ces demi-droites on a @

0L1+ 013+ +a2n_l = 0¢2+ u4+...+onzn= Il

3. DEMONSTRATION POUR L'ELLIPSE

Soit AB un segmeni de droite traceé
sur une feuille de papier de forme quel-
congue. Pour simplifier un peu les dessins
et faciliter le pliage nous supposerons
que AB est un bord du papier (figure 5).
Sojt XX' une droite gui coupe AB en un
point M entre A et B. Plions par un pli
vallée selon XX', ce gui améne A en A’
(figure 6).

On a MA'+MB=AB. Donc M
appartient & l'ellipse (E) de foyers A' et
B dont le grand axe a pour longueur AB.
En raison du pliage, MX est bissectrice
extérieure de MA', donc MX est
tangente en M a (E).
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Remargue. . o
On peut se passer de cette propriété

de la tangente. En effet si P est un point
quelconque de XX autre que M, en
dépliant te papier on constate que
PA'+PB» AB, donc XX' est totalement &
I'extérieur de l'ellipse & l'exclusion du
point M qui est sur l'ellipse. C'est dire
gue XX' est la tangente en M.

B

Prenons maintenant un point
gquelconque P sur MX, et plions la couche
supérieure du papier par un pli le long de
PA' et la couche inférieure par un pli le
long de PB. Quand on aplatit, le pli PM
s'ouvre et il apparait un nouveau pli,
PN'. La figure 7 représente l'ancienne et
la nouvelle disposition {en supposant le
papier transparent). La figure 8 montre
les plis sur le papier déplié. Dans ces
figures, N et N' représentent
'intersection du nouveau pli avec le c6té
AB..
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Comme le c6té AB est maintenant
pli¢ dans la position A'N'B, et pour la
méme raison que plus haut, N' appartient

3 'ellipse (E) et PN' est la tangente en
N'. En raison du pliage selon BP, BP est
bissectrice de MBN' et, de méme, A'P
est bissectrice de MA'N' : c'est la
premidre  partie des théorémes de
PONCELET ' Pour établir la seconde
partie, observons que le papier est plié
en définitive selon les demi-droites PB,
PN, PA, PX. L'application de la relation

(2) donne alors II\ZI_‘IE’\-B:,@__—N dans la figure
8, c'est-a-dire MPB=A'PN' dans la_figure
7. _Par conséquent les angles BPA' et
MPN' ont bien les mémes bissectrices,
c'est la seconde partie des théoreémes.

4. DEMONSTRATION POUR L'HYPERBOLE

Considérons & nouveau la figure 7.
On a:
A'M+BM = A'N'+BN', d'ou

3) BM-BN' = A'N'-A'M

Par conséquent, A' et B appartiennet
& une méme hyperbole de foyers M et N'.
Comme A'P est bissectrice intérieure de
MA'N', et BP -bissectrice intérieure de
MBN', A'P et BP sont les tangentes en A'
et en B a l'hyperbole. | es propriétés af-
firmées par les théorémes de PONCELET
pour l'hyperbole ne sont autres que celles
qui ont déja été établies, & savoir
- MP est bissectrice (extérieure) de BMA'

et N'P de BN'A!

- B/F?-A' et MPN' ont méme bissectrice.

Cependant - la relation (3) exprime
que les points de contact A' et B sont sur
des branches différentes de 1'hyperbole,
et la démonstration faite n'est valable
que dans ce cas. Pour &tre complet, il
nous faut une démonstration par le pliage
relative au cas ol les points de contact
des tangentes appartiennent & la méme
branche de 1'hyperbole.

13




Dans ce but, plions un papier selon
guatre demi-droites issues d'un méme
point 0 comme dans les figures 1 et Z.
Avec des ciseaux coupons, en ligne
droite, le papier plié, en nous plagant
agsez prés du point O pour que la coupure
ne rencontre pas le bord du papier. En
dépliant, nous obtenons (figure 9) un
gquadrilatére ABCD, convexe ou concave.
fes segments OA, 0B, 0OC, 0D
_représentent les plis. Puisque les quatre
cHtés du  quadrilatére  étaient en
coincidence avant de déplier on a
évidernment :

- AO est bissectrice intérieure de DAB et
ainsi de suite.

- 0 est a la méme distance des quatre
ciités.

- AB+CD=BC+DA
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Incidemment, remargquons gque nous
avons vérifié, par le pliage, les propriétés
des guadrilatiéres qui admettent un
cercle inscrit intérieurement.

La relation entre les cdtés donne

AB-AD = CB-CD

Par conséquent A et C sont sur la
méme branche d'une hyperbole de foyers
B et D. Les tangentes en A et C sont les
bissectrices A0 et CO de BAD et BCD.
La premigre partie des théorémes de
PONCELET se vérifie immédiatement :
BG et DO sont bissectrices de ABC et de
ADC. La seconde partie affirme que
AOC et BOD ont méme bissectrices.
Prolongeons OD en OD'. La relation 2)
donne AOCD' = BOC. 1l en résulte que la
bissectrice intérieure de AQC est bis- -
sectrice intérieure de D'0OB, c'est-a-dire
bissectrice extérieure de BOD.

5. COMMENTAIRE.

ans les demonstrations, nous avons
choisi les points et les plis. Il aurait eté
plus satisfaisant de partir d'une configu-
ration donnée de la conique et de ses
tangentes, et de montrer qu'on peut réa-
liser cette configuration par pliage. Cela
aurait été possible, et facile, mais
fastidieux. A défaut, contentons-nous de
remarquer que les configurations de
pliage utilisées dépendent de 4 parame-
tres, tout comme les configurations du
théoréme de PONCELET.

Les démonstrations ne mettent pas
en jeu le postulat d'EUCLIDE sur les
paralléles. Elles restent valables en
géomeétrie hyperbolique.

LE PLT - Revue éditée par Le
Mouvement Frangais des
Plieuns de Papiens, 30 nue
des Vinaigniens, 75010 PARIS
Abonnement annuelf :3F0F

Jean Victor PONCELET (1788-1867)

né a4 METZ le ler Juillet 1788 , il fit
étudiant de MONGE & 1'Ecole polytech-
nique puis & 1'Académie militaire de
Metz.

Participant & la campagne napoléonienne
de Russie comme officier, il fit fait
prisonnier. C'est dans la prison de
Saratoff , durant 1'année 1813 - 1814
que, sans ses livres, il parvint & re-
constituer 1'ensemble de ses connais-
sances et & mettre sur pied une profonde -
réforme de la géométrie.

De retour en France , il publia son
"rraité des propriétés projectives des
figures" en 1822,

‘71 FOt élu & 1'Académie des Sciences en
1831; et consacra la fin de sa vie au
service du gouvernement.

Il mouridt le 23 Décembre 1867
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