Calcul Formel & Ordinateur

Si vous demandez A votre calculette, ou
4 votre miniordinateur combien font deux et
deux, vous aurez une réponse. Mais vous n'ob-
tiendrez pas les identit&s remarquables com~
me

(a+bh)? = a2 + 2ab + b2
ou

cos?x + sinx = 1.

Certains gros ordinateurs sont &gquipds
pour le "calcul formel", c'est & dire pour
traiter ce type de questions et d'ici peu de
temps (si ce n'est d8ja fait) les Universi-
tés pourront disposer d'un terminal ayant
accés a un systéme de calcul formel. Comma
pour les langages d'ordinateurs (Basic, For-
tran, Algol...), la tour de Babel s'est re-—
construite, et il existe plusieurs systémes
de calcul formel : REDUCE, FORMAC, FORDECAL,
SCRATHPAD, ALTRAN, SAC, etc... Voici les pos—
sibilités qu'offrent actuellement la plupart
de ces systémes.

1) Arithmétique en multiprEcision : on peut
traiter des nombres entiers ayant quelques
milliers de chiffres (ou moins) et aussi des
nombres ratiomnels, mis sous la forme irré-
ductible p/q automatiquement.

2) PolynOmes & plusieurs variables i coef-
ficients dans Z, ou Z/pZ, p étant un nombre
premier. On peut ajouter, multiplier, faire
la division euclidienne et suivant les puis-
sances croissantes, substituer une variable
PAr une expression, décomposer en produits
de polynOmes irrdductibles, calculer le PGCD
de deux polynBmes. La mise en place de ces
opérations a nécessitd la construction de
nouveaux algorithmes ou 1'amélioration d'al-
gorithmes déj3 existants qui ont posé et qui
posent encore des problémes difficiles de
mathématiques.

3) Calcul sur les fonctions rationnelles 3
‘plusieurs variables.

4) Manipulations d'expressions algébriques
ou transcendantes. On peut ainsi travailler
dans 1'anneau Z + /ZZ. La quantité +2 sera
gardée comme telle, et son carré remplacé
par 2. Cela pose des probldmes de simplifi-
cation. Le systéme doit pouvoir simplifier

Y9+ 4/5 = 24 /5

mais sait-il voir que

3 : 3
721 + 621 + /27 - 6/21

est un nombre entier naturel 7 Ou bien si
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l'on pose
a = ¥5 + v22 + 2/5
B = /11 + 2/29 + ,/15—2f29+255—10/29

que 1'ona o =8 ?

On peut aussi faire de la trigonométrie,
et rajouter aux fonctions de base du systd-
me des fonctions nouvelles en précisant les
identités qu'elles doivent satisfaire (par
exemple la fonction réciproque de la fone-

e
e X —> (x-])eX pour x 3 0)

5) Caleul matriciel. On peut effectuer des
caleculs lin8aires avec des matrices dont les
€léments sont des polynBmes i plusieurs va-
riables. Inverse formel d'une matrice A,
calcul de déterminants, résolution formelle
de Ax - B, calecul de valeurs propres...

6) Différentiation..On peut différencier
des polyndmes, des fractions rationnellas
composées de fonctions usuelles sin, exp,
log.:.ete.

7) Intégration. Le systZme sait décomposer
en &léments simples les fractions rationmel-
les et trouver leur primitive. Il sait &ga—
lement calculer les primitives usuelles que
l'on est en droit d'exiger d'un taupin ou
d'un &tudiant de DEUG. De mPme que pour in-
tégrer certaines fractions rationnelles

dx dx - i
( I:;';ff;;z ) on doit introduire des fonc

tions transcendantes, on peut introduire de
nouvelles primitives (par exemple

TES - Ix L
2lcgt_

» c'est le logarithme int&-

gral) et demander au systéme de calculer de
nouvelles intégrales en fonction de celles—

X
12 (par exemple | i— dx). Le systéme doit

pouvolr décider si une intégrale proposée ne
s'exprime pas en fonction des fonctions &1&-
mentaires (c'est 3 dire celles introduites
dans le systéme). Tout cela pose des probl&-
mes mathfmatiques qui ne sont pas tous réso~
lus et qui avaient &té laissés de cBtés, par-
ce que nécessitant des calculs rébarbatrifs.

8) Résolution d'équations différentielles.
Les méthodes classiques sont connues du sys-—
‘t8me : &quations linéaires, homogénes, i va~
risbles séparées, etc... Les problémes sont
de méme nature, mais en plus difficiles, que
ceug du paragraphe précédent.
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9) Calecul de développements limité&s.

10) Calcul d'intégrales définies par la mé-
thode des résidus.

Le math@maticien est intéressé & double
titre par ces syst@mes : en tant qu'utilisa-
teur, on voit 1'intér8t pour des travaux de
recherche nécessitant de gros calculs; en
pédagogie, 1'influence de tels syst&mes sur
1'enseignement du calcul des primitives sera
comparable & 1'influence des calculettes &
1'école primaire sur 1'apprentissage des 4
opérations. Enfin, voici quelques questions
que 1'existence du calcul formel sur ordi-
nateur améne a& se POSEr.

' i i
C'est un exercice classique que de cal-
culer

M. N
: ! o 1 -
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] -
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Pour quelles types de fractions rationnelles
ce genre de simplifications a-t-il lieu ?
Pour quelles fractions ratiomnelles Q(x) la
quantité N
Q=)

x=1
est-elle une fraction rationnelle de N ? Ce
probléme s'apparente au probl2me de primiri-
ves : pour quelles fractions ratiomnelles
Q(z), fQ(zx)dx est une fraction rationmnelle.
L'ordinateur sait résoudre ce type de pro-
bléme maintenant. Mieux méme. Si 1'on pose

o 1
H(N) = £ =
x=1 ¥

la simplification précédente n'a pas lieu et
H(®) n'est pas une fraction rationmnelle de
N. Mais l'ordinateur peut montrer que la
quantité N :

KN) = L -z

xz=] £

est une fraction rationneile de H(N). Voila,
parmi d'autres, un probléme soulevé par

Quelques Livres

Gilbert WALUSINSKI : Ciel passé&, présent.
(Collection Axes-Sclences. Editions Etudes
Vivantes).

"£st-il possible de comprendre les théories
savantes de 1'astronomie moderne?... Notre
parti pris est donc de commencer par le com-
mencement. Décrire d'abord les plus banales
apparences, ... tnsulte, placer les problémes
gque cette observation propose dang leur pers-
pective historique. Les méthodes ont changé
depuis Képler,... Mais les grandes guestions
restent fondamentalement les mZmes. 00 sommes-
nous ? Comment cette complexe machine gue
nous appelons 1l'Univers fanctionne-t-elle ?

p=Es
|

Comment s'est-elle constituée 7 Comment &vo-
lus-t-eglle 7

Pratiguement, nous nous sOMMES efforceés d'é-
crire un livre accessible & un public curieux
ot de bonne velonté. [...) Nous avons vould
&uiter tout pédontisme, mous n'avons pas
craint d'étre précis. Avons-nous réussi a é-
tre compréhensible ? Le lecteur est seul juge”

Les lignes sont extraites de 1'Avant-propos
du livre. Que 1l'auteur se rassure ! il a ré-
ussi & étre compréhensible, et plus encore,
captivant. Cela tient & la méthode suivie
remettre les pas dans ceux des grands décou-
vreurs et ainsi rendre vivante cette partie
de 1'aventure humaine. Cela tient sussi au
style clair, précis certes, mals aussi cha -
leureux, passionné, humain. Ainsi non seuls-
lement on comprend la loi des aires de Képler
(ce protestant de Styrie obligé de se réfu-

gier & Prague, EN 1800, auprés de Rodolphe II),
mais on comprend asussi comment il s'y prit
pour la découvrir; st on comprend tellement
bien gu'on pardonne & Képler das 1'avoir dé-
couverte & partir d'une hypoth&se fausse et
d'une faute de calcul plus grave encore...

11 est des voyages dont on revient enchanté
d'asvoir beaucoup appris tout en se promenant
dans de beaux paysages. Pour moi, c2 livre

est comme CBS VOY3ges.

Raymond Barra

1'existerice du calcul formel. ®
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