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FORMATION DES MA{TRES EN MATHEMATIQUES

AU QUEBEC : PERMAMA

A. ROUCHIER

Texte d'une conférence donnée lors des Assemblées G&nérales 1975-76

des Régionales de Poitiers et d'Orléans-Tours *

Tout commence....

. ailffeuns comme ici quand on veuf Zenin compte de nou-
veLles exigences, auw niveau de £'enseignement des maths.

Ces nouvelfes exigences porient sun fe contenu, mais aussi sur
2a maniire d'enseigner. La France a aussd connu ce débat et on

peut fLe nappelen en quelques mols.

Conception traditionnelle

_1'enseignant est intermddiaire entre 1l'univers

de connaissance et 1'éléve, 1'étudiant est um

récepteur qui enregistre.

.les objets de connaissance sont ecircomscrits
duns des progvammes prévoyant une progression

rigoureuse et principalement axés sur

les exigences intrinsdques d'une discipline.
La pédagogie qui ea résulte tend 3 suivre une
. progression prévue a priori, ce n'est

qu'accidentellement qu'elle est efficace.

Conception nouvelle :

.1'apprentissage est un processus dynamiéua
d'échanges entre 1'apprenant et son milieu.
11 est 1'agent principal de sa formation

et celle-ci prend sa source dans son

dynamisme intérieur. Alors 1'enseignant '
est une personne resscurce, qui guide
1'apprenant dans un univers "&largi”
d'objets de comnaissance, élabore des
stratégies d'apprentissage qui permettent
un cheminement adapt& 3 ses besoins et A

ses aptitudes,

des programmes doivent faciliter et emrichir
la relation apprenant enseignant.
L'enseignement doit &tre une expérience

authentique et durable de 1'apprenant.

L'enseignant adapte les programmes en

fonction” des facteurs prépondérants sur
lesquels il exerce un contrSle direct. Il
.est & 1'8coute de 1'apprenant et lui apprend

2 produire, & créer, i inventer.




Ainsi le réle de 1'enseignant se wmodifie, il doit Etre plus attentif 3

1'apprerant, il doit bien comprendre le développement des concepts mathZmatigues

nécessaires 4 1'apprensnt 2t pouvoltr recourir aux gtratfgies d'apprentissage

tenant coupte des difré€rences individuelles aucant intellectusll

tles qu'affectives.

Cette mutation est exprimée par le schéma suivant.

Conception traditionnelle

connaissance
[- 3.

£ystéme scolaire

. Objets de connaissance

Conception actuelle

Ynivers de comnaissance

Fsystéme
Sgolaire

® pbjets de connaissance

Mais i est juste de dire que ceffe Evolution de £a jonction
enseignante n'est pas immidiafement peacue pai tous, que La
suive au niveau de sa propre classe exdge un grand effort
qui n'est pas seubement une remise en cause. EL Zoufe nemide
en cause porie en dod des facteurs d’ insdounitd. Cetle {nsl-
canit? cade des besodnd :

- fes enseignanis veulent a@flichin ot agin

- Les enseignants désirent modifier Leurs mEthodes
d'enselgnement.

- Les enseignants veuleni adapfer Leurs ensedgnements & des
besodns nouveaux,

Ainsi le nouveau PERMAMA[Perfectionnement des maiires en mathématiqueﬂg doit se.fixer

comme objectifs de participer & sa fagon 2 1'évolution du systéme scolaire.en favorisant
une mutation de la conception de 1'apprentissage scelaire. I1 devra proposer une

formule de perfectionnement ol 1'apprenant est actif, autonome et responsable.

13
o unlvers de
connaissance

0

Apprenant
Enseignant

&

Syst2me scolaire

[«

Univers de

connaissanc
L e

s Objets de connaissance



Les n2gfes fondanentales du g-ﬁanctf.aﬂnzman-t sont done Les
suivantes :

peafectionnement dans Le mificu
perfectionnement adapté

- perfeciionnement qui tdine profit de La formation
a distance

- perfectionnement continu,
Ainsi Les besoins en fonmation de L'enseignant |(devenu
apprenant) seront définis pan Lui-méme & partir des probfg-
mes qu'il nencontre, dont il a fait L'analyse et & La ABso-
£ution desquels {E inavaille, avec d'autfes colligues (du
méme Etablissement ou d'établissements voisins) A travers
plusienns fypes d'activitl (groupfes en ELEments de cours
de 45h) :

t

- ElEments de gesation qui vont Lui permetine d'éta-
b&in, en collaboration avec PERMAMA Lo cheminement qui
connespond Le mieux d ses besodins, en coordonnant 8L8ments
d'intenvention et ELéments contemw.[Ex. : Planification
de cheminement pédagogique.]

- Eléments d'infervention qui regroupent en activitis
directement Lifes A sa tdche professionnelle. 1L 4'agina
de nésotdie un problime d'apprentissage de fa math@matigue
au niveau secondaine : implantation de nouveaux confenus,
wtilisation d'outils pédagogiques, personnalisation de
L'enseignement, modes d'@valuation...

- &fments confenus par Lesquels £'apprenant réalise
un apphentissage : L peut s'agin de £'3zude d'une thiorie
mathématique [Ex. : afglbre de Boole, thionie des graphes,
structunes algébriques]; de 2'¢tude de 2'activits mathdma-
a'que[Ex. : nBsofution de problémes]; de £'@tude de métho-
des d'enseignement[Ex. : nédaction de fiches de travail,
nelations professeuns-ifives.]

La meilleure (!) facon de caractinisen fe modife est de
meprodiine Le schima de base, schéma du modife de perfec-
tionnement, qui a fait L'objet d'une diffusion massive
{par voie d’affiches) dans tous fes Etablissements secon-
daines quibécois.

RETRCACTICN POUR L'ELABORATION DE LA PROCMAINE PHASE

-

Y

SOURCE

RESULTAT

Houvelles
Lonnatsggn.
cas, atti-
tudes et

EXTENSTOH
DES POSSIBILITES

SOURZE

Jd A TRIORITUES D'ACTION
i !
,:. s & Yo 0
SERCNINTS styie 2 LA o | intdgrg :
(. AmmRONTS J"f’"”‘f“:[ e ) /»;-L‘\ 17 ComeetENce
S Yot es cor-F¥ e e gestion Y | persuanali-by LICABLE
S | + PETHAN, jraissences }>\’; "
\E’ Lorats-
130ces
i A
j Carcepts RUCMENTATION
: 8§ CAPATITES

RESLATAT

S
/{\‘ BUATIGITS 0'ACTION

- XMve 4y ecdile de perfectiennement,




Le cheminement a4 £'intéricun de ce modife n'est pas dten-
miné€ une fods poun toutes, mais fait £'objet d'un examen
périodique pan £'infermédiaine d'éfements de gestion. Ainsi
Le cheminement globaf s foxmé d'une succession de phases
qui peut Etne schimatiste de £a facon suivante :

Poun employen une analogle (sdmplifiante ) on peut dire
qu'il &'agit d'une fonmation-préparation au baccalauniat
par unités capitalisables.

L'équipe de conceptfeurns a fa charge de prdparen fes ELBments
de couns. Cette préparation comporte une phase de déginition
des obfectifs, des prBrequis Bventuels, des modalitis d'Eva-
Luation, une phase de déieamination du contenu, du plan

de travail, des moyens & metine en oeuvre (utifisation de
bandes vidéo, textes de nZfirence, matérniefs), une phase

de nfdaction des fascicules nécessaines, de rdabisation des
autres moyens (bandes viddo, thansparents,...}. Une counte
session de fommation introduit £'éfment de couns auprés

des nesponsables de centnes, & La suite de quoi if est més
au caialogue, ¢'est-d-dire wtilisable par fes Etudiants.
Actuellfement 26 éléments thimes mathBmatiques, 5 ELéments
activité math@matique, § Eféments themes didaetiques

sont disponibles,

En résumé, Te modele propose de réaliser :

- un cheminement pédagogique personnalisé, défini en ccllégialits
par .
une démarche d'auto-apprentissage lige au travail ¢'gquipe
en

Tiaison avec 1'exercice des fonctions professionnelles.

00 et Comment 7

PERMAMA est un programme universitaira de formation des maitres.
PERMAMA est un programme de la Té€lé-Université de 1'Université du Québec,
géré en commun avec certainss composantes de cstte dernigre : Université

du Québec & Trois Rivigres, Université du Québec & Chicoutimi.

Les professeurs de mathématigues de I'aneigﬁemznt secondaire, s'inscrivent
libreinent & PERMAMA pour préparer le baccalauréat (4er cycle universitaire],.
En général, ils ont &té formés dans des Ecoles Normales (supprimées) oo ils
ont reqgu une formation mathématique insuffisante au regard des exigences

rouvelles de 1'enseignement. En outre, chague annés de scolarits supplémen-

taire donne droit & un avancement.

Les étudiants sont regroupés dans des centres (voir carte ci-jointe) & 1'in-
térieur desquels ils sa groupent en ateliers pour certains &léments de cours
et qui sont placés sous la respeonsabilité d'un animateur i{résponsable de
centre {un dé leurs collégues) eppointé par la Télé-Université. Ces centres
sont regroupés dans B régions qui g2rent des responssbles régionaux uni-
varsitaires (contact avec les responsables de centres, prospection,...).

La conception des &léments de cours est failte & Montréal par une équipe de

22 personnes.



Les étudiants n'ont pas de décharge d'enseignement. Ils consacrent en moyenne
§ heures par semaine & leur formation. Il faut obtenir 90 crédits pour ob-
tenir le baccalauréat, 1 crédit correspondant & 45h de travail, mais chaque

étudiant se voit attribuer d'entrée 30 crédits.

En résumé,

e 1000 professeurs de mathématiques
du seccndaire

e 68 centres d'apprentissage

e 0 responsabies rigionaux universitaires

o 1 équipe centrale de 22 didacticiens
de la Télé-université (Université du Québec)
¥ B A FRESI e
3. Monirdal i
;. ::i::vm- O g:;.::;:?:ﬁ:“
o [ Serenamiom

Ces quelques informations ne donnent malheureusement qu'une assez pauvre idée

du fonctionnement réelle de PERMAMA. Mais un tel modéle est excessivement stimu-
lant et beaucoup d'IREM se sont engagés dans des opérations de coopération et des
réalisations communes avec PERMAMA. Prochainement, un numéro spécial du bulletin
Inter-IREM permettra de donner une information plus détaillée. On ne peut cependant
s'empécher d'étre séduit d'une part par 1'ampleur du projet, son agencement
rigoureux fruit d'une réflexion approfondie en méme temps que sa souplesse
d'utilisation. C'est déja une grande performance de faire accepter les

choix de PERMAMA par des autorités politiques. C'en est une plus grande encore que
d'avoir intégré aussi bien toutes sortes de contraintes en un modgle qui sait
transformer un programme universitaire en un véritable programme de formation

continue.



MUELOUES EXEMPLES DE RECHERCHE EN THECRIE DES MOMBRES, :.

par Jean-Louis NICOLAS, Université de LIMOGES

(conférence du 15/10/I976 devant la Régionale de Limoges)

Pour savoir ce qui ge passe dans la téte
d'un chercheur. Pour comprendre la genése
de la pensée mathématique, demandons quel-—
ques illustrations & l'un d'entre euzx.

La théorie des nombres a toujours posé des problezmes aux
énoncés simples, mais treés difficiles 2 résoudre. Four les é&tudier, il a
souvent fallu développer de fagon considérable des secteurs importants des
mathématiques qui n'avaient rien 2 voir au départ, avec l'arithmétique

La plupart des résultats exposés ici sont tirés des trois
livres :

-[aw] : Hardy and Wright, an introduction to the theory
of numbers, Oxford at the Clarendon Press, ath eédition 1960

en anglais, meis tr2s attrayant et tout 3 fait abordable
(la moitié du livre est accessible & un él2ve de terminale C)

-[BC]: Borevitch et Chafarevitch , théorie dJes nombres,
Gauthiers Villars [967

-[MCJ: Mathématics of computation vol.29, 1975

Ce numéro spécial de la revue Mathematics of computation
rassemble plusieurs articles qui montrent 2 quoi peut servir un ordina-
teur dans la recherche en théorie des nombres.

1) - le théordme de Fermat

Soit n un entier 3 3.I1 n'existe pas trois entiers ¥, y,z non nuls,
tels gque :

n n 1

x +y = zr]l

. Sur son exemplaire des oceuvres de Diophante, Plerre de

Fermat posait ce probleéme en 1637 et écrivait qu'il en connaissait une
solution, mais que la marge était trop petite pour la contenir. De nos
jours, ce probleme n'est toujours pas complitement résolu, bien que de
nombreux mathématiciens l'aient abordé,

Le cas n = 2 était connu de Diophante : {

e 2 2 2

Si l'ona: x +y =z avec
X799, Y70, 270, (x-sYJ = 1,x_pair.
(1'un des deux nombresy ou y doit tre pair, pour des reisons de con-

gruence modulo 4),



2 2 2 2
Alors x=2 ab, y=a -b, z=a +b
ot a et b sont des entiers de parité oppesée, avec :
(a,b) =1 et aybro.
Il v a une bijection entre les paramdtres a et b et la

solution Xy,z.
On trouvera dans [HWJ , ch.XITI, la démonstration de ce

théor2me, Exemples

2 2
a=2, b=1 donne 3 + 42 =5

2 donne 52 + 122 = 132

a=3, b

Si le théortme de Fermat est vrai pour n, il est vrai
a fortiori pour un multiple de n puisque :

an an an

x *Y =z
s'écrit aussi

a.n a.n a.n
(x) + &) =(z)
11 suffit donc de démontrer le théoréme de Fermat pour

n = 4 et lorsque n est un nombre premier impair.

4 Fermat résolvait le cas n = 4 en démontrant que l'équation
« +y =2z n'a pas de solutions non nulles.

Le cas n = 3 fut résolu par Euler qui a démontré que

1'équation 53 & n3 + ;3 = 0 n'a pas de solutions dans 1'anneau Z + jZ ou

j=- % + 1 Ag est une racine cubique de 1'unité.
Dans cet anneau, il y a des nombres premiers et une décom-

position unigue en facteurs premiers. Cette dernidre propriété n'est malheu-

reusement pas générale, puisque dans 1'anneau # + 2 Y10,1es nombres

2, 3, 4 + /Tﬁ, 4 - /10 sont premiers et que 6 = 2.3 = (4 + /Tb)(& - /TB)

] 3

a deux décompositions,

Pour pallier i cet inconvénient, Kummer en 1850 inventa la
théorie des nombres idBaux pour lesquels il y a unicité de la décomposition
en facteurs premiers. Il démontra ainsi que pour tout nombre premier p
régulier, le théor2me de Fermat est vrai.

Les nombres de Bernouilli B sont définis comme les coeffi-

cients du développement en série entiére de Z
e* 1
oo B B 2 B
X A
sl A% § -———{}T- = 1 % + —% x4+ —% o mensa
e¥- 1 n= 1 : 4e

On peut calculer Bn en faisant le quotient des développements

limités dex.par i:ﬁ 1, ou par la relation
1 +k§} ® B, =0 avec(B) = ET%%:;ﬂ
On trouve B! =-%'; 52 = %—; Bq == %ﬁ 5 BG = lj H .
Bs”%;Bm:%E‘ 12;%%‘6;314=%;“°‘”

Tous les Bn, pour n impairs sont nuls 3 l'exception de B1
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Ces nombres servent 3 développer tgxet cotgx .en série entiére :

T o 2n 2 [B9n |
tex. = T = ofN,,2n n
E By o m)L avec Tn 277(2 1} 70 .
- (Tn est un nombre entier}
%20} 2n 2n-
1. n n n—
C Xa — - 1
otg X n=1 2“)! 2 % ) )
2 On peut également exprimer en fonction des Bﬁ la somme des
séries Z ! pour k entier : on a :

1Baf n? (f_;ﬁ 1)

2K 2k =l T
K 29 n=1 n2k

p 3 2 , 4
On a en particulier : E l . _T aE E B
nz! 2 6 oyl 4 90
n n
Cette dernidre formule donne l'ordre de grandeur des BZk
o »
car {2k} = El l?k est une suite décroissante de k, dont la limite est 1.
n=
n

Un nombre premier p impair est dit régulier, s'il ne divise
aucun numérateur des nombres de Bernouilli

Bz, BA"' ..... B

p-3

Le plus petit nombre irrdgulier est p = 37 qui divise
B . On trouvera une table des nombres premiers irréguliers dans [?S]
7 Kummer devait bien penser Etre prés du Sut en donnant son
critére : pﬁur p régulier, le théor&me de Fermat est vrai. Malheureuse-~
ment, 1'étude des nombres premiers réguliers s'av@rait trés difficile. Om
ne rait pas encore s'il existe une infinité de tels nombres. On sait

cependant qu'il y a une infinité de nombres premiers irréguliers.

Depuis Kummer, des critéres numériques ont &té donnés pour
démontrer que le théoréme de Fermat &tait vrai.lorsque p est irrégulier
(cf [FKJ). On a ainsi pu démontrer le thdoréme de Fermat jusqu'd n = 30 000
(ef | MC]) et depuis Wagstaff a poursuivi les calculs jusqu'a 100 000 i
1'Université& de 1'Illinois & Urbana. D'autres problémes sont soulevés par
ces calculs : la répartition des nombres premiers réguliers : On conjecture
que le quotient :l££¥l— du nombre de nomﬁres premiers réguliers< Xxsur le
X g N

nombre total de nombres premiers $x tend vers Ve = 0,61 lorsque xtend vers
1'infini On &tudie aussi 1l'index d'un nombre premier irrégulier : c'est le

nombre de nombres de Bernouilli qu'il divise. Ainsi 491 qui divise B

} 292
B s, et B pour index 3.
336 338

“'Cas simplifié

- = zP n'avait pas de
solution x,y,z telle que p ne divise pas X,y,z sauf si :

zp_ 2 ’

On a pu démontrer que l‘équation;x? + yp

1
= 1 mod p
Le petit théoréme de Fermat affirme que 2P~!

, E | mod p
Modulo p » c'est vrai pour p =

1093. La encore c'est un probléme bien dif-
ficile que d‘étudier cette congruence.
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“~Conjecture d'Euler

Aprés avolr résolu x3+y3=23, c'est-d-dire montré gqu'un

o , 7 . - i

cube ne pouvait &tre une somme de 2 cubes, Euler avait con]ecture qu'une
ig ‘igme
puissance '™ ne pouvait £tre la somme de (n-1) pulssances n ‘

L' ordlnateur a mis fin d cette conjecture en donnant H
144 = 277 + 8% + 110° + 133°

Mais est-ce le seul contre exemple ? et sinom, comment sont distribués les

autres contre exemples T

le théoréme des nombres premiers et 1'hypothZse de Riemann

Euclide a dé@montré qu'il existait une infinité de nombres
premiers, par la démonstration encore utilise de nos jours. §'il n'y en
avait qu'un nombre fini Pys Pyrvensn Pys on considére N = P,Py--r-Pp +.1 3
ou bien N est premier et plus grand que P s Ou bien N a un facteur premier
plus grand que Py -

En 1808, Legendre &crivait : "Quoique la suite des nombres
premiers soit extrémement irrégulifre, on peut cependant trouver avec une
précision trés satisfaisante, combien il y a de ces nombres depuis |

jusqu'ad une limite donnée x. La formule qui résout la guestion est :
y = =
log x - 1,08366
legx étant un logarithme hyperboligue”

Legendre avait basé cette conjecture sur 1'étude des tables
de nombres premiers.

Dirichlet a démocntré que dane toute progression arithmétique

"an + b, avec a et b premiers entre sux, il ¥ 2 une infinité de nombres

premiers. Le raisonnement d'Euclide s'adapte 3 certaines progressions comme
4n + 3 ou bn + 5 (cf.[HW] , ch.2), mais pas & toutes et le théoréme de
Dirichlet est plus profond.

On note habituellement 4{x} l2 nombre de nombres premiers
$.x . Tchebychev démontra qu'il existait deux réels A et B vérifiant

0<¢ A< 1< B tels que :

T
1ng ¢ T < 1ogx

Pour obtenlz la majoration, il considére le coefficient
o (m + 1)}
du bxnomﬂ M _TTTEI"")! Comme M intervient deux fois dans le dévelop
pement de
- .
R ETD g awi R

Maintenant soit q,....,¢.al les nombres ptzmlers apparte=

nant i ]m + 1,2 m + 1] Onak= 5{Zm+1) =1 (m + 13,

D'autre part le produit Qyeeceady divige M et on a ;

k 2
) <q]q2o....qk(2m
'on tire

™ (2m + 1) - w{m + 1) ¢ fzéloﬂ i i)
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On démontre alors par récurrence sur n, la formule

: w(n) ({%. ) s ]
En utilisant des combinaisons plus compliquées :
%! (x/30) 1 '
(x/2)(x/3) | (x/5)

pour x multiple de 30, Tchebychev rgsserrait autour de | les constantes

A et B et démontrait que pour x) X, on avait :

6 X
l.c)gx<'ﬁ(x)("5_a Tog x
2lf2 311'3 51!5_
avec a = log 7350 = 0,92129. En améliorant tes techniques,
’ 30

il pensait bien arriver 3 montrer que n(x) ~ T%:g_x' Malheureusement ce n'é-
tait pas possible.

Tcheﬁychev démontra le postulat de Bertrand : pour tout
x réel 1, il y a un nom'l-are premier entre x et 2 x.

Riemann introduisit la fameuse fonction [ d&finie par

1 5
£ (s) = :)':Fl ;s pour s € LRegsiz 1.

Cette fonction est liée aux nombres premiers par la for-

mule : L (s) = 'E . : — pour Re(s)y | '
P premier

'UL'-'
@

Cette formule montre qu'il y a une infinité de nombres
premiers : en effet, pour s = 2, s'il y en avait un nombre fini, le pro-

duit = serait fini et ¥ (2} serait rationmel. Or, on a vu que C(2)-—“——

6
qui n'est pas rationnel,
On peut donner un sens 3 § (s) pour O( Re { s){l.
I (1 )n ,
La série £ (s) = n;}i s @St convergente pour s réel=0
n

par le critére des séries alternées et pour s complexe, Re (g7 0
par le théorZme d'Abel, Dans la somme Z(s) + £(s) les termes pairs
¢'ajoutent, les termes impairs s'en vont et 1%on a :

C(sj-’-f(S)-Zz I Z(s)
k=l  (2)° 2%

d'oll pour & ¥ 1 , t(s) = £(s) /(Is,_] - l)
2

On a 1i )
alim gy e
8 -1
Hadamard et De La Vall&e Poussin démontrait simultanément
en 1896 le théoréme des nombres premiers (i-e 1im KX log x _ 1.

X
Ile montraient'd'abord qu'il &tait &quivalent ’a‘?:;tem* Z(l + it) # 0
puis démentraient ce dernier résultat.
L'8tude des "zéros" de la fonction £ est donc importante.
On peut montrer que dans la bande O(Re (g<¢1, ils sont placés symétrique-—

- 1
ment par rapport 3 la droite x = 7 - L'hypoth&se de Riemann dit qu'ils sont



tous localisgds sur cétte dreite. Ils sont aussi placds symBtriquement par
rapport & l'axe rdel (i (§) = ¢ (g). Le premier zéro est % + 14,1 aaois
On a ealculd (ef. [MC]) les zéros de [ (s) dont la partie imaginaire est
inférisure 3 | 894 438, Il vy en a plus de 3 millioms et demi, tous situés
sur la droite x = % .

En 1950, Erdes et Selberg donnait une autre démonstration
du théoréme des nombres premiers, dite élémentaire, c'est-2-dire n'utili-

gant pas la théorie des variables complexes.

Nombres hautement composés

da(n)
g

Un entier n aest dit hautement composé (h.c) s'il a plus -
de diviseurs que tous les nombres qui le précddent. Soit d (n) le nombre
de diviseurs de n, cn’'a :

n h.oc (=} a¢a =ldlm)<¢ d(n)
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& 5 'y N & " &

T 2 3 4 5 s <+ 8 9 10 11 1z 13 14 15

Lea nombres h.c sont les nombres qui ont une vue jmprenable
gpur -2 2 4, 6, 12.
5i n & pour décomposition en facteurs premiers
2 "
N =Py Py od
Py Py P,

81 B,
Un diviseur d de n s'écrira d = Py ie.. By BVEC 0g 51 £ %

11 y & donc (& + 1) choix possibles pour 51,...( o * 1}
choix possibles pour g, et on a donc :
d (n) = (ul + 1) (52 Wi {c:k + 1)
L'étude des nombres hautement composés est lide & 1'étude
de : max dl{n). Ce dernier prebléme se met sous la forme d'um probléme
& )
d'op;i.misgti%n en nombres entiers :
Trouver des entiers xi'?o tels que :
X
% l.k?g 2{+leog 3 b +-klog Py R £ log g
x 1
mame.ng ?(1+1}+log(2+-)+ +o.ie. * log ¥, 4 1)+...:]

olt Py déspigne ie k idme mombre premier,



Les problémes d'optimisation en nombres entiers interviennent
en Recherche Opérationnelle A des fins militaires ou commerciales. Et, {'ai
en la surprise de voir que- les méthodes d'études des nombres h.c, que je
croyais enfermés dans un domaine abstrait et inutile, pouvaient gervir 2

résoudre des problémes trés concrets,

Voici quelques conclusions que l'on peut dégager de ces

exemples
' - un probléme n'est jamais complétement résolu,

- en théorie des nombres, il a toujours été utile de faire
des calculs, de construire des tables pour en déduire des conjectures. Les
ordinateurs facilitent et amplifient.cette méthode,

- quand on ne sait pas résoudre un probléme, on tourne
autour en le généralisant ou en le restreignant, en le modifiant pour
tenter de l'abattre,

~ les discussions sur un probléme sont tras utiles d'od
la nécessité des congrés, des rencontres, de 1l'enseignement de nivean
3ema2 cycle.

- il peut paraitre sécurisant de penser que des gens s'in-

téressent au théoreme de Fermat. Mais l'expérience a montré (éventuellement
3 long terme) que ce genre de travail pouvait développer la recherche

scientifique dans bien d'autres secteurs,

- dans un récent article (13 octobre 1976) sur la Recher-
che Scientifique en France, "Le Monde" mentionnait : "Le chercheur est un
8tre un peu & part qui s'amuse de choses qui n'amusent pas les autres".
11 me reste 3 souhaiter que les professeurs que nous sommes sachent communiquer

3 leurs élives.le gofit de s'amuser avec les mathématiques.
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ACTIVITES GEOMETWRIQUES

par J. TOUILLET
(CES de PARTHENAY)

Les &ldves de 4&me ont plus de difficultés 3 opérer dans un
ensemble infinl que dans un ensemble fini. Les activités de construc-
tions géométriques constituent un support appréciable pour &laborer
des concepts, -

Les €léves de 4éme prennent contact avec le vectoriel, il
serait ambicieux d'espdrer qu'ils acquigrent la nction d'espace vec-

toriel, mais on peut essayer de construire avec eux un embryon,

Dans un ensemble de bipoints dont 1'image géométrique est
E q

finie, on Etudiera la relation d'équipollence et les translations.

Un vecteur est une classe d'é&quivalence de bipoints équipol-

lents ou un vecteur est le graphe d'une translation.

La figure de base est un parallélopramme pour lequel on se
donne deux programmes de construction ; si on peut, on démontrera

1'équivalence des deux programmes.

1°) (A, B, C, D) est un parallelogramme si {AB , CD} et

{BC , DA} sont 2 paires de paralléles de direction différentes.

- le tracé peut se faire sur feuille blanche avec ragle et
équerre,
- ou sur papier quadrillé en comptant les carreaux, les é&la-

ves ont fait en 5&me des translations sur quadrillage.

2°) (A, B, C, D) est un parallélogramme si (AC) et (BD)
ont méme milieu ; la régle avec point milieu est assez commode dans
ce cas.

8i 1'on a 2 points (A,B), combien a-t-on de bipoints ?
Ce n'est pas trés intéressant, on y reviendra plus tard,

51 1'on a 4 points (A, B, C, D) tels que (4, B, C, D)
soit un parallélogramme, on peut rechercher les bipeints, les &ldves
ont vu le preduit cartésien en 58me. 10 bipoints c'est impressionnant,

mais on va les classer.
A B {(4,4),(B,B),(C,0),(",D)} on peut dessiner des boucles.

{(a,B),(D,0)} {(4,0);(B,C)} c'est une conséquence immédiate

D C de la définition de 1'équipollence.

{(BA) , (cD)} {DA , CB}. Il reste encore 4 bipoints i caser ;
(AC) est seul parmi les équipollents 3 (A,C) ; mfme situation pour
(B,D) et leurs symétriques viennent compidter l'ensemble fini des 1V

bipoints.



On peut placer 3 cOté de ce parallélogramme un autre tel

que B soit milieu de (AE) et C milieu de (D,P)

Les classes d'@quivalence s'enrichissent, les représentants

F
du vecteur nul sont les plus nombreux, Il devient intéres-—
e e —_— —
sant de coder les classes d'équivalence, avec AB et AD
E on peut réaliser ce .codage.

—_— — —s — —_ —

AB ; ZAR ; -AB : -2AB ; AD ; -AD

On pourra dénombrer les vecteurs qui ont des représentants
de ce petit dessin. On aura envie de 1'agrandir, de voir un peu plus
loin si la méthode d'exploration peut &tre étendue, 1'idée de vecteur

est en train de se former.

Translation sur un quadrillage construit 3 partir du paral-

l1élogramme (A, B, C, D)

T D est milieu de (A,E)
B est milieu de (4&,F)
C est milieu de (B,H) et (D,G)

TG ~ EH = {I}

La translation tig est une fonction définie par t(KE)(C) =G
signifie : les bipoints (AB) et (CG) sont équipollents.

Eerire le graphe de tIﬁ dans cet ensemble fini est assez fa-
cile et méme intéressant.

9“;1;3 = {AB, BF, DC, CG, EK, HI}

Certains points n'ont pas d'image dans 1'ensemble volontai-
rement limité que nous avons construit ; certains points ne sont 1'i-
mage d'aucun point de notre ensemble choisi. Si on veut 1'image de

E ou de I pour Ly om peut la construire.

L'activité de dénombrement des translations qu'on peut repré-
senter dans ce petit quadrillage s'appuie sur le dessin et enctraine une
certaine réflexion. Je crois que les &ldves &prouvent une certaine sa-

tisfaction de trouver les 25 translatioms.

8i on comstruit un réseau 3 10 points, le nombre de bipoints

devient 250 ; combien pouvons-nous figurer de translations ? L'espoir

d'arriver & les trouver toutes est assez motivant.

Maintenant on peut sans doute aborder le calcul vectoriel,
sutr réseau tout fait qu'on trouve chez le marchand de papier quadrillé,
ou bien en le faisant soi-méme sur papier blanc avec des crayons de

couleur.
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BIOLOGIE, MATHEMATIQUE ET 10 7 PAR SUZANNE PIGE

Novembre 1975, les 23 éléves d'une classe de 6éme et leur professeur de biologie
visitent une ferme, centre d'intérét : les 42 vaches laitiéres.

Les &léves enregistrent au magnétophone les réponses du fermier dont beaucoup
de donpées numériques.
Décembre 1975, les 23 éléves et leurs professeurs de biologie et de mathématique
se retrouvent pendant deux heures en salle de biologie.

1- Au magnétophone "la ferme a 120 hectares".

Des &léves savent, l1a plupart n'ont qu'un trés vague souvenir des unités d'aire,
2lors on travaille cette question oralement et au tableau.

"Un hectare, c'est grand ?" demande une élzve.
Les &l&ves entreprennent alors de mesurer la longueur et 1a largeur de 12 salle ;
différentes méthodes sont employées par les éléves : le métre de bois {le zéro
n'est pas a une extrémité !), Tes enjambées ou les pas (quelle en est la régulari-
té ?), compter les carreaux (il y a des joints !), on recherche les résultats
“les plus précis”. _

Une &l&ve demande & aller au tableau faire le calcul d'aire : elle ajoute
longueur et largeur...

Nous distribuens & chaque &léve une fiche :

Unités d'aire 3 _
dam™ m dm cm

ha

ca

- La ferme vue & Ballan a une superficie de 120 ha, convertis ce
nombre en mZ : ....

- En supposant que le terrain de cette ferme ait la forme d'un rectangle
de 1 km de largeur, quelle serait sa lonqueur en km ? ...

Pour quelques éléves c'est trop difficile.

- 2- Nous distribuons a chaque éléve la "fiche de Gélatine™ 1'une des vaches

laitidres de la ferme.:
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-—,Descendants, ascendants, images, antécédents, que de mots !
- Gélatine est née en 1970
Kabylie est née en 1974
On recherche alors 1'3ge des vaches, taureaux et veaux nommés dans la fiche,

et aussi 1'age des chiens du voisin..

les &léves découvrent une bijection.



Les él2ves essafent de mieux suiyre la vie de Gélatine, lecture des dates sur

1a fiche et représentation graphique :

2
La vie de Gélatine & la ferme de Ballan
A ]

lll Ll IJ_ 1Al.l l|l_.\.lJll|lllll‘l!lllllilll‘ ------ llll\i
Q

v ™
i -
) -

3- La production de lait d'une vache laitidre, nous distribuons les graph1ques

de chaque lactation &tablis par le fermier
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‘Tableau, diagramme, “"courbe",

les questions ne manquent pas

Tes deux heures se terminent.
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Le lendemain, pendant 1'heure de mathématique, nous reprenons la question de
1'alimentation des vaches sous 1'aspect "quantité" :

Alimentation des vaches : 45 kg par jour et par vache.
en- 1 jour 1 mois 6 mois _
farine 2 kg kg kg
ensilage kg
de 20 kg kg
Pour 1 vache maTs t
foin . 3 kg kg kg
ensilage ’ kg
g 20 kg kg
herbe t
en 1 jour 1 mois 6 mois
kg © kg
farine kg
E t t
ensilage kg kg - kg
de :
Rour 42 vaches mais t ot t
kg kg
foin kg
t t
ensilage kg kg kg
dl
herbe t t -

On parle volume, masse, rapport de la masse du corps & la masse de nourriture
par jour...
Nous n'avons pas le temps d'épuiser le sujet.

Seul 1'aspect mathématique a &t& retenu dans ce bref compte rendu.



NOUVELLE ME"I_'FDDE DE RESOLUTION DES PROBLEMES
DE LA SCOLARITE OBLIBATNIRE

ROGERIE (ST-JUNIEN-Haute-Vienne)

En réponse 4 l'article de F. ROYOUX
du PLOT n° 1, une présentation de la méthode
d'enseignement des mathématiques par la vote
expérimentale par wn pionnier de la recherche
pédagogique et le doyen de L'A.P.M.E.P.

Cette méthode donne la possibilité a chaque enseigné
de construire un savoir mathématique 3 sa mesure qu'il comprend
parfaitement et sait utiliser soit pour résoudre des probl2mes nou- -,
veaux, soit pour l'insérer dans un savoir d'un niveau supérieur A
1'aide de ses réflexions inductives portant sur le savoir déja ac-
quis par la méthode précitée,

Avant de présenter avec plus de p;écision cette mé-
thode, 11 est intéressant de se reporter 3 l'article de F. ROYOUXy
Aux cours de ses réflexions trés pertinentes sur les problémes de
compréhension des mathématiques, F. ROYOUX fait mention de trois métho-
des principales de présentation du savoir mathématique :

a) la méthode d'induction guidée

b) celle de déduction programmée, et

c¢) la méthode de déduction,

Apres avoir indiqué en quoi consiste chacune d'elles,
11 en apprécie l'efficacité par rapport aux exigences de l'enseigne-

ment des mathématiques.
A ce sujet, il se place aux points de vue suivants :

solidité du savoir mémorisé, présence de la phase de synthese et
d'une théorie de 1'exercice d'application, renforcement des procédés
opératoires, maltrise de l'obstacle linguistique, passage des ma-
thématiques A la physique, transfert d'un apprentissage d'un domaine
culturel A un autre, comparaison des réflexes donnés par une forma-
tion dans laquelle domine l'imitation et des réflexes donnés par une
formation dans laquelle se manifeste la libre initiative de 1'en-

seigné,

# PLOT n° 1 page §.
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Sur tous ces points, de grande importance, F. ROYOUX
pense qu'il y a souvent insuffisance et meme parfois carence des
trois méthodes dont il fait mention, I1 écrit "on le veoit pour nous
les exigénces de l'enseignement des mathématiques sont multiples et
la synth2se ne nous parait totalement réalisfe dans aucune méthode pé-

dagogique actuellement utilisée’.

Lz sévérité des critiques de F. ROYOUX & 1'égard des
trols méthodes actuellement les plus pratiquées pour présenter le
savoir mathématique ne me paraissent nullement excessives..ﬂien au
contraire. Il est en supplément d'autres exigences de cet enseigne-

ment auxquelles aucune des frois méthodes précitées ne satisfait :

Cet enseignement devrait en effet munir chaque enseigné :

1°/ de formes de connaissances & sa mesure qu'il sache
utiliser soit pour résoudre les problémes pratiques dont les solutions
peuvent atre déduites de ces formes | soit pour insérer ces formes dans
d'autres d'un niveau supérieur, et

2°/ de méthodes de recherche de la solution de problémes
nouveaux. '

Sur ces deux exigences, le pourcentage d'él2ves chez
qui elles ne sont pas satisfaites, déjz apparent au CE, va creissant

avec la poursuite de la scolarité.

Ces deux exigences ne peuvent 2tre satisfaites que par
une nouvelle méthode d'enseignement qui serait d'abord expérimentale
et inductive ensuite avant de pouveir 8tre déductive,

La méthode d'induction guidée marque 3 ce sujet un
changement heureux souligné par F, ROYOUX, Cette wéthcde rompt; en
partie, avec les méthodes traditionnelles trop exclusivement déduc-
tives et parfois dogmatiques. Elle introduit le phénoméne induction
comme facteur de 1'acquisition du savoir mathématique, Mais la rupture
reste incompléte et tardive. Dans le processus de la gen2se naturelle
chez 1'enseigné des connaissances générales exprimées selon le sym-
bolisme mathématique, la phase inductive de ce processus se situe au
4eme rang, La 38me phase est celle de la résolution par la voie expé-
rimentale effective, simulée ou seulement imaginée d'ensembles de
problames de la méme élasse, Chacun de ces problémes fournit une re-
lation : celle qui permet de passer des données de chague probléme
a4 sa réponse, Par ses véflexions inductives, le chercheur tire de
l'ensemble des relations particulidres fournies par les solutions des
problimes précités, une relation géndrale valable pour résoudre tous
les problémes de la classe considérée, La phase déductive du processus

de génldse naturelle se situe donc su 5&me rang de ce processus,



La démarche qui constitue la génése naturelle des con- 23
naissances générales n'est pas respectée dans la méthode d'induction
guidée (du moins telle que cette méthode est présentée par F. ROYOUX).

L'activité inductive des enseignés par cette méthode,
au lieu de porter sur des connaissances acquises par la voie expéri-
mentale porte sur des formes de connaissances qu'ils ont acquises
par des méthodes plus ou moins déductives ou méme, en partie, par la
voie dogmatique, De telles connaissances n'ont pas été construites et
formulées librement par ces enseignés 2 partir de réalités expérimen-
tales vécues par eux, En raigon de leur mode d'acquisition, ces cdon-
naissances dans l'entendement des enseignés restent plus ou moins
entigrement coupées de leur signification concréte,

Elles sont plus ou moins sans liaison suffisante, 2 la
fois, avec les réalités expérimentales qu'elles représentent symboli-
quement avec les situations concrétes dont elles ont &cé primitive-
ment tirées comme avec des situations analogues dans leaquelles elles

trouveraient leurs applications.

Faute de cette liaison impliquant 1'expérimentation vécue
et la libre expression des résultats de cette expérimentation, le savoir
mémorisé de l'enseigné instruit par la méthode d'induction guidée consti-
tue pour lui un monde 2 peu prés clos : celui des symboles mathématiques.

La connaissance de ce monde lui permet bien de ré-

soudre certains problémes par des combinaisons linguistiques heureuses,
mais dont il ignore au moins la totale signification dans le domaine
du sensible, Cette ignorance au moins partielle rend impossible a la
fois la complidte compréhension de ce savoir et son utilisation dans

tous les domaines dans lesquels elle peut 1'2tre,

En définitive, si l'on se place dans 1'optique de la
nécessité d'une liaison établie dans 1'entendement de 1l'enseigné entre
son savoir et la signification de ce savoir dans le domaine du concret,’
la méthode d'induction guidée ne satisfait pas suffisamment 3 cette
exigence de l'enseignement des mathématiques.

Cette exigence cependant est d'une importance capitale
puisque sans cette Tiaison le savoir mémorisé de 1'enseigné ne peut 2tre
qu'imparfaitement compris et appliqué, 2 des fins pratiques, Sans

compter que son apprentissage apparait particulirement rebutant.'.

Pour ce qui concerne les deux autres méthodes de présen-
tation du savoir mathématique dont fait mention T. ROYOUX

- celle de déduction classique et

- celle de déduction programmée
la liaison précitée est encore plus mal assurée, Seuls les problémes

résolus par la méthode expérimentale permettent d'établir & coup siir



la liaison relative aux domaines du concret dans lesquels ces problemes

ont été pris. Avec les trois méthodes précitées pour un pourcentage d'éleves
qui va croissant avec la poursuite de leurs études, aucune liaison totale
ne s'établit, Dans certaines classes de 4&me et de 32me, au monent ol

les nouveaux prﬁgrammes vy ont été appliqués selon les méthodes tradition-

nelles ce pourcentage, d'aprés les maitres de ces classes voisinait le .

95 %.

Parmi ]'ensemble des enseignés chez gui cette lialson est
absente, il est possible de distinguer plusieurs sous-ensembles non
disjoints d'enseignés :

a) le sous-ensemble de ceux quli ont refusé les formes
de connaissances générales qui leur sont présentées les trouvant incom-
préhensibles, sans signification

b) celui des enseignés qui ont opposé & cette présentation
des réactions d'ennui, de découragement et méme d'hostilité,

c) le sous-ensemble de ceux qui ne sont pas parvenus 2
mmoriser le savoir qui leur a été présenté et

d) le sous-ensemble de ceux qui les ayant mémorisées

sont incapables de les utiliser.

Face & tant d'échecs, un changement des programmes ne saurait
suffire, Les changements de ﬁrogrammes qui se sont multipliés ces derniéres
décennies en sont la preuve, Il faut procéder & un changement des méthodes
actuellement pratiguées,

I1 faut avoir recours 2 celles qui &tablissent dans l'en-
tendement de chaque enseigné une liaison durable entre le savoir mémorisé
d'une part et d'autre part les réalités expérimentales gque ce savoir re-
présénte symboliquement, ainsi qu'avec les situations concrétes dans les-
quelles ce savoir peut &tre puisé ou appliqué,

Cette liaison doit etre & double effet. Par le premier
effet, le savoir doit ramener 2 la mémoire de l'enseigné 2 la fois les

réalités expérimentales et les situations concrétes précitées, Par le

deuxiBwe effet réciproquement le centact de 1l'enseigné avec ces situa-
tiong cdoit ramener & saﬁ%émoire le savoir qu: s'y rapporte.

Par ces deux effets, ce savoir d'une part se conserve
et tend méme 3 s'enrichir, d'autre part il est correctement utilisé
soit pour résoudre par des réflexions déductives de nouveaux problémes
soit en s'insérant dans un savoir d'un niveau supérieur par des réflexions
inductives.

Une longue expérimentation entreprise vers 1925 poursuivie
jusqu'3d ce jour, ayant portée sur des sujets d'Ages, de potentialités et
de niveaux culturels trés différents et sur moi-méme m'a douné la quasi
certitude que la liaison plus haut mentionnée s'&tablit d'elle méme
lorsque .le sujet construvit et formule lui-méme son savoir mathématique
d partir de connaissances fournies par la résolution des problémeé'par

la voie des manipulations raisonnées portant sur un matériel adéquat.



25
fig.

1

25

Ces manipulations sont d'abord titonnées. C'est ainsi que
pour obtenir la 1ongueur du c6té du carré dont l'aire vaut 25 cmz, le
debutant prendra 25 cm (fig. 1) portes chacun par 1'une des faces
d'un cm3 et les agencera de fagon & former une plaque carrée (fig. 2).

Les réflexions faites au cours de ces t3tonnements ont
pour objet d'orienter les manipulations vers 1l'obtention de la plaque
carrée,

Ces tAtonnements sont constitués par une

suite de .réflexions et de manipulaticns en-

NN

chevétrées. Dans cette suite chaque manipula-

fig, 2 . - ” ’
& tion suggére une réflexion concernant la

manipulation 3 effectuer pour progresser

vers le but visé. La validité de cette

réflexion est infirmée ou confirmée expé-
rimentalement par une nouvelle manipulation. Il s'agit domc bien a"un
ensemble de manipulations et de réflexions associées gqui constitue une
démarche orientde vers un but précis. Cette démarche est ume manifesta-
tion de 1'activité de raisonnmement. Les raisonnements tenus ne sont ni
d'ordre inductif, ni d'ordre déductif car ils ne font passer celui qui
les tient ni d'un niveau d'abstraction inférieur 3 un niveau supérieur
ni d'un niveau supérieur & un niveau inférieur. On peut les désigner
par raisonnements expéri mentaux . Comme 1'argumentation qu'ils permettent
de soutenir ne saurait exister sans les t3tonnements qui accompagnent
ces formes de 1'activité de raisonnement , on peut lier & ce mode d'ac-
tivité intellectuelle la notion d'assistance. Nous dirons donc dans cette
premisre phase de la recherche de la solution d'un probléme par la voie
expérimentale , qu'il s'agit d'un raisonnement expérimental assisté par
des manipulations td3tonnées,

La solution du probl3me de la détermination du c8té d'un
carré formé avec 23 cm2 est une solution concréte. Son exactitude est
fonction de celle du matériel emplovEe. La réponse du probléme envisagé
est donnée par la mesure du cdté de la plaque carrée représentée par
la figure 2. On saura bien par cette mesure que ce cBté vaut aux environs
de 5 cm ;'mais i1 sera difficile de choisir entre deux limites telles que
4,9 et 5,1 cm. La certitude que la longueur du coté du carré formé avec
25 cm2 est bien 5 cm sera donnée par la deuxiZme phase du processus de
genése commence avec les titonnements. Ce processus 3 son terme doit

aboutir :

d'une part & la régle classique d'extration de la racine
carrée d'un nombre

- et d'autre part aux notions de nombre carré parfait et de
nombres irrationnels.

I1 s'agit donc d'un processus qui pour &tre parcouru par
chaque enseigné selon la méthode d'enseignement des mathématiques par
la voie expérimentale exige plusieurs années scolaires. Il en est de
méme des autres processus. Leurs premi2res phases sont du domaine du

C.P. et méme parfois de celui des écoles maternelles. Leurs dernikdres phases
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sont atteintes seulement au niveau de la 3&me. Cette.caractéristique de
la méthode d’enseignement des mathématiques par la voie expérimentale
permet de mettre fin aux divers cloisonnements qui séparent actuellement
les différentes classes d'un méme établissement ainsi que le primaire du
2éme degré,

Nous avons vu que par l'expérimentation tAtonnée on aboutit
nécessairement & une solution concrate qui permet seulement une réponse
approchée{ mesure de la longueur du cdté du carré construit - fig.2).

La réponse mathématique correspondant a 25 cm2 idéalement réalisés et mis
en place par des manipulations méthodiques est donnée par. la description
de 1'éveénement mathématique qui serait obtenue par ces manipulations
méthcdiqﬁes_portant sur les 25 cm2 précités. )

Quant aux manipulatione méthodiques le chercheur parvient
2 les trouver par la répétition des manipulations titonnées. Elles sont
constituées par un cheminement raisonné parfaitement déterminé et mémo-
Tisé par l'enseighé. C'est la description de ce cheminement raisonnée
qui constitue la solution mathématique du probléme cherché, La description
de l'éveénement mathématique réalisé par le cheminement raisonné tiré
des manipulatiomw méthodiques n'est pas formulé dans le langage du mathéma-
ticien. 11 l'est dans le langage courant assorti de nombres naturels et

précisé par un graphisme si c'est nécessaire,

Ce mode de langage, dans la méthode d'enseignement des mathéma-
tiques par la voie expérimentale constitue la forme de départ du langage
opératoire de l'enseigné qui le modifiera librement en y incorporant les
autres catégories de nombres et en réduisant la place occupée par les ter-
mes du langage usuel. Ainsi se frouvera surmonté 1'obstacle du langage si-
gnalé par F, ROYOUX.

Cette méthode d'enseignement reste inchangée quelle:c que soit
la discipline expérimentale ou la technique pratique qui lui fournit les
les problémes 2 résoudre, Dans tous les cas la recherche de la solution
de tout probléme nouveau peut donner lieu au méme processus de manipulatioen
et de réflexions enchevétrées,

A ce point de wvue cette méthode £'inscrit comme un élément d'une
pédagogie de 1la transdisciplinarité,

Son mérite essentiel est comme je 1'ai déja dit qu'elle munit
chaque enseigné a la fois

a) de formes de connaissance 3 sa mesure qu'il sait utiliser
soit pour résoudre les probleémes dont les solutions peuvent 2tre déduites de

ces connaissances, soit pour insérer ces formes dans d'autres d'un niveau

. éﬁpérieur et qu'il saura également utiliser de la méme fagon et

b) de techniques expérimentales qui lui donneront la possibilité
de rechercher la solution de problémes nouveaux et d'accroltre son savoir
par lui-méme,

Par cette possibilité la méthode en question devient un
élément non seulement d'une pédagogie pour la formation imtiale mais aussi

pour la formation continue,



PASCAL ET LA PREMIERE PROCEDURE RECURSIVE

par M. CAUSSE
(Lycée de SAINTES)

On connait la correspondance de Pascal & Fermat au sujet du
célébre PROBLEME des PARTIS : soit A une somme a partager entre deux
joueurs avec la résle suivante : dés que l'un d'eux a gagné N coups,
il emporte toute la mise, Commenr partager cette mise proportionnel-
lement d la probabilité qu'ont respectivement les joueurs X et Y,
s'ils ont respectivement gagné x et y parties - X et y respecti-

vement inférieurs & N.

Ce probléme est de grande valeur épistémclogique. Pour la
premiére fois, on y voit mettre en oeuvre les régles d'une MESURE de
la probabilité. Qu'on rattache cette notion, d'une part aux spécula-
tions des Jésuites sur la probabilité du Salut, dans les "Provinciales',
d'autre part & celles de Pascal lui-méme dans son célZbre pari : celui-
ci, en quelque sorte, rattache 1'"espérance du salut" i une espérance
mathématique, non nulle pour les croyants... Nous avons donc ici un bel

exemple, parmi d'autres, de découverte scientifique dont 1'origine se

rattache aux réflexions métaphysiques de 1'inventeur.

La découverte des procédures récursives, en tant qu'elles gé-

néralisent le raisonnement par récurrence, permet d'analyser avec plus
de précision qu'autrefois ce qui a2 pu faire 1'objet de la controverse
entre Pascal et Fermat. Il y apparait méme que, contrairement & une
opinion répandue, Fermat s'érait trompé. Il s'était trompé sur le pro-
bléme & trois joueurs, puis s'est corrigé, jusqu’'d retrouver les résul-

tats numériques de Pascal.

La solution de Pascal est d'une extréme simplicité : soient
%x,¥ , les acquis respectifs des joueurs. Au coup suivant, on peut avoir
soit (x+! , y), soit (x , y+l1}, avec des chances égales si le jeu
est équitable, La probabilité qu'a X da gagner est donc également té-
partie : la moitié de la nrobabilité relative & (x+l , y) s'il gagne,
plus la moitié de la probabilité relative 4 (x , y+l) s'il perd.
S1 1l'on renouvelle les coups, l'un des acquis atteint nécessairement

la valeur N, et le calcul se fait de proche en proche :

]

A
]
H2.(P(x+1 , v) + P(x , y+1))

PQOLY)
P(x,N)
51 (N-x)(W-v) # 0 P{x,v)
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C'est la définition d'une procédure récursive ; elle s'étend

immédiatement au cas de trois joueurs, et davantage

P(N,v,z)
P(x,N,z) =

A

P(x,y,N) =0

Si (H-x)(N-y)(¥-2) # 0
P(x,y,z)

1/3 . (B{x+l,y,z) + P(x,y+1,z) + P(x,y,z+1))

La réalisation est trés simple sur un ordinateur 3

récursif, LSE par exemple :

1*RECLE DES PARTIS DE PASCAL POUR 3 JOUEURS
2 PROCEDURE &P¢A,R,C) LOCAL CsL.A

3 51 (3=A)=0 ALDIS RESULTAT a7
4 81 (3-T)=0 ALORS
§ 81 (3-C)=0 ALORS

SULTAT O

SINON

langage

SINON ALLER EN 4
RESULTAT 0O SINON ALLER FN 5
* ALLZR ExN 6

6 RESULTAT (2P(A+1,0,C)+2P(A:+1,0)+LP(A,;B,C+1)2/73

8 LISF ¥,Y,Z

10 D=8B(Y,YsZ)ESP(YsZs XI5 F-2P(ZrKsY)
12 AFFICHER
13 AFFICHER
14 AFFICHRE
15 TERNINER

2

On véririe bien, pour A =27 , x =2 ,y=z =1,

tition 17,5,5 donnée par Pascal dans sa lettre & Fermat du

Ce qu'était la solution de Fermal, on peut le conjecturer
d'aprds ce qu'en dit Pascal :

"J'ai i vous dire que ce parti pour deux joueurs, fondé sur
les combinaisons, est trés juste et trés bon ; mais que s'il y a plus

de deux joueurs, il n'est pas toujours juste,.."

On peut en effet donner la formule suivante, pour le joueur X:

a) PH(x,y) = PN-y(x-y , 0) (X a l'anvantage sur Y)

Hex—1 N-x-1
1 ! N-x 1 "N-x+l
b} PN(X,O) =t Tttt R ey L +
2 2 2
N—x=1
n 1 IN—x=2
2 22N—x—2

Que Fermat se soit rendu aux raisons de Pascal résulte de la
lettre suivante de Pascal, du 27 Octobre 1654

"yotre lettre m'a parfaitement satisfait. J'admire votre mé-
thode pour les partis, d'autant mieux que le 1'entends fort bien ; elle
est cntiérement vBtre, et arrive au méme but facilement. Voila notre
intelligence rétablie".

"Mais, Monsieur, si j'ai concouru avec vous en cela, cherchez
ailleurs qui vous suive dans vos inventions numériques, dont vous m'a-
vez fait la price de m'envoyer les énoncliatioms. Pour moi, je vous con-—
tesse que cela me passe de bien loin ; je ne suis capable que de les

admirer..."

la répar-

24 Aolit 1624,



On pourra essayer .de donner une formule résolue pcur P{x,y,2)...
I1 n'est déja pas facile de construire un programme itératif sur calcu-
lateur programmable sans piles de mémoires et lanpage récursif pour le
parti entre deux joueurs — ou, ce qui est 8quivalent, pour le calcul
des combinaisons C{n,p) par la formule du triangle arithmétique

C(n,p) = C(n-1,p) + C(n-1,p~1).

Or Pascal a eu parfaitement conscience de la supériorité de sa
méthode : (du 24 Aoit)

" ..Je ne me fondais pas tant sur cette méthode des combinai-
sons, laquelle n'est pas en son lieu en cette occasion, comme Sur mon

autre méthode universelle & qui rien n'échappe, et qui porte sa démons-

tration avec soi, qui trouve le mdme parti pr&cisément que celle des

combinaisons”.

11 est aisé de voir en quel point exact se situe la dif-

férence des deux points de wvue. ai 1'on applique la formule de récur=

rence du triangle arithmdtrique & une fonction f(x,y) = £{x-1,¥) +

f{x—1,y~1), 1l est clair que f(x,y) est le tronc initial d'une

arborescence, chaque noeud donnant paissance 3 deux branches. Il

suffit de comparer & l'arborescence qui donne, en binaire, la géne-

ration des réels de 1'intervalle fO,][ , pour voir que 1'ensenble

des £ a considérer n'est pas dénombrable. Lorsgque, dans un cas

: i . - - . _
particulier, il existe une régle arrétant automatiquement 1'arborescen

ce ; l'ensemble des f gera finl et par conséquent dZnombrable ; il ne

s'ensult pas pour autant que 1a définition d'un ordre de démombrement

soit facile.

A vrai dire, nous ne sommes pas sir que nos observations
soient oripinales. Ce ne peut 8tre en effet sans raisons qu'a Eté
dénommé "Langage Pascal un perfectionnement du langage Algel &0.
Quoi qu'il en soir, Pascal est bien 1'inventeur de la premiére pro-

cédure récursive, et a compris ia puissance de la méchode.

29
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NOMBRES CROISES - LABROUSSE (LIMOGES - Haute-Vienne)

/ PROBLEME N° 1 /

(Peut se faire en 4e ou en 5Se)

1
___.--"'
3 ]
== 2)
'___.--"
i — 3)
—]
5 —
el _ 4}
::_‘_a-'
i =
6)
" Vertiealement

1)
2)

3)
4)

5)
6)

Puissance de 11

" Hortizontdlement

Période de 1'€criture décimale de 1 (ou quotient de la
division euclidienne de 10% par 7)7
Département alsacien ~ ppem de (12 et 122)

Qu'on le lise dans les deux sens, on trouve toujours un
carré ~ a en base a,

Descartes fétait ses 44 ans cette année 13,

Multiple de 9 - C'est le dernier département métropo-
litain écrit en base cing

en base deux : 111 % 11

Se .lit de haut en bas ou de bas en haut, est un carré et est pair -
An sans importance (ou nombre de voleurs d'un conte connu)

nombre premier

Sur de nombreuses plaques & Limoges ~ Période de 1'écriture décimale de 7

Puissance douziéme

11t

Code postal en vigueur au Mans.

La solution sera publiée dans le prochain numéro. Vous pouvez éerire 4 l'auteur
d L'I.R.E.M. de LIMOGES, et, bien silr, emvoyer au PLOT vos grilles personnelles.
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COMMENTAIRES SUR L'EPREUVE DE MATHEMATIQUES
SERIE D - ORLEANS 1976

J. AUGRAS

Dans l'ensemble, le niveau de 1'épreuve me semble bien adapté i
une Terminale D, mais selon la tendance actuelle (regrettable) le
sujet est sans doute un peu long, les candidats lents ou méticuleux
avant probablement eu beaucoup de mal 3 terminer.

Par ailleurs, le sujet lui-méme (choix et libelléd des questions)

améne un certain nombre de remarques.

EXERCICE 1
On considére les deux nombres complexes

z=1+itga et w =

a etant un nombre réel donné,

1. Pour quelles valeurs de o le nombre z est-il défini ?
Pour quelles valeurs de o le nombre w est-il défini ?

2. Calculer le module et ’argument de z et de w lorsque a=% ; lorsque
_2n
=73

Placer sur une figure les points z et w.

i

3. Calculer en fonction de &« le module et l'argument de z et w lorsque
a € ]0;%[ ;
4. Calculer en fonction de o le module et I'argument de z et w lorsque
a € ]-%;rr[
A mon avis le nombre de réponses demandées est beaucoup trop &levé :
a :.2 réponses ; b : 12 réponses 3 ¢ : 4 réponses ; d : 4 réponses.
) Ce qui fait au total 22 réponses & fournir (certaines presque immé-
diates cependant) on en arrive pour le candidat 3 une dispersion de
1'attention et une lassitude avant d'aborder les questions "intéres-

santes” (soit les c) et d) ) et pour 1'examinateur 3 une impossibi-

lité de tout juger.

N'aurait-il pas &té préférable :
~ soit de ne pas introduire le complexe W ( seulement ... 11 répones)
= soit de se borner i HE]IZI il [ (donc &limination ded dans

le b) et le c).

De plus que penser des "points z et w" ? alors que nous exigeons
de nos &léves la locution "point d'affiwe z". Cetre sous—question ne
- présentait gudre d'intérét et a semble-t-il &t& ‘ajoutée au texte

initial. Pourquoi ?
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EXERCICE II

Dans un sac, on place trois boules noires portant respectivement les nombres
1,2,2 etcing boules blanches portant respectivement les nombres 1,1,
1,2, 2. Ontire trois boules simultanément. Les tirages sont supposés équi-
probables.

1. A chaque tirage, on fait correspondre le nombre de boules noires tirées.
On définit ainsi une variable aléatoire X. Quelies sont les valeurs prises par X ?
Etudier sa loi de probabilité. Calculer son espérance mathématique.

2. A cheque tirage, on fait correspondre ia somme des nombres inscrits sur
les trois boules tirées. On définit ainsi une variable aldatoire Y . Quelles sont
les valeurs prises par Y ? Etudier sa loi de probabilité. Calculer son espérance
mathématique.

Probléme :

A — On considére la fonction numerigue f & varisble réelle strictement
positive définie par
2
- fix) = —x — Logx
Log désigne la fonction logarithme népérien.

Encore des tirages de boules ! C'est banal, mais cela vaut beau-
beaucoup mieux que certaine exercices faussement- concrets rencontrés
dans les annales. Lfexpression "wariable azléatoire" a d&cidément
la vie dure ; quand se déridera~t—-on 3 abandonner ce vocable, et &

adopter "aléa numérigue" on.... ?

PROBLEME

1. Etudier les variations de cette fonction.
2. Construire sa représentation graphigue (C}.
3. Démontrer que { s’annule pour une et une seule veleur, sppelée 2. On ne

cherchera pas i calculer a mais on démontrers gue -%- <a<i.

4. En deduire le signe de f(x) .

B — Un mobile M a pour coordonnées
ot o2t .
x = et y'—--*—‘l-—.-t+f_.cg2 , (o0 tER)

1. Démontrer que la trajectoire de M est la courbe (T} .
2. Calculer les coordonnées du vecteur vitesse et du vecteur accélération & la
date t.

3. A quelle date le vecteur vitesse et le vecteur accélération ont-ls la méme
direction ?

C — On considere la fonction numérique g & variable réelle strictement
positive définie par o

. i1+ Llogx

gx) =1 —x + ——=— |

X .
1. Etudier les variations de cette fonction. (On sera amend & utiliser les rsul-
tatsde A - 3.et4d)). ;
2. Démontrer que sa représentation graphique, appsiée {C'}), a une ssymptote
oblique d'équation vy = 1—x . Préciser la position de {C’) par rapport &
cette asymptote.
3. Construire avec soin (C') dans un repére orthonorme (unité: 2 em). On
precisera en particulier les points d’abscisse -%— et 1 . sinsi que le point
commun i (C’) et i son asymptote obligue.
@ 4. Calculer I’aire de la surface plane délimitée par {T'} et les droites d'équa-

tion y=1—x o x=1.
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'Btudier les wariations de f" gque 1'on trouve dans la

l&re partie
La question '

plupart des &noncés ne semble pas ressentie de 1a méme fagon par tous
les candidats, et gans doute par leurs professeurs. Que doit-on exi-
per comme réponse 3 une telle question :

1. Domaine de définition

2. Etude de la continuité

3. Etude aux bornmes

4, Sens de variationm et tableau de variation

5. Etude des branches infinjes, recherche et d'asymptotes

6. Recherche des points d'inflexion ?

Les points l. 3. 4. sont €tudiés par tous ; 2. et 5. par umne
bonne moiti& ; 6 par un nombre non négligeable.;.
Un candidat ayant seulement démontré que f est décroissante sur R:
a~t-il r#pondu 3 la question ? (il a &tudié le sens de variatiom

2 mais peut-8tre pag¢ "les variations").

11 suffirait de convenir une fois pour toutes ce qui se cache sous
le vocable "&tude des variations de £", que je propose de remplacer
par "Eétude de la fonction f" ; par l'exemple 1'&tude des points
1, 2. 3. 4. we parait raisonnable.

Les questions c¢) et d) n'ont £té trait@es correctement que par un

o~ nombre infime de candidats ; ceux—ci n'ont dans 1'ensemble pas pensé
" & utiliser les théorémes se déduisant de la continuité, ou ont trés

vite passé 3 la suite du probléme pour tenter "d'aller -au bout”

28me partie

Pouvait £tre supprim®e sans nuire 34 1'ensemwble du probléme.
38me partie

a) Pour éviter au candidat consciencieux de perdre un temps
tprécieux peut-8tre aurait-on di ajouter : on ne cherchera pas

-

& calculer g(a)

‘b) La question : préciser la position de (C') par rapport i
son asymptote peut Btre inferprétfe de deux facons @
1. Position lorsque x—» +e&= (c'est mon interprétation

et celle de beaucoup de candidats en raison du mot asymptote)

i ?0811:10\:1 1orsque 19]0 ME{H fallait alors distin-
guer x (T et x}-a Dans ce cas la questlon aurait pu
€tre rédigée ainsi : position de (C') et de 1a droite d' équation

y=1-x



¢) Construire "avec soin" : pourquoi du soin pour cette courbe
et pas pour la précédente ? Est—ce synonyme de : "avec précision” ?
auquel cas 1'imprécision concernant g(a) rend cette précision

difficile & réaliser ...

d) La surface plane est-elle celle dont les points ont une

abscisse x telle que : 1. ..l‘(x '

ou 2. x3) 1 ?

" Le Les candidats ayant abordé la question ont choisi ‘la premiére
interprétation (peut-8tre parce que le calcul de l'aire &tait plus
facile..,)

Dans le 28 cas, 1'aire &tait infinie (on pouvait le prouver en
introduisant x =® et et en faisant tendre of vers l'infini‘).
Pour éviter cette anbiguité&, pouvait-on parler de "la surface

plane fermée" ?

Attention!

Les prochainés Journées. Nationales auront lieu
. & LIMOGES |
. les 23, 24, 25 SEPTEMBRE 1976

sur le théme.: -

"Education Permanente et Mathématiques"

Des groupes de travail sont prévus autour des
trois grandes rubriques :
- la formation continue des adultes 'non-enseignants
~ la formation permanente des enseignants
=~ les retombées Eventuelles sur la formation ini-

tiale,

La Régionale de LIMOGES attend avec impatience vos
idées pour créer des groupes précis et vos propositions pour

les animer.



