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corpte rendu d,tm e§rosa
dC I1ALLET

rar Jacques DINAI T)

A 2t oc& ibi dzA jout'têu bae^-l"a$ .tu,' ie.
Àn bnu tLl.eL. or4ùitau xn 1.1îEr4 de Nana.À

d. !a. l4c"LL. dtÂ a.;eneeÂ d' lagetu tea 9 at 10

Lÿül 1916, GLÿ UALLEI d ùünê M dtatie,L 'An ttj!e
wn-Ârùtd,j!!" t la/,q@^ pituttd 4 p4t-tiüBit...l1l

'... Il se trouve que les rêgles du fini réussisseni dans l,infini
cfinne sl il y avait des atomes...i Leibn.iz

Le câ'lcui infinitésinal a présenté tout au long de son hlstoire
une dualité de mêthodes : utilisôtion d,une part de quantités infini-
ment petites, élaboration d,autre part de procédés de dÉmonstrafion
permettÀnt d'évacuer les mêmes quantités. C,est Leibniz qul le prsnier
dégage I'infiniment petit de sar gangu e .géooétr i que (voir Archimède,
Fennat, Pascal, Huygens, Barrol{) et en fait un noflbre c,est-à-dire un
objet mathânatique susceptible de s,intégrer à des calculs. C,est à
peu près ceci : une grandeur est infin.iment petite non pas 'lorsqu,_

êÎle est nu'lle ou non nulle Dais à I'instant où ellê s'ànnule !

À'l'aide de cet outil il va pouvoir reconnaltre et isoler lês concêpts
fondamentaux du calcul infinitésinô1. ilais à pàrtîr du XVIIIe sièclê
ces I'quantités évônouissantes" sont r€jetées (qualifiêes de métàphy-
sique par drÂieflbêrt).
Après Cauchy, Bolzano et üleierstrÀss/ l,un des piliers de'l,analyse

est irdlîtenaît le corcept de I1'fiiÉe. L,histdire sem6Te avoir donné son
yerdict : il n'y a plus que jes physiciens qui fassent apfjel aur infi-
niment petits et infiniment grands. t4ais en 1960, un logicien américain
ÂbrahM Robinson a l'iCêe d'utiliser un modèle non-standard pour valider
lô notion d'infinime[t petit. La thêorie qu,il met au point, nqnmée
Ànalyse lion-Standàrd est une véritable revônche pos;umedê Leibniz.
I'l est démontré que l,on peut reconstruire I,ônalyse classique en plon-
geànt le aorps des réels F dans un coris non-archJméd.ien,fp dont cer-
talns élërnents sont appelés inflniment grands ou petits.

1\l M a".tre F.tt-ü+tnt, l- BaINE\1 d prbLiê tü
de trlRÉI d. rdni.J, 4'1, pa4u 17 15.
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Solt N l'enssnble des entiers

tenônt jle fittre de Frêchet.

natlirels et t un

. Sur l'ensernble d des suites de nombres rèels on

ultra-filtreG) con-

dêiinit lÀ reliti on r

si ol . ({r) êt p: (Fk) sont deûx suites alors

c&p r+{nenl'*=vk}ê?L.

Proposition I : î"est une re'lation d'équivalence

Définition t =eN/* (enso,b'le quotient)

. En définls3ânt dans d les opérations (.rk) + (pk) = (4k +pk)

en notant { là clôsse d'équlvàlence de <.

On définit dans h tes opérâtlons a +ï
{?

iroposition z: (T, +,
ElÉ|llents neutre5 : clàsse

Opposé de l: -i
rrwcrse aaf € î -{o] ,

lprtsque { * (o) ,

x) e5t un corps.

suite constante nullê

gk)x(Êk)=gkÊk)

(0) et

- iîp
=a?

(1)

p- terte Cue

€ Ïl)

4.+o

{*eo, 
r<,.* o]

. Relrtloî d'ordre dàrs h.
Oêfinlssons là rel.tlon .4i dans h par :

i < P t"»{tesrlqr<Pi] e r.r"

La copàtibilité èt ,lt prouvée on a
ProDositign 3 r

(T, *, x, ( ) est un corps tot.lenent o.donné.

[n affet soieflt ? et I aeux èlèments de în. lntroduisons :

P.{kénl{k(prl' 
?

o - {i e rira* - p,i I ::::.-i.=^:^,,:.::^ "". ^"."o&iontrons que 'l'ùn de ces ensemblesn' {ielld,.>PrJ I ]rr"",r"*. u.
St e f & rlors q uneil,. si de ptus qé.ll a'lors P U R e'1,1,.

donc R . (Qu[] n (P\, R) ôpprrtient à 'lr.
. ft* laefini triviôlsient) âst stable pour I'addition et là multipli-
crtion .

. I , n -th est un honooorphi$e de corps conservant lrordre.
r -+(x)

0n confondra donc iûR) elR et si x Éq., (x) sera notée x

. L'ôpplicàtlon valeur absolue est définie trivialdrênt.



79II- lNFINIMENT PITI]S TT IIIFINII'IENT 6RANDS

. . --lSoit 4(F' telle ar,e 'rrnq':ir qL - 0u À- ^
Itors Yx€Rl ld'l<'
Un tel élêmênt a èst appelé infjniment petit.

Soit §( € ll{' L€lle q-e l1Èa = r *_u
Alors Yx€n <>x
Or parlera al).. o 'nfinrnenL 9 "rJ po,r 't-

. Soit I l'ensemble des infiniment petits
Soit F l'ensemble des élèments ae ln rinis en définissànt

.Éfo est fini é+ ] x(R lai <x
Àlors:-FestunanneaLr

- I est un idê41 E3ximal de f
-FlI=R

Propos iti on 4:

. h ".t 
non archia::.:1.:.

. Déflnition : soient x et y deux élaments ae h. On definit ru

(infi nimeùt proche) par :

xly 4+ x - y < I
Àlors: \(x€F 3luÉ!t

. soit xêF. Alors À = (tc,l'À lt-tr] u ,ne borne.s!pérjeure(
réelle infiniment proche de x.

III. DROLO\GEUE\- D'UN SOUS-L\sLYBLI Ii II "c]' h

soit xcR. on dèfinit txc h pu.

e €^X a+ { tcnrl{* < x] e ?. ftl : entiers non-standards)

PROLOI{GEI,4ENT D'UI{E FOIICTION

soit f : x-à8. on définit tf r tx ----) h pu" ,

sr{erx arors tr(1 Jp ", o- =[lTi'-_l--"

ECRITURE ttl ANALYSE NoI{-STANDARD de définition en analyse classique

.Soitf :X---àJR. Soit aéX

l]g tt*l = 1 4à ÿx < ix 1x- a + rrlr; -t1
. f continue sur x+,lx e x Yyelx (x-y-1 rr1x1-!rg1)

. f uniformÉnent cont'inue sur xe)fx< *x YyelX (*.rv+*r(x)-*r(y))
En lisant "d" : "infjniment proche" les formulations ci-dessus ex-

priment bien les jdées primitives de limite Êt de continuitè.
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IgIL:
(l)'11 est un ultra fittre

i)1L est un filtre,
{r/u 1L

I Si une pèrtie de IN

t y est aussi.

ii) Tout sous-ensemble

cûnp1êmentâire est

de N signifie:

stable par i 'intérsect.ion
dans ''l{, alors toute partie le contenant

est
est

de hi est tel que soit luj-même, soit 5on

dans ti, .

6l bL inr:RrrtHl I

L'ouyragc fôndâ ental de ROrrNsc [6] prèsenre {R

rappclés dans un t».ènler chàpitre. On àùra un aperçu de c€tta

à pôrtlr de.oô.efts 9ènèraux d. toqiquc,

dé:r:r.lre.n consutrànr t,i.|.te d. L)Cl|5IOt!t [2]

{r ) 8Âpr0u Â. LA SUsV'N5i(rN ] NF IN JIL5II'IÀL E
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