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SUR LE TH-ÉOREME DE PICK

PeT MaTc BLANCHARD
(RC]CHEFORT . CHARENTE MARITIME)
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& d:ten1re. t,cite d,a poLysob eo@duitaù u r*e@ c@é : /À îoûtutq ib pièk-

Exrrair ds 'Lè Pentani:ô,,
pu61ia pa. 1 IqEy dê cDJt.OllE, .. l,

butlêrin de liâison des âniMteùrs dè clubs

Ce qui suir. est sâul êr.eurs, r.e s.tJrion d. êê problêùê,
Les seuts Dôt BôiÈs ê.yisaSés sc.r tês.rùlÿgonê! nôn âptâris dona tôu! l€!

dês Dorrrs dr.6§êau. oD ècri:a Â(i,n), r,âi.e d,ur potysone àyânr ipoin.s inrÉriou.s p. n :.ints su! 1e péri6àrrê, ious poiri! du résêâu. CeÈte .orà-rion sera jusriaiÉe u1r;riêuremenr, quand .n aurâ Eonrié qu. céttê a!.e ne dépênd quede i èr de r . et nôn dê tâ fome du po1ÿBon.. Or sùpposera noÈrê gÉoplan non liEira,

Ilonrron' dânr 9I_.!lg:-S:-!!E,s qLe I ato,l) . :r,2

on ùê !iinréreesê {io.c qu,âux rriéns1ês san3 poiÀr du ré3.âu i!Èé!ieur.t
donr 1e3 !eurs poinÈs du .é!èâu .ur 1€ périnèrle so.t 1.3 somêÈs. soir (oÂr) uû relr.iât3le. on ràpporrê te réseau à !n .elère orthonôrEé O* , O,v dê raçoû quê tês axes
codriernên! tês 4 poirts du:éseau 1es ptus proch.s d. O Noùr attôns enwisaAê. su._
cessivêient 2.â. :

l) A êsr siÈùé

2) Â i'est i,âs sir!é 3ur ùn âxê,

'tr" géobkn est ,he .iarê.e ,en 
!é4ë4i c@ e) ôù éônr pl@téa dea ct u!:aùùt un setu.@a. a déjc,: ie s!ôptî, ci 3eÿ)e.. ,tèe éLasti!,êo), _ o r r"canteater C'ùn Ése@ c@é de pai.te .. :,1. s::,.-... , a. ,*. _ O"r*^. 7._ndelccn4@ 6ù! l,e qéoptan. 86tulef a,._--.. ..1 .i-e en.@rcdtuités) ei ftu-ticn ;t.ônbre de.itus intérie@ê tu ê.:!:ô-,e, e. l!.eêés tu Le pé?hètre d,
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r) !1_j-,]=l--::!lg!:1j19, âlors nÉcêssâiren..r sês c..rdornéês a eÈ ar véti-

rielt: {lâl ,Lâ'} = {0,1}. séns ite à la sénérali.É, prercrs G,a')=(,0).
Chêrchôrs les cooldôüées de i{b,b'). b et br sont étrângers, sinor 1€ur P C.c.D

noré D{lr) se!aii teL que 1e Point de coordônnées (b/D , b'/D) â?pârÈiendrai! âu

réseau er à ] o,B [ . ce qli cotrtiedit Le chôit de (oaB)

surposo"s lt'l I I, sans nuire à Lâ eénéraliÈé, on Pêur prendre b' > ! .

l4ootrons que c€i.e n]pothèse est âàsùrde.

oE appe11ê r er r les poinis de ] o,B [ êr ] o,r I a'".a"._
i6e L te seemenr [r,r] esr intérieur :u iriansle, et :

l(b/bt,1) i J((b+b!-l )/b',l) -

! déÉiEne 1â fo.ction "pairie ènLièrer', eL rà divieion euclidiênnê

de !pârb' donne: b = ktr+r (l<r'6i,.âr be.6r sont

: élraDsers). ù1 ob.iert :

E(!+6r-l)/b') - l+k = l+E(b/br).

le poitr dê côordonnées (!((b+b')/b'),1) âpPartieti au !éseaù êr est in_

!érieur âü triansle come éLénén. de ] I,J [. ce qui contrêdir le choix dù triansle.
Nécessairmenr, lb'l =1.

Dans Le tianele (oAB) , si [o.a] êst ra base, lb'l '.""'" l. h.'t."'.
DoE r A(0,3) = r/2 (quând À esL siÈ!é sur ùn âae).

2) si À n'est pâ3 âi.té sur ut aae, !i À , ti B n ês! ltun aes quâtre poinLs du

réseau lês llu3 proches dê o (si B esi 1'un d'eu, on esÈ râneré au cas pré'édênr)

on pose : A(a,a') (â êt ê' non nurs). 11 Èst né.êssairê que a ê. a' soien! étrânBers'

nne équâtion de la droite (oÂ) est : à'Ix _ ay = o . sôiÈ B(x,ÿ), en âppêlânt d

ladisrancede B à (oa) , à= \a'ra, /,Ç57'r. d ès! DiniEle no. nü1le,

B éùnr ùn point du résê2ù a':-avl = 1. co@ê â eL a' sotr étranBers' d'après

f identité dê Bezour, il ÿ a des ..up1es 3.Iü.ions d€ 1a fome

(ao+kâ , yo+kâ') , k. z, (to , yo) éiânr une so1ltion qùelconque. o11 sait que dâns

1'ensdbrê [1, el] * [r. .'-l] , il û'y a qu€ ded sôlutions (xt , v1) .r (:'1' v'1)

vérifiant respec.ivÈûenL : à'x1 - art = I eÈ âIxt1 _ rv'l = -1.

Hais lâ'a-aÿl = llai ^ oBLl , c'esr ,lonc le double de r'âire de (oaB), qtri

ÿau! êl.rs 1/2 ; lotsqùe B ê.t siLtré sur l'unê des deux droires d'éqÙatio!

a'a-ây = I ou a'r-ay = -1. 1L tre peùt, aÿoir de point dù réseau iûrériêlr au triâng1ê

o{ strr sôn !érjièrre âurre qte lês 1â distâncê dÈ tels ?oints à (04) se-

iair sÈric!€neû i érie.re à d = L ?our tôuÈ poirt dû r;seau ,'x-av] étânr 
'nÈier,

il serai! pLus petir qte I r doft nu1, ce qui es! êbsurde. on a bier : À(0,3) = 1/2'

t1 faut chercner 6ainienânt si ce sonÈ 1es seutês solurions'

sôit c(c,c'), teL que : a'c-acr = û (lnl > 1). c est-il solutiôr ?

Nôls allons eontter que notr, c'esr_ànire qùe Le .riangLè (0ÀC) adûei un point du

réseâu iriérieur ou 5ùr ses.ôEés âurie que 1ês ar étânt éLrancer§, les

cou!1es (c,.') solurions de s'écrivent (Br+ra'nvtlkâ')(k ( ?)'

llôn.rors qu€ "i Leg.p9:i!i! (tr > 1), i1 êxisre a, Ê, r posiiifs iêls que 1

d, Ê, y = I et I éèni ur rela.if qùe 1'ô1 câ1cu1erâ, Bl,r (xt+ a,vl+ a') ês' 1e

bâiy.entle dê (o,q) i (À,8) ; (c,r). 5i cê1à est Br,r es. ur point du réseâÙ apPàr_

teûnt à lrenweloppe .ônvexe de o, À, C

11 raur : x!+ ra = Bâ+r (txt+ka) et vl+ rar - Êâ'+Y(vt+kâ') ce oui équi-

vautâu sysrèse: (g-À+Yk)â+(Yû-l)xr - ()= (B-r+rk)âi+(rn-l)vl SvsLÈE€ hÔnosànP

d€ craner à2 incôn.uês (B-ll+rk) èt (rn-l)
Don. : Y= l/n ('o); 9-r+k/t=o
come onvêu! o<E< (n-r)/n i ôn doi. av.ir o4r-k/n< (n_l)/n,

soi! : k/r < r .< (n+k-l)/o IL wienr donc : I - E{(n+k-l)/n)



Bl,À âpp.rrient à 1,envêloppe co*ê*ê de o, Â, c, co@e ùn au ?lùs des 33
côêrricienEs r. B. \ ê3r iJl. Bt.\ ditfére de o, À. c, ÂtoEs roAc) adoer u.
Doint du -;s"JU in.érieur ou sur son pé, oêLre ruLre que te, e@e.s. Ce câ, esr à

si n ert üsâtif (n'< -r), r, dtuonst!âriôn êsr aÉlosùe ê! considérant
srlrÀ (xrl+râ,yrl+Àât). (*'t,-ny'r) esr rôlqrion pdticlrière de : a,c-ac, * n .

On â dorc Èrôuvé 1ê !Eaiê! résuLtar fondaEêntât Euivâ!È :

A(0,3) ' r/2

CâI.uIons ùâinrenanr Àr0_n).

Soir un potyÊone sâns icinr du résea! anrérieu.. a,ÿênr n pôinÈs disLin.rs
lu résêau sur 1e péri[èErê : À1,.,,,an, dê taçôn qu,ênt.ê 2 poinrs c.nsÉ.rrifs dê
cetre suire (ou enrre Ân eÈ Àl), i1 !,tr âir pâs de poini dè ta suirê. on tuÈe (Àl...An),
1è polygônê fômé par .es poinis.

Supposonà que Àt sôjr un smei, ârpâ.Èênâû à 1â fronrièle de l,envetoppê
convex" dP. -ôi1.s." 'a 5L:.r., d.oiq:
(Ara21!) ù (À?.,,4n) . (Àr..,.{-) er iÂrÀ2Àn)ô(a2...À.) , [À.Âô] (d.âirê nutle).
On en aéduir :

A J À(n,nr - À/n, t) a Àto,n_ l
1l s!irè A{0,n) esr a.itrûérique de rài:o. t/: e!.e ter Èêtuê t/2.

pour tour na.ùiel n(n > 3),

ntrôns par ré.!rren.e sui r, aùê plus sénéralaenr À(i,n) . n,r2 _ +i,
l'hy?!Èhèse es: déronrréê 1olr iour n, naru.€1, n > 3, er i nuL i on La strpp.s.
v!êie jusqu,à 1-r.

s.!r (À1..,,r."), un pôLysonê, 1l.,.an é!ânr 1es ?oinrs du réseâu sùr
1. pé.iûèrie dans ce. crdre, an srpp.se quê te pôlygone a i poidrs du réseau in_
Lérieurs, I1,,..,1. oi c.isidèrè te !ôtÿBonê (Àt,..Ârl:) ê. 1e iriâns1e (À11.r )(i. pêui nê pae apDar.ê.ir au.ô:é (atr.), p.. ui.h.i; "on".."tl"l,Alors: (ÀnI -{,) ù (À1.,,.lir.). (Ât,,.Âr) ;

êr (Ànr À,) n (a....^Dr ) . [Ârr,] u lA.ril.
0n eE aédui. qle I'ai!ê dê iÀ1,.,Ân) êsi tâ soEÈ dês aire, de (,\nr.at)

er ds (A ...a I
-.80. .'j Iê noEôre d. .o...j inrdrr.-râ. .r o .e.p. p,

1ê mrbre dê pôii!s sùr lê pétiùètrê pour (A1,..Ânr,) (re!p.(Ànt,Ât)).

si q .rÈ 1ê noEbrê des poinrs rt,...,1.-, .ppa.r.mft à I À,r_ [u] À_t Iàlôrr: p-D.'-',r, ,lêÉ,."i,. t,,.,,.'.,,r 'lrr tu.l . i-- -

- . i-r-è 3onl coap.é6 ,-r fors err ,-.." ol,,*-." . ' " " t'

c@ê on â 3uplosé que, lour roür n , !aÈurê1, (n ) 3), pô,r rô"c
k, utureL, 0<k< i, ona, À(k.n) - n/2+r_r . rci, t,êtr€d. (Âl.,.An)

À(i,n)-(p+p,)/2+j+j,-2 
: : : ::

À(i,n)-n/2+i-l

ce résu1tâi es: .ônnu sous tê ror de lôhu1e de pick.


