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lne formule simple, et ggsex Peu connue, permet-~
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"Un géoplan est une planche (en général carrde) on sont plantés des clous,
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formant un réseau carré. 4 défaut de géovlan (on servent des élastiques), on peut ge
L contenter d'un régeau carré de points et d'un stylo... Om trace un polygone fermé
* s s s . queleongue sur le géoplan. Essayer dlexprimer son zire (en carrequr—unités) en fonc-
¢ & ¥ % & tion du nombre de clous intérieurs au polygone, et placds sur le périmdtre du

polygone",
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Ce qui suit, est sauf erreurs, une solution de ce probléme.

Les seuls polygones envisagés sont les Polygones non aplatis dont tous les
sommets sont des points du réseau. On écrira A(i,n), 1'aire d'un polygone ayant i
points intérieurs et n points sur le périmétre, tous points du réseau. Cette nota~
tion sera justifige ultérieyrement, quand on aura montré que cette aire ne dépend que

de i et de n, et non de la forme du polygone, On Supposera notre géoplan non limits,

Montrons dans un premier temps que :  A(0,3) = |/2
N On ne s'intéresse donc qu'aux triangles sans point du réseau intérieur et
dont les seuls points du réseau sur le périmétre sont les sommets. Soit (OAB) un tel
triangle. On rapporte le réseau 2 un repére orthonormé Ox , Oy de fagon que les axes
contiennent les 4 points du réseau les plus proches de 0 , Nous allons envisager suc-
cesgivement 2 cas
1) A& est situé sur un axe ;

2) A4 n'est pas situd sur un axe.



32

1) 8i A est situé sur un axe, alors nécessairement ses coordonnées a et a' véri-

fient : {|al , |a'|} = {0, 1}. Sans nuire & la généralité, premons (a,a’) = (I,0).
Cherchons les coordomnées de B(b,b’'). b et b' sont &trangers, sinon leur P.C.C.D.
noté D{#1) serait tel que le point de coordonnées (b/D , b'/D) appartiendrait au
réseau et i j 0,B [ . Ce qui contredit le choix de (DAB) ,

Supposons [b'! # 1, sans nuire 3 la généralité, on peut prendre b' > I .,
Montrons que cette hypothése est absurde.
B On appelle I et J les points de j 0,B [ et ] 0,4 [ d'ordon=

née | , Le segment [I,J] est intérieur au triangle, et :
I(b/b",1) 5 J({{b+td'=1)/b",1).

E désigne la fonction "partie entiére", et la division euclidienne

+1

de bopar b' doone : b =kb'+r (Il € r < b', car b et b' sont

A(0,3) = 1/8

x Etrangers). On obtient :
E(b+b'=1)/b") = I+k = I+E(b/b").

Le point de coordonnées (E((b+b')/b'),1) appartient au réseau et est in-
térieur au triangle comme Elément de 1 Tised E . Ce qui contredit le choix du triangle.
Nécessairement, |b'| =1.

Dans le triangle (0AB) , si {O,A] est la base, |b'| mesure la hauteur,

Donc : A(0,3) = 1/2 (quand A est situé sur un axe).

2) 81 A n'est pas situé sur un axe, ni A , ai B n'est 1'un des quatre points du

réseau les plus proches de O (si B est 1'un d'eux, on est rameﬁé au cas précédent).
On pose : A(a,a') (a et a' non muls). Il est nécessaire que a et a' soient Ztrangers.
Une &quation de la droite (OA) est : a'x -—ay =0, Soit B(x,y), en appelant d
la distance de B & (04) , d = [a'x—ay| / Yal+a'Z . d est minimale non nulle,

B &tant un point du réseau |a'x-ay| = 1. Comme a et a' sont &trangers, d'aprés
1"identité de Bezout, il y a des couples solutions de la forme

(x0+ka 4 y@+ka') , ke T, (xo . yo) gtant une solution quelconque. On sait que dans

1'ensemble [1, a*t] x [l, a'-t] , 11 n'y a que deux solutions (xi F yl) et (x'l, yTj)

vérifiant respectivement : a'xl - ay, = I et a'x'l - ay'] = =1,
Mais |a'x—ay§ = HEK-A 0B|| , c'est donc le double de l'aire de (0AB), qui

vaut alors 1/2 ; lorsque B est situé sur l'une des deux droites d'&quation

a'x~ay = 1 ou a'x-ay = -l. Il ne peut y avoir de point du r@seau intérieur au triangle
ou sur son périmdtre autre que les sommets, car la distance de tels points & (0A) se-

rait strictement infériemre @ d = | , Pour tout point du réseau |a'x-ay| Etant entier,

il serait plus petit que 1 , donc mul, ce qui est absurde, On a bien : A(0,3) = 1/2.
11 faut chercher maintenant si ce sont les seules solutioms.

Soit C(e,c'), tel que : a'e—ac’ = n (In] >1). € est-il solution ?
Nous allons montrer que nom, c¢'est-&-dire que le triangle (OAC) admet un point du
réseau intérieur ou sur ses cOtés autre que les sommets. a et a' &tant &trangers, les
sounles (c,e') solutions de a'c-ac' =n, s'@crivent (nxl+ka,ny]+ka')(k € 7).
Montrons que si n_est positif (n > 1), il existe a, B, ¥ positifs tels que
a, 8, vy = 1 et A Btant un relatif que 1'on calculera, BE,A (x]+ a,y+ a') est le

barycentre de (0,a) ; (A,8) 3 (C,y). 51 cela est E[ , estunm point du réseau appar-
¥

tenant & l'enveloppe convexe de 0, 4, C.

Il faut : x,+ ia = Ba+ y(nx]+ka) et y .+ ra' = Ba'+'r(y]+ka’). Ce qui &qui-

vaut au systéme @ (B—a +ﬁ'k)a+('rn“i)x1 =0 = Sl reyk)a'+( Tn-l)yl. Syst3me homogéne
de Cramer 4 2 inconnues (B-A+vk) et (yn-1),.

Done : y= 1/n (>0) ; B -X+k/n=20.

Comme on veut O & 8 € (n=1)/n ; on doit avoir 0 € i-k/m < (n-1)/n ,

soit @ %/n € A ¢ (o+k=1)/n . Il vient donc : % = E((n+tk=1)/n).



BI 3 appartient 4 1'enveloppe convexe de 0, A, C, comme un au plus des 33

coefficients «, B, ¥ est nul, BI,A différe de 0, A, C. Alors_ (OAC) admet un
point du réseau intérieur ou sur son périmdtre autre que les sommets. Ce cas est 3
rejeter.

8i n est négatif {n< -1), la démonstration est analogue en considérant

) est solution particuliZre de : a'c-ac' = n .

B'I,A (x']+ Aa,y'j+ ra'y. (-nx'],—ny'l

On a donc trouvé le premier ré&sultat fondamental sujvant :

A(0,3) = 1/2

Calculons maintenant A(0,n).

Soit un polygone sans point du réseau intérieur, ayant n points distincts

du réseau sur le périmétre : A .,An, de fagon qu'entre 2 points consécutifs de

pree
cette suite (ou entre An et AI), il n'y ait pas de point de la suite. On mote (AI...An),

le polygone formé par ces points,
Supposons que A] soit un sommet, appartenant i la frontidre de 1'enveloppe
convexe des points de la suite, alors
(AjayA 0 U (A;.008) = (A...A) et (A A 0. A = [aa ] (d'aire nulle).
On en déduit
A(0,n) = A(0,3) + A(O,n-1)

La guite A{O,n) est arittmétique de raison 1/2 et de ler terme 1/2,

Done t A(O,n) = n/2 - 11 pour tout naturel a(n 3 3).

Montrons par récurrence sur i, que plus généralement A(i,n) = a/2 -]+i,

L'hypoth&se est démontrée pour tout n, naturel, n >3, et i nul ; on la suppose
vraie jusqu'da i-1.

Soit (AI...AH), un polygone, A]...An étant les points du réseau sur
le périmétre dans cet ordre. On suppose que le polygone a i points du réseau in-

térieurs, I ,Ii + On considére le polygone (Al...AnIi) et le triangle (AnIiA])

prees
{Ii peut ne pas appartenir au cB8té (Alan), par un choix convenable),

Alors : (AnIiA]) U (A]...AnIi} = (A]...An) z
et (ATLAIN (A...a1)=[a1]ular]

On en déduit que 1'aire de (A]...An) est la somme des aires de (AnIiA])

et de (Al...AnIi).

On notera j (resp. j}') 1le nombre de points intérieurs, et p (resp. p')

le nombre de points sur le périmdtre pour (AI...AnIi) (resp.(AnIiAl)).

Si a est le nombre des points .II""'Ii-l appartenant 3 J A]Ii [UJ AnIi [ ,
alors : p+p' = n+'+2a , (les a points Il""Ii-i sur ] AIIi EU] AuIi [

S C sont comptés une fois sur chaque périmdtre).

3+]
Comme on a supposé que, pour tout n » naturel, (n » 3), pour tout

k , naturel, O0«< k <i, ona: A(k,n) = n/2+k-] , Ici, 1'aire de (AI...An)

vaut
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A(i,n) = (p+p'}/2 + j+i' - 2
- - L ] - - L ]
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[_ifi.n) = n/2 +41 -1
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Ce résultat est connu sous le nom de formule de Pick. N
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