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I - RAPPELS HlSTORIQUES

1I - LES QUATERNIONS

A PROPOS DES QUATERNIONS

Par M. BOUTEILLER

(BRI VE . Ct]RREZE I

ce ,?'iL itur saÿc'j e'! ie3 q@tet:"Æ' et êe

q!'ôn perr .n fa;-!..

I1 es! Èouj.urs honnête ie rerdie à aésâr ôe qui l!i tevietr. : ên..n-
séquèncè, râppelôns quê les n.ûbrês néga.iis 3ôûr dus à BFA]§I\6UPTÀ (628) e. p.pu1a.isés

pâr N,CHUQUET (1500) què 1es 1.Bari.hfrês so.r dds à NA?IER (1550-1617), les r.npleaes à

Bol{BEr-LI (1526-1571).l-a représeirâ.iôn séônéirique de C revien. à klssEL ili4i-1313)
{ec{\o.'é ôài.. o.d" ( p"."-^-. l.:-.o ^- 

.,1 (."

CAUCifi (1139-!36i) er .êliô par lês rôup1€s de réèLs à {i11ian-Riçan }L\xrl-ToN

{18o5-1865) €n 1333 (comunicaLion à r'1.rsh Â.ademr), itÀ,YIL10N .he..hê e. vâia pendaaL

dix âns à étendre 1e.ai.ul .orpiexê :1a diE2nsior.rcis eL.s û'êst qu'ê. l8{1, un lir
ôcÈôbrê, en sè p.oftrânr Le Iong,iu (inÊs' canal dè DLblil qu'i1 

"ur I'inspirario: r..t
ar!endue. Ie.:1c.ire Cê Brôler.ar LridÈÈ qri ÈDjânôê 1e .anaL.r lir Les lrais ave.

i_.---:

Con-nleaes,,:Lâterninns, oc!cni.!s, dounles, duaux jê SifDY (lÊ62_l9lo)

seront a5s.rbés par 1.3 ÂLsèbres d€ 1i11ian litrsdcr CLIF!oR) (l3li-i3,'91 er .€Lles

dr,{.Lhur cÀYrEY (i3ll-i395)- FRoBENTUS en i3i3 non::.ra quê r.ù: .o:!s X re; qùê

PCl ( â! -:.-''' .ô.:"P ô.'à ( .':! àL'ôtp5 oâ,

J, ,IELDori.riE "ÀlsÈbre '.inéairê er Eéônérriè éténênrâirÈ' Ânnexe II
doniê les raisons i. Lrn.na. nilL{l{ILT$i !rLr la ,li.ensi.n 3. soir Eu. R .spâce

D-'";. "-.1 0..à.:..; . '.pj.. 
jo._.: : .-.

i " " re.r::n".1

.,.. -:" '' :"",,-:
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oo trouvê e = ;

è'2=

-;'

a e + b er +. "i

I -, -,
2=aê2+bel

1Ès na:hénariciens norên. n 1e c.rps no.

O R k â".c 1a râble de ûutriplicrrion

i'2

-j
j I - r.

à pârrir de laquêLt€ 1ê produit s,éLend à

â) ql (q2 ca) = - ct (ca q2) = (qt q2) qr

L.
b.-:" _;"

irrêâ1isàb1È dans B.

En 1'honneür de IlAyrr,TON,

coeuLat i f q!ii1 a aécouver..

It.Rr o Bi oR j

11 suffir aro16 de chôisir
-n.àd, - (. Do.srDi'"pi,

Il raur biêa enrendu wérifier t,associarivi!É pour 1ês é1émÈn!s de ta
râb1e soir 27 - 3 - 24 cas nô. évidènLs quê t,oD tâùène à 9 par deux rêûârquês :

(ql q2) q3 = (q2 ql) q3 = ql (q2 cl)

donc qt (q2 q3) = (qr q2) cleq3 (q2 cr) = (q3 c2) ql

(ql c2) - (qt q2) ql

jjk

1'éLércn. cênrrar (3 possi6itités) èÈ 1es

9 cas qu'ôn êxaûine m à un :

j ik
ijk

kkj ikj

'r( H 
- 

q =o + ù i + B j +y k = d + p (d 
^pelie 

s.â1aire, p partie eurè)
i=o-p.sr1e.onjusùé, q i= q q - o2 * o2 * 92 . y2 = N (q) nome alsèbriqu. er

" q ' Tqr io. oi.. q \ ."p"n.",r ôi- - ", à.

Saluons en passânr 1e Eroupe quaLernioniqùe d,ordre 8, aon comurâiit
(a2,.) âvêc Q2 = I l, - r, i, - i, i, -i, k,-kldontle.entrê z(a2) -{-1, r)
e5( oo .;0.:- 1.," eD", ,ê -,"

6=RI ORi apparâir.ome comurarir de E er coEê
o- o'ri,- 3-.' "op"i.t! 

.om" .. { "spd,c d- d.û"n"io.?
de bâse (!, j). À.h,q". q é tl .ôrrespond 1e € - ên,lo$orphisne q,È q, q
d.. " r"..:ê oàn! .â barô ,., i, "58 rq _/o . io. _ s + 1]

\a *.r,,-i. /
tt . îi ,Tj , îL son. 1es Rairices popurârisées par ?Ârr!I èi come

to 
oa = to, a Tqr on !'it qLe 1'àPp1r'riior q +> Tq êst une rePrésenrâLion dè H

pa. natrices d'.rdre 2 à coefficienrs conrteyes,

ijtr



78 Cêlte srrù.rLrê dP C - esoa.€ 'ù q = B+Âj donne pÔÙr le prÔduir

q,r,- [(i-'- i.'- ss'j -n') +i (dù'+!-.'] 3ïr -rs')l +

[t.e'. e"' * 1r' -:]') + i (,y' + 1o' * "g' - E"'t rjl
.'esr,à-dire ,t q, - (B 3, , À f,) * (Â T, * B À') j.

on peu. alors iEsingr $e 'onsrrs'rion de H 
'Ô@e 

qùotiênr d'un

anneeu da p.1j-x6nÉs far ù. icéa1 bila!è.e nelinal'

'L'L ,' ''"t l'io(

d '. .t," ^' t .,,' . z: ,.'

Dans .èt annêâu tx'z * rl ( Ln] esL un idéâL biLatère ên effèr '
:")

""- >"" -> 'r-r'- "r','z

ÿ . ;'"," " o, - ",.i ,. -'.

, e'r'.'r" "d.L'i - |l' t'l "'' "' ^i",À,Bac,ii)'=-1, d.ncsionnorê x-j cê ent l€s Aj+B avêcpôur le

(B + d.) i3 ,,r'.) - E3'+1Â1(B') +BÀ',) j *Àr (A') j2=
rl

(38'-Àr') + iàt'l BÂ') j.

si rj+3ro.i, (.1j * B)-r - (-rj*E)1142* r2)

RêÉrque

En éc.ivâîi q=(. l ri). j (i - ii)

er I 'T . _

q 3-ï1,J+ri qt qz at §:

]II - APPLICATIONS DES QUATERNIONS

I - CAICI'IS DAXS LIXS?ÀCE EUCLIDIEN R'EL D! DIÀIENSION îIOIS

1Ll1!!ê1 sur tes .ômprèÊs

Pôùr âppréciêr 1e 161ê des quârernions, il esr u.ile de râppeLer cel!i
êL l:o,.. .êê ) .- .. asq. i" r.

trtLt/-ér

Lê Broupe !" des isoôe.ries vê.torielres éran. êngendré pâ! 1es s)ré.ri€s wecto.ielles
!a. .âÉpôrr à,les ir.ires ve.roriellês, o. a pour une relle slhé!rie

sr! :i,- j=ri, â.i;.i,)-o c,.ù =--i. jr;r ., li' .; - !-j+;)

.;.";
": "

Pôur lâ roiati.n s.-t.s-! .n,,." r'=L! z=rz.r€s -[]

groupe ies:cnpleres
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Si r-u+ivê31 ta nâtri.e de 1ê rolation .r esL cêttê-dê l,ên-

donorphisùe €+€ du R - espâce € pour ra bàse Lr, i) à savoir Ç: ;\ .,- ", = r.

ÿ dÀ sro.oeô 1" .., , . , 0, . o,

éu.tidien réel aê dinênsion Lrois.

À châqle ÿe.reur i.= ' î - ! î r, È a"n" 1â !âsê.rrnonomée
(T, i, Ë) * asso.ie le qnârernion pur p-û i+ B i +yk, on nor€râ âlssi
q = G. i) - r. i p...ô"" de nélanEe. Àlôrs si ,,^,, esr te produir vecroriel
oo vêrifie 1€ fotuutaire : pl p, = - Ër " i, * i, 

^ 
i, ,

Pr P2 +P2?t = zïr.îr t o' - -ï'

qr q2 = (dl d2-i, . Ër; * to, Ë, * o, Ë, rir^ôr);

,t qua.emiôn p"t <: q_e n* ,

(Àinsi irélu.tiôn da." tt, q2+ !=o a!ôui soLurion o - ùil Bj+ yk i o2* s2r 
"2= 

1,
..i%"- ..n, , o" ré.ph!." ,n r; .r .de nl, a." o,r

s3 - Jq j N (q) = I ) ).
l-ês isoÉrries wê..orieL1es f.menÈ le Cron?ê o3 , elLes sonÈ encêtrdrees

pâr les s)TéLries prânairès ÿecrorielles eÈ poùr udê t€lLe syrélrie

s;r:sr "Tj do--P'-, "";

(Lâ nôn comutariviré dÊ n rend 1ê cal.ùr plus péni61e). pour Lâ rorârion

'6- ..;. Ô-l,orê Pi "- -rp ].

De.ip oou.r., .: oi.- p ,-1. , < ,., ; i" -., .." .o-à-ion 
L

en €ffer, on woit que lÈ esL un endomorphisnê du rR - espaôe E, qùe

r- ' f- 
-i 

r, = r r. r-n, on peur pâr sùirê se rinirer au.as ! € s3 ' or écrit
'l '2

aLors: r-.*i, I (, . o2 - p2 = o2 * ,2 * B2 *12 
". on po""

p'"'.-']. --ul o'o p -o2' a2.,2,'.o-

Dans 1a 6âse orttônôtuée direcrè € (i, ;, ;) de E, it wiênr

Ii:::r

,tz po, 
".it &3

4 ,') '

2

^2

Ir. es. Iâ roiarion ve.rorieLl€ dra:e
o, sin a - o,

d'ângLe 2d au 2a 2\

L'aFpriôâriôn ,'Ani , . * N (L) pst un iorphisnè de sr.upes,

Ker N = s3 €t Sl i s ol un ùôrphisne de sroùpes, surjecrif flais
non inje.rif !ù que

o=lsg"l [/Gt. or."r «er | - {, r, + ]j ,l'.ù so3issl/
(a1ors qu'en Eéôoérric plâne so2 is sl).

* rfi--"

i-r, r]



(Par rr.âisn..er.nL 3ssÉz r:ii.aL, ronrre Jaus L rnn€xp

Iv quê : n'a pas d'inrêrs. à Cr.irè. tn riérr1. des sr.upes dê Liê Sl esr un

revê!eûenÈ u.iversel ds So- djr revôLenen: spir.:jê1 Spin (1, Sl, Spin (1, R)

nres! pas le produiL seni di.e.r dp Ker I. prr m sous-Brôupe isomôrphe à so:l).

rr - aPPrrcÂrroN 1LÀ cEof€r3r: sYgr,EcrlQ[E

On rrôùvera dâis l'eiTosé de tlo.sieur couil !ré!arârôire I i3 confé-

renc€ d€ lônsieur LICTNERoI^IICz à:'ir.;-R. d.:.1M4êEs (1975),1Ès indi.a.icns sur la
6tru.ture s!îpje.ri.rs ê: séôné::i.,llrférenrielLê .r ùé.aniquê anâiyrique, 0n va

indiquer i.i 1a présènrâti....riéÈ par CHEvnI-l-IY à pârtii de li.

:-.. ,

wecrôri€1 êr si :,; É Hn, ùn défi.ir 1.ur rroduit s-ÿopLê.ti,tuê

,. _!r,b - 2, a b . " Z "_ _ o 
- " " 0.

c.m" _ 
"_ - t o ; -... on. :"r pLopriê!"s d'.- p!o.','

î,.
-,6à " I d- ê( Iê ,.mê (/îo e ouô.

1â séôiétrie dê f se ,té!e1.p?e .ôme .e11e d. tôur êsp.ce vê.roriel,

on définit 1es endonor?hisrcs de H'. é1é.ê.ts dê and ilin) e. 1êurs M!.i.es

f. Eod (un) es. diL s)tptê.riq!€ .i p.". to.t â e rn

1f (;l - ; l, ir êsr équiwâIen! dê dire r(;).i(i)-:.i * ""."'"
ti - ;_l 

"n 
.ôiânL ti La rr3nsDôsée de L'âpplicâ.ion ..niusuée. rês €ndôborDhisDÈs

srn!lecriques lolaenr le gr.upê sFplecLiqup sp (n).

onâvu,rue q-(o*ni) r+(sr./i) j€cloc j

àlo.r ri j_ ". , ,9 _ 
' u | ' xr( ' Yn.E i

en notant *r,. = 1.+k , xk , *.*k< C; au "..t... ? € Hn co:respond Le vecreur

j'o c'" j' .._. ....':"

À châq!ê l€ E:,i (Hn) .orrêep.nd i'u End (é2n) f' (;') = (f (:) )',
ce..e correspondan.è 3.râe ui is.m.!hi3me cê sp (r.) âvêc û sous-srou!ê

Spl- (n,6) de Gr (2n,<l âp9ê1é gr.u!e slnDte.riou€ linéaire (i1 re§.i: Ia.o?oLogiP

i.duiLê par.elIe dê cL (2a,6), s, (a) e5È a1.rs nùi dê 1â topalôsie ioiriaLe r'â's-
fo@nt er hôæùrphisre I'âpp1ica.i.r r Ëâ f')

f'é spl (2n,() §i e! s€uLeDenL si ê11e tâissÈ invaiianre ia f..ûê

oLlineàlre S P' aPPàr: ê- , lJ - - 'L

r soir f = lqs-) € sp (n). i' = (r.-,) l§ k, 1: 2n sotr assÔ.iée dâns

cr (2n,6), ;'.42n,iê c2' associés à icg',inun.
rn 2n, : ... .... -.. ; .- \,5 . ', '5 . ,

(se rappelêr ir = (ôk +a! i) * (8..k * 1"*k i) j

20



27
dù" .'1 r,;j - irk - r i) 6-+k i - Yr+k t -

(.k -rk i) - (3n*1 * i r*t i) j 'rk _ rrnrk i),

a'." l.;'5 L^ -.. i '':-..,

:- ,.." '-

,À,- i.ü . j,.Ë,-: y oi, ;.; e.. ." D'od

s}.dpIèctiquê.r à'.i' 1e prodùir hêmitiên dàns 62û.

De bêtu r(à.r(Ë) = r, (;,).r,(Ë,) +t,iô*k)r- \r"*0, ;=:.6 si "r..,r"..".k-l

si f € sp(n) c'est-à-dire f'é spl (2r, C ). on .on.1ur que t'é spt- (2r, (:)
È: e! .e-reoen, ,i j ,I* y.+, r{ ?diL, "o- . -^"" " r ,j ..,Ê,, j .È.

rk= I

ReûargG : Ies étéûetr.s dè cr, (2n, € ) qui sâns ê.re uniiâir€s colserverl La fome

bililÉrlrê t(.ry",, .. o -B iioe rô '4, o ô L c.o.p"

0na spr (2n, 6 ) c sp (n, () a cr, (2n, < )_

Dans .ha.un d€s sroupes sp (n), sp (a, C ) ir eyisrê ùn voisinaEe de

zéro honéo@rphe à ùn oùÿe!! d,un nù awec o = zn2 *. pou. sp (n) er 2 (2n2 + n)

On e. rrouvera 1à dénorsrraliol {iâns c_ CIIIVÀLLEl :

Thêôry of Lie croups, page 21. Les s.iya.re sepL preEiàres p.Ees dÈ ceÈ

ouvrage fomenÈ 1a suiLe nâLurê11e de I'anneyê rv dê DIEr,Do:ltrE.

Àùiles ôùwrages :

l) Lês .o.ps non comuLa.ifs par Àndré BLÀriclL{RD (pur/suD)
2) YÂGLoM : Les noûDres conprâxes (DLryOD)

11 Eni).,ôpèd," u."" â ,(: ,.o D-s .." rqlês pJr .. DtçuDos

5) Lâ Séoürrie des sroupee clâssiqu€s : J. ITEUDONNE (S?ringer)
5) ?ôùr lrHisr.ire:

BOLRBAKI, BEC§R e. HOFII{NX
BoYER : Hisrôrÿ of rurhe@Èi.s (\ri1eÿ)
c. CHtr,ov : ,lnalyse ûa.héna.iqup. roncrions dê plusieurs wariâb1esréelles - lè eL 2è parties _ page 357 (üir)

7) BIR-(oFI - t{c LAxt - Atgèbrê, radê I, page 291
3) CoDBIT-LoN : ÈooéLrie eL mé.anique - chapirre vII
9) ITLTSEYoL]-aR : ,ibre bundLes - châpi.te I l, pagê r l9


