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(1) Pour ceux que cela
pourrait intéresser,

i'ai retracé sa (lente)
gendse, en tant qu'appro—
zimation des gammes cnté—
rieures, dans un article
du Bulletin de L'APMEP
(n°296.pages 777-808)
Approzimation en Musique.

I - LES TONALITES

TRAVAUX DIRIGES DE MATHEmus{ique -

par Bernard PARZYSZ
Lycée de VANVES - IREM de PARIS-SUD

lhie approche des procédés imitatifs en musique
4 L'aide des mathématiques. Ol 1L'on découvre
que Bach, Schoenberg et bien d'autres, manipu—

latent le groupe de Klein sans le savoir ...

Que la Musique et les Mathématiques présentent des affinités ne fait aujourdhui
plus de doute pour personne. Cela se comprend aisément, d'azilleurs la Musique est
bas€e sur le Som, qui est un phénoméne physique caractérisé@ en particulier par :

- sa dure (—prythme, c'est—-3-dire séquence de rapports de durfes, donc de nombres)

= ga hauteur (basée sur les vibrations d'une corde, d'un colonne d'air,...).

LEIBNIZ ne qualifiait-il pas la Musique d'"arithmétique secréte"” ? Et, aux origines
des gammes -chinoise ou occidentale~ ne trouve~t-on pas la division d'une corde
vibrante ou d'un tuyau somore 7

Ceci Etant posd, il se trouve que nos &l@ves du secondaire ont 3 leur programme
d'études aussi bien des Mathématiques que de la Musique (en option seulement dans
le second cyecle). D'oli 1'idée toute naturelle d'essayer de coordomner, sur certains
pointa précis, 1'enseignement de ces deux disciplines. Cette coordination fut amorcée
au Lycge Michelet de Vanves, en ce qui concerne 1'approche de la gamme, et méme
(projet ambitieux, mais dont 1'écho qu'il trouva auprés des &l&ves tendrait & prouver
que nous avions eu raison) 1'&tude détaillée de 1'&criture d'une Invention de BACH.

Je voudrais donc leil esquisser une approche, en classe, de notre gamme dite
"tempérde" (1), ainei que des principaux procédés "imitatifs" de la musique dite
classique, ce gui nous permettra de déboucher sur la musique sdrielle, telle que
1'ont congue et développge SCHOENBERG et 1'Ecole de Vienna.

Matériel nécessaire : Carillon (métallophome, xylophone,...) chromatique 2 deux
rangs, c'est-i-dire dont les barres sont disposées comme les touches d'un clavier
de pianc. 5i les noms des notes sount marquées sur les barres, les cacher au début.
Il serait bon de "préparer le terrain auditif", d'abord par une prise de contact
des &lé&ves avec l'instrument (deux rangées de barres, sons de plus en plus aigus de
la gauche vers la droite, etc...), mais &galement par des exercices de sensibilisarion
de 1'oreille ; par exemple deux barres du carillon &tant frapp@es successivement par
le maTtre, déterminer (& 1'audition uniquement) lequel des deux sons émis est plus
aigu (plus "haut") que 1'autre ; on restreint progressivement l'intervalle entre les
deux sons, pour arriver jusqu'au demi-ton, en inventant au bescin d'autres types
d'exercices pour permettre de résoudre les difficult@s locales.



(2) ou tout atr gimple,
eonnu de tous (4 condi-
tiom qu'il soit derit
done une tonaglitd majeu—
re!.

(3) Pour 1'instant, ¥ _
n'est qu'un signe graphi-
que, permettant de dis-
tinguer les deux barres
HEAT ot HFA#.H'

1) L'octave :

On n'utilise iei que la premizre rangée du carillon (correspondant aux touches
blanches du niano). On demande zux enfanrs de cheisir une barre quelconque (mais
plutit vecs le milieu de la rameée), et de raochercher la barre dont le son "va le
mieux" avec celui de la barre prise comme référence (en frappant simultanément la

barrve de rs et une autre barre 4y carillon). Ils constateront que la nouvelle
g

barge st rrans A ite (ou & gauche) de la barre de départ, et ceci,

quelle que etle barre.

Contrdle : une mailloche dans chaque main, on part de la barre la plus 3 gauche du
carillon {main gauche) et de la barre situwée 7 crans plus & droite (main droite) i
“ment les dsux barres, puis en recommengant la méme chose par

en frappant simulctane
ains d'un eran vers la droite, on constate que

translations resslves des deux m
dans tous les cas les scns obtenus sont bien appariés.

Pour "baptiser” les barres de 1a premiére rangée du carilleon on peut, ou bien
donner un nom différent 3 chacune, ou bien -8tant donmé ce qui précéde- ne prendre
que 7 noms (d'od 7 classes d'&quivalence de barres) et repérer chaque barre 3
l'int8rieur de sa classe par un procgdé quelcongque (numéro ou autre). On débouche
ici sur l'appellatinn traditicnnelle des sons : La 3, Sel 2, etc...

Les enfants ont alors fait connaissance avec les sons ("bruits" &mis par les barres),
puis avec les notes (identififes par leurs noms : DO, RE,....,LA ST)

3) La tonalité de DO Majeur

On demande d'essayer de jouer les premiZres notes de "Frére Jacques"” jusqu'i
"Doruez—vous' inclus (2),en n'utilisant cette fois encore que les barres de la premiére
rangée. On constate que cela n'est possible qu'en partant des barres marquées DO
ou S0L. On peut alors essayer de comparer entre eux (c'est-3-dire, finalement, de
classer) les "Bcarts de son" euntre deux barres consdcutives de la premiére rangée
EoHRaE GV
du carillon.

On a vu ci-dessus que, partant d'un DO ou d'un SOL, on peut dans les deux cas jouer
"Frére Jacques" sur la premiire rangée du carillon. Si on écrit, en regard de la
syllabe correspondante de la chanson, le nom de la lame jou€e, on obtient le
tableau suivant :

Paroles- Fré | re Ja cquas | (hisg) Dor M vous 7| (bis)
lére barre : DN Do JRE MI Do MI FA SOL
l&re barre : SOL|SOL J LA | st s0L | st Do { RE

Ce tableau nous permet d'érablir les Equivalences suivantes entre écarts :
(DO,RE) A (SOL,LA)  ("Fri-re™)
(RE,MI) A~ (L4,ST) ("re-Ja™)
(MI,FA) v (SI,D0) {"Dor-mez"}
(FA,S0L) "u(DQ,RE) ("mez=vous 7)

Proposons paintenant aux enfants de jouer la méme chose, mais en partant de RE,
cette fois. Bien entendu, on sait d'aprés les essais précédents que ce sera imprssible
si 1'on s'impose de n'utiliser que la premidre tangée de carilleon ; d'od une recherche
an deux temps

a) détermination de la barre "qui ne va pas"

b) remplacement de cette barre par une barre de la deuxi®me rangée (si c'est possible)
qui permette de retrouver 1'air connu.
On arrive alors au résultat suivant : lorsqu'on commence par un RE, la barre qui ne
convient pas est le FA ; le problZme admet cependant une solution, qui consiste i
remplacer la barre FA par la barre voisine (mais appartenant 3 1'autre rangde du
carillon) marquée "FAH" (3). La question qui vient alors naturellement 3 1l'esprit
est : Qu'est-ce que c'est que ce "FA¥"? Et d'abord, est-il plus aigu ou plus grave
que le FA ? Réponse aisée grice aux exercices préparatoires : "FA$" est plus aigu
que FA. Conséquence logique : 1'écart (MI,FA) est "plus petit" que 1'écart (MI, FA4F).

On a alors le tableau de correspondance suivant

]
T

Paroles Te ! Ja |coues || Dor |mez | vous ?

I8ra barre : ®F RE MI | Fad| °F || FAa#F|soL LA




Ce tableau, comparé avec le précédent, montre que 1'on peut classer les &carts ren-
contrés en deux classes (d'Equivalence) seulement :
. Ecarts "de type A" (appelés tomns) : (O,RE), (RE,M ), (FA,SOL), (S0L,LA), (LA,SI)
. Eearts "de type B" (plus "petits" appelés "demi'- tons): MI,FA) et (SI,DO).

On peut alors schématiser 1'octave de la fagon suivante, oll des &carts gquivalents
sont représent@s par des segments de méme longueur,

SOL LA S1 DO
figure 1 E?’ % o 2

0
L=
L3
il
b

L

E
-
L
of
-

Voild done les enfants en possession de la structure de la tonalité de DO Majeur ;
ils pourront constater (en essayant) que la plupart des airs qu'ils connaissent
puvent 2tre joués (en choisissant judicieusement la note de départ) en utilisant
uniquement la premiire rangée du carillon. Mais il reste maintenant 3 justifier
1'appellation de "demi-ton" donnée aux &carts de type B (ce qui, par la méme

occagsion, nous conduiraz 3 la gamme chromatique tempérée).

4) La gamme chromatique :

On poursuit la recherche commencée plus haut, et qui consiste & jouer "Frére Jacques"

(jusqu'ad "Dormez-vous ?") en prenant comme points de départ successifs les barres

de 13 premiére rangée du carillon.

Les cas ol on part de DO, RE et SOL ont d&j3 #té vus. Si 1'on part de MI, on

constate qu'on est obligé de "hausser" le FA (-sFA#)et le SOL (-2S0L#).

Si l'on part de FA, il faut cette fois "baisser" le ST et remplacer la barre
(4) L n'est lui auesti, correspondante par une barre marquée "LA#F" ou "SI b" (4) (suivant le moddle de carillon
qu'un signe powr L'ins- utilisé)... Finalement, la recherche pourra &tre schématisée par le tableaw ci=dessous

tant.

Paroles Fré re Ja cques1i Dor mez | vous?
l&re barre : DO Do RE MI DO MI FA SOL
lére barre : RE RE M1 FA4¥ | RE FAHF| soL | La
i8re barre : MI MI Fadk | soLdF| M1 SOL4F| LA ST
lgre barre : FA FA | soL | L4 FA 1A | stp| po
18re barre : SOL 30L LA sI SOL SI DO RE
1ére barre : LA LA | ST Do# | 1A po#F| RE | ™1
lére barre : SI ST Do4f | RE# | ST RE#| MI FA FF

(5) notes et non pas
sons; il est facile de
vépt filer que les barres iR :
de la sesonde rangée por— total de la manidre suivante,
tant le méme nom aont ap-

partées (octavel comme

celles de la premiére

Fangee. . mib sib
DO¥ RE RER MI FA FA# SOL SOL® LA LAB s DO
C B:C B:iB: C B:C B:iB C ;B

A A A A A

Le classement des Scarte nous permet de répartir les 12 notas (5) obtenues au

figure 2

18

Par rapport 3 la structure i 7 notes trouvée auparavant (figurel), on voit que
les Ecarts de type A ont &té "amputés" d'un &cart de type B, ce qui fait apparaitre
un nouveau type d'dcart (type C). Entre deux barres consécutives (premigre et deuxidme
rang€es ensemble) on n'a donc que deux types d'écart :

- Type B : (DO #,RE), (MI,FA) etc.
(6) Ces deux types cor- - Type C : (DO,DO#¥), (RE,RE#) etc. (6)
respondent respectivement
aur demi-tons diatonique
et chromatique.

©

Proposons-nous maintenant de comparer ces deux types d'écart , il suffit par exemple
de recommencer d jouer "Frére Jacques”, mais en partant cette fois de FA# ; on



figure 3

obtient le résultat suivant

Paroles Fré re Ja cques | Dot mez | vous?
l&re barre : FAF||FafF |soL# | LAFF |FadF | La®F | s1 DO
(sth) (s1h)

Cowparé avec ce que l'on avait en partant de DO, ce tableau nous améne 3 la conclusion
que (LA#,5T) A (MI,FA), et donc gue les Ecarts de type B et de type C sont équivalents.
Il n'y a donc, dans cette gamme chromatique, qu'un seul type d'&cart : le demi-ton.

Ceci, du méme coup, justifie 1'appellation de "demi" ton, et précise la structure
de la tonalité de DO Majeur,

sutvi de "# " etant wn

{7) Remarquons que 1'é-
ertture musicale classi-
que ne procéde pas de
cette fagon, putsqu'elle
se base sur les 7 noms
de notes de la tonglité
de Do Majeur.

(8) Cette notation ezclut
les notes les plus graves,
qut ne sont d'ailleurs
Jamats utilisdes.

NOT4 BENE: On peut faire remarquer que, les barres dont le nom est

nelles, rien n'empéche de considérer une application (notde 4 ) por-
tant sur les notes et gui assoceie, & iLa ‘classe d'un son quelcongus,
la classe du son situé un demi-tom r

Ceei ne pose pas de probléme puisgue I'application # , définie au \“*--.._______,_.__-—--—""
z 2 a

¥
départ sur un ensemble de sons, zet compa
quivalence dont les classes sont les note

On pourra également définir, de la méme maniére, L'application b

SOL SoL#

demi-ton plus hautee que les barres origi- ﬁ

luz haut gque le premier.
haut g premier SQLS SOLH 3
-—-".

“tle avee la r

sib LA

o3

sib2 LA2
-""’"

|

5) Les notations :

Les enfants sont dé€j3 en possession des appellations classiques des sons ; on
peut maintenant leur demander de chercher des codages pour les barres (- sons)
du carillon, en tenant compte de la notion de note ; ils seront donc azmenés 3 recher-
cher des codages avec :

un premier systZme 4 12 signes (puisqu'il y a 12 notes différentes)
un second systéme qui indiquera 1'&l8ment choisi dans chaque classe (7).

8'ils veulent transcrire des partitions dans leurs codages, ils auront besoin
d'indiquer &galement la notion de durée, d'ol un troisidme systéme, qui se superposera
aux deux précédents.

Aprés ces codages "expérimentaux", on pourra introduire (s'il n'a pas déja &té
trouvé par les enfants eux-mémes) le chiffrage suivant, qui présente d'autant plus
d'intérét que c'est celui qui est utilisé par les compositeurs actuels qui s'aident
d'un ordinateur : les sons sont codés grice 3 un systéme de numération A base 12 :

. unit&s du premier ordre : chaque barre est vepérée, 3 1'intérieur d'un octave
(DO-»D0) par le nombre de demi-tons la séparant de la barre "DO" la plus grave
(d'od 12 "chiffres", habituellement notés 00,01,02,..., 09,10,11)

. unités du second ordre (que 1'on a d&ji rencontrées) : les 'huméros" d'octave
habituels, crolssant du grave Z 1'aigu (8).
C'est ainsi que le "nombre" (& 2 "chiffres") 3.06 représentera le FA# 3 (ou encore
le SOLp 3).

Il resterait 3 &tablir un codage pour les notes ; le plus simple est bien sir
de les identifier aux unités du premier ordre utilisées ci-dessus : la SOL
sera noté 07, le MIp : 03, etc... Les notes étant classes d'équivalence de sons,
nous aurons ainsi : 06 = {0.06,1.06,2.06...} .




Instrumentation

1 ¢ Hautbois
2 : Cor anglais

3 ¢ Clarinette
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Basson
6 : Contrabasse
7 t Violoncelle

8 : Harpe

Début du Théme des Variations pour orchestre op. 31 d'Arnold Schoenberg

(mesures 34 3 38)

Molto moderato (d =88)
35 38 37 38

i TN 1 1 I 1 LJ\
] i A 4 ! | I
Ed BT /ﬂ-”r"—x.___.,
— 0y
T ) ) rd
I 7 1 F £
= W& _ o
- e g T
4 m——
1 P ] o e .
Y AN dl - & s I
ﬁ» TeTe 1l i 1 £
e H 1 ¥ T
e !
\ Z T1 1
FiW 4 [ 4 P ] 1 L
PN B 4 | BT gy =y 4
bk L2 L= o
'!-u__"""'h..._ __."
’,...-———-—_...___\
Ll.ﬂ' B
L e
;w_l i £ L
] ¥ & 4
g ) 0 N .._.?'?—H}_J
[ 3 A3 Y A0 KV
P ol 7
D — by
£ VA A d b /
x Pt
——
H"gﬁ h?’ ﬂl'c\\ i
GF 5 T 5 MY
PP .3 o O 4 [oF ]
P L= S | & s
E 18 1 R B
—_— > <> |
T2 8 t 7
1
lele—¢—Fg 1o 5= P
L - .

==

Y - B ———

6) Dans le second cycle

Avec les 2léves de second cycle, l'approche de la gamme pourra se faire plus ra-
pidement et aisément si on la rattache 3 une &tude sommaire, en Physique, des cordes
vibrantes, qui montrera quz la fréquence du son fondamental &mis par une corde est
inversement proportipnnel i sa longueur (toutes autres choses restant égales par
ailleurs), soit f ==

On se procurera ensuite par un moyen quelconque une guitare (objet tr&s courant parmi
les &léves de second cycle), que l'on fera observer attentivement : principe de
production du son, tension de la corde, présence de "filets" métalliques divisant

le manche en "cases", longueur de corde qui vibre selon la position du doigt,...
Expérience : on "sonne" une corde i vide, puis on cherche expérimentalement la posi-
tion du doigt sur le manche qui domne l'octave du premier som. Si on mesure alors

les longueurs de corde qui vibrent dans les deux cas, on constate (si la guitare

est bien menc8e) que 1'octave est obteaue lorsque la longueur qui vibre est moitié

de la longueur i vide ; si £ est la fréquence du premier som, celle du second est
done 2f.

On constate par la méme occasion que l'octave est obtenue lorsque le doigt est
placé sur la 12& case {en partant de 1'extrémité du manche) la guitare est donc
construite de fagcon 3 placer 1Z sons dans l'octave. Question qui vient alors tout



.34 35 36
1 2 3
2 1
3 1 e 4
4i7 8
5.6 0 10
Tl 104 G—s |3 5— g—s e, s
2— {
T
8 7=
| —
=4
37 38
1 5
2 9 =
3 6 .
4—
56
7 8 1= |11 0
3—8 5_"
g—d
B
10— 00—

Page de gauche : Notation du passage en Jeriture classique (d'aprés Editions Universal 1856).

01 — dessus ¢ Transcription chiffrée du passage précédent, avec les conventions suivantes

1) Seules les notes (non les sons) sont représentées et, pour des raisons
d'économie de place, elles sont coddes 0, 1, 2, ... 11 au lieu de 08 Vi vas
11 théoriquement.

2) Les instruments de 1'orchestre (numérotés de la méme fagon gue dans la pe-
présentation en deriture classique) corvespomdent chacun & une ligne, sauf la
harpe qui, powvant produire plusieurs sons aimuiltands, a par consdquent droit
d plusieurs lignes (ici 5).

3) Le temps est représenté en abscisses, le trait faisant suite & wne note
gignifiant que celle-ot se prolonge jusqu'd 1'instant correspondant au point
Final.

naturellement 4 l'esprit : Comment est faite cette répartition des 12 sons ? Pour

le savoir il suffit de demander aux Eldves de mesurer les longueurs vibrantes de

corde, le doigt &tant posé successivement sur les cases du manche (en partant de
1'extrémité), et de chercher comment chaque nouvelle longueur est liée i la précédente.
Aprds quelques t3tonnements et calculs, quelqu'un trouvera certainement que le

rapport de deux longusurs consécutives semhle Btre constant. Admettant alors cette
hypothése, on en déduit immédiatement que le rapport r des fréquences de deux sons
consécutifs est constant (puisque f = ~§)

£ f £

—'J'E—Tx--z-==... =-—~£=r et que E]E"Zf)
0 1 11

et enfin que ce rapport est &eal 3 21/12 (puisque

Les fréquences successives des 12 sons de 1'octave sont par conséquent :
2
£ 21/!2f ' 2-{12f . . 2II/IZE_

By,
La répétition du procéds de division de 1'octave vers 1'aigu et vers le grave moncre
qu'on peut identifier chague son au numérateur i de la fraction i/12 intervenant
dagns 1'expression de sa friquence : caci nous fournit donc une "Echelle de sons"
f? en bijection avec 7. Une fais &tablie cette bijection, on fera remarquer que la
relation B : "différer d'un nombre entier d'octaves” est une Equivalence sur
et que l'ona @ iR jexni = 5 (12).
Les classes d'équivalence sont les notes, et 1'ensemble~quotient €/ (identifié

a 2312 Z) la gamme chromatique. On peut zlors aborder le probléme du codage des sons
(veoir plus haut).



(§) Pour plus de détails,
voir la brochure APMEP :
Musique "elassique' et
mathématique "moderne”.

(10) voir note 9

7) Les tonalités majeures :

Nous pouvons, on 1l'a vu, définir la tonalité de DO Majeur comme &tant le sous-
ensemble suivant de 1'ensemble des 12 notes
M, = {00 ; 02 ; 04 ; 05 ; 07 ; 09 ; 11}.

(en utilisant le chiffrage vu plus haut). La note 00, c'est—i-dire DO, est appelée
la tonique de la tonalité.

Etant donnés que tous les écart entre sons cons@cutifs de 1'&chelle de sons sont
équivalents, chacune des 12 notes de la gamme chromatique peut jouer le rSle de toni-

que, et on peut donc définir ainsi 11 autres tonalités majeures (toutes distinctes

ou non, on le verra plus loin). Un probléme intéressant (et important pour la musique

tonale) peut 8tre soulevé icl : celui des tonalités (majeures) voisines. Il peut
se formuler aimsi : "Quelle doit Etre la tonique pour que la nouvelle tonalité ait
le plus possible de notes comnunes avec DO Majeur ?" Ce probléme peut se résoudre
de deux fagons :

. expérimentale, & 1'aide du carillon ; on essaie de
rangée.

. théorique, a 1'aide d'une feuille de papier et d'un crayon, en crivant les
translatés successifs (dans ZIIZZ

M : Q00 02 04 05 07 09 11

M. : Ol 03 05 06 08 10 00 2 notes communes

M, : 02 04 06 07 09 11 01 5 notes communes

L B R R A N R A A R A

H]l: 11 01 03 04 06 08 10 2 notes communes

Résultats de cette recherche :
a) Il y a bien 12 tonalités majeures distrinctes

b) Il existe deux tonalités majeures qui ne diffdrent que par une seule note
de DO Majeur. Ce sont :

- FA Majeur (note différente : 10 au lieu de 11, soit SIp)

SOL Majeur (note différente : 06 au lieu de 05, soit FAH).
Dans le Second cycle, et dans la mesure ol le niveau des &lédves le permettra, on

pourra ainsi ahorder les 7 tonalitds i didses et les 7 tonalités 3 bémols (9).
Sinon, on ne les définira que dang la mesure des hesoins,

8) Les tonalités mineures :

On définit cette fois la tonalité de DO mineur comme &tant le sous-ensemble
(également 3 7 notes)

n = {00 ; 02 ; 03 ; 05 ;07 ;083 11}

Par rapport i DO Majeur, on trouve deux notes différentes :
. 03 au lieu de 04, c'est-3-dire MIb;
. N8 au lieu de 09, c'est-3-dire LAF .

Comme pour le Majeur, il existe 12 tonalités mineures ; chacune d'elles est dite
"relative" d'unme tonalité majeure dont elle ne différe que d'une note, et le

probléme du "voisinage" s'étend i 1'ensemble des tonalitas, majeures et mineures(iQ).

IT - PRINCIPAUX TYPES D'IMITATION

(11) La forme la plus é-
Lémentaire d'imitation
congtste bien sir dordpé-
ter purement et simple-—
ment le théme; on trouve
parfois la méme phrase
dans dewr voiz différen—
tea, l'une étant légére-
ment décalde dans le
temps par rapport 4 l'au-
tre (imitatiqg en canon).

L'8criture d'une ceuvre musicale dans une tonalité donnée est une contrainte
Gui s'explique historiquement) : on s'oblige & n'utiliser (sauf "accident'), parmi
les 12 notes existantes, que 7 d'entre elles, appartenant 3 la tonalitéd choisie.
La musique dite "classique" a &té la plupart du temps construite autour de la
notion de "théme", phrase musicale caractéristique qui revient i diverses reprises
dans 1'oeuvre. Il peut y avoir plusieurs thémes différents, d'importance inégale,
et ils constituent, avec la tonalité&, 1'un des facteurs d'unité de la pidce. Pour
Eviter cependant de lasser 1'auditeur, cest thémes réapparaissent souvent sous des
formes voisines ("imitées"), reconnaissables en général, mais différentes de la
forme initiale (11). Ces distorsions du théme varient suivant les contraintes que
s'impose le musicien, qui a § résoudre le probléme suivant : "Etant donnée une
phrase musicale P, construire une phrase P' ressemblant le plus possible 3 P, mais
Tespectant certaines contraintes (C,)". Ce probléme peur &tre posé aux &léves, en
leur donnant les contraintes 3 respécter. Par exemple : ;

'monter la gamme" en partant
des diverses barres (des deux rangées), et en utilisant le moins possible la seconde

) de M , et en repérant le nombre de notes communes
o



ler type de contraintes : P’ doit commencer par un son donné (transposition)

D'aprés ce qui a #té wvu au §1, cette contrainte n'offre pas de difficultés,
Avec la notation des sons en base , on :ndra le passage P' par une simple
translation dans 1'Echelle des sons, |'amplitude de cette translation &tant déterminée
par le premier son de P et le premier son (donnd) de P'.

Reprennns l'exemple de "Frive Jazques'”, qui s'édcrit, en notation craditiomnelle :
[ —
e EENT | R
rron W N S § GO
A~
v *

et donc, avec la numération A hase 12 (et en supprimant lss reprises), sous la forme
du n-uplet suivant

P = (3.00,3.02,3,04,3.00,3.06,3.05,3.07).

81 la contrainte est de prendre comme nouveau son de départ le MI 3 (chiffra 3.04),
la translation & utiliser sera d&finie par

t @ 3,00 —e—s 3.04

Ceci permettra de trouver de proche en proche les images de tous les Eléments de P
et donc d'cbtenir BP' :

El

P' = (3.04,3.06,3. 08,3.04,3.08,3.09 vl 1)
Soit en notation classique :
o e
9 = E‘ Ei*a;‘tztjiitz

N.B. : Le chiffrage 3 base 12 présente 1'échelle de sons comme un sous—ensembie
de N, ce qui pose des problémes théoriques en ce qui concerne les translaCions :
ce ne sont pas des bijections de & |, mais de simples fonctions. Cependant, dans
la pratique, on se place toujours "loin des bords" de®, ce qui fait qu'on n'a
pas de probléme pour définic l'image de P ; un moyen d'atténuer cette difficulté
est de considérer non plus les sons, mais les notes, dont l'ensemble peut &tre
-on 1'a vu- identifié a Z/ Les translations & considérer sont maintenant

des translations de Z/ 27 gonc bijectives et sans probléme. Une telle translation
associe une note 3 une adtre ; il reste donc 3 choisir, pour chaque note, le
représentant (son) gui convient, ce gui peut se faire aisément en comsidérant
l'amplitude des intervalles successifs dans le passage P. Reprenons notre bon
vieux "Frére Jacques'" ; du point de vue des notes, il s'écrira cette fois :

p = (00,02,04,00,05,07)

Le transformé de p doit commencer par un MI (c'est-3-dire 04) : la translatien
4 considérer est donc :

€ 2 g 122

i —— it

et on aura p' = (04,06,08,04,08,09,11).
Le son de départ étant MI 3 (3.04), le deuxime son de P' sera forcBment le FA#3
(par comparaison avec les deux premiers sons de P), et ainsi de suite...
Une telle imitation s appelle une trﬂnsqulLlon de P. Elle présente la particula-
rlte de fournlr un passage P' qui est écrit dans une autre tonalitd que P (om dit
qu'elle fait "moduler") : la tonalité de P' est, par constructionm méme, la trans-
latée de la tonalité de P.
Pour les &léves plus 3gés, on peut alors donner des exemples moins ElEmentaires.

—Z/

Voir un exemple musical tiré de la littérature classigue dans 1'Annexe (page
suivante).

28 type de contraintes : P' doit commencer par un son donné, mais &tre &crit dans
la méme tonaliré que P (imitation directe sans FOCU13L101)

Les enfants qui sont partis de la manipulation du carillon ont déj3 été confrontés

4 ce probléme (jouer "Frire Jacques" en commengant pas une barre gquelcongue, et sans
utiliser les barres de la seconde rangée). Ils ont déja remarqué qu'il admettait en
général pas de solution et qu'i fallait utiliser une ou plusieurs bd-re de la seconde
rangee si on voulalt obtenir cofits que cofite un résultat. Si 1l'on s'impose de ne pas

"tricher", on n'obtiendra qu'une "zpproximation'" de 1'air initial. Les enfants pour-—
ront canstater expérimentalement gue la meilleure approximation possible (la barre
de départ &tant fixée) sera obtenue par une translation sur les barres de la premiére
tangée du carillon.
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{12) Utilisation dea chif-
fres romains pour dviter
toute confusion avec le
codage dans 2/122. Il a
fallu inventer un "pseudo
zéro”.

Il est donc plus simple, en ce qui concernme ce type d'imitation, d'utiliser un codage
qui ne fasse intervenir que les 7 notes de la tonalit@ & 1'intérieur de laguelle

on s'impose de rester (et non plus les 12 notes de la gamme chromatique}. Le plus
naturel consiste 3 identifier les 7 notes de la tonalité donnée (majeure ou mineure)
aux 7 &léments de Z/.,.

Ce codage présente l?avantage intéressant que les translation envisagées ci-dessus
correspondent aux translations habituelles dans Z{?Z.

. dans 1a tonalité de DO Majeur, nous aurons !

Exemple
MI ; IT 3 FA : ITII ; SOL : IV ; LA : V ;

po :Q ; RE : T SI : VI .

(12

"Frére Jacques' mra donc cette fois codée :
T =¢0,1,11, 0 ,II,IIL,IV)

Si on en cherche 1'imitation directe sans modulation commengant pas le MI 3, elle sera
obtenue gr3ce & la translation :
t HA Z
l9z > 2l gy

5
T ———T + II

ANNEXE

1) TRANSPOSITION

Extraits du "Solo per il Cembalo” (J.-5. Bachl), du Xlavierblichlein :

" - L
L
1 Y BQFQFQ o
i 4 = T ) S 5 S S s e D =
B =11 B T P S TG 5 [0 S5 5 [ ™ 080 S Y
o P00 B O == | o 07 g g R TS 1 o
0 2 W 1 L S W
o 4 M »+T . k= L E

Transcription dans Z/12% :

A £ 0307 10 10 10 00 02 03 03 05 07 08 07 05 03 02 00 10 08 07 10 03
B : 100205050507 09 10 10 00 02 03 02 00 10 09 07 05 03 Q2 05 10

N.B.: Noter les changements d'octave dans la transposition du théme.

2) IMITATION DIRECTE SANS MODULATION

Extrait du Menuet de la Deuxidme Suite Frangaise (J.-S. Bach)

T P e . 2, -
1 ¥, 1 1 r ! = 1 -~ | At T GRE WY _i 1 r 51
= T T 11 &7 1 | R RN TR 6 | A | r_d - Vil R
1n D B ™ N N 0O s S S O I S T 7 T
s s S 8 R~ o S P S ——

Y

Transeription dans Z/12Z (urh Majeur).

A+ IITIT I IIIVIVIVVIIIIIIII
p:ITIQIIVIVIIIVO III QO

3) IMITATION A L'UNISSON DANS LA TONALITE HOMONYME

Extraits du ler mouvement de la Sonate pour piaio K.533 (Mozart)

. ) O e T'Td-ﬂ D
A Tt B £
| r ] = .4 i
T —— v g +
w
Transcription dane Z/7Z (Pour A: FA Majewr. Pour B : FA Mineur).
IVIITII T O IIITIIIVI O IV




Expérimentale

11

Et nous aurons alors

g (I1,111,1V,11,IV,V,VI), c'est-a-dire (MI,FA,SOL,MI,SOL,LA,SI).
Quant & la déterminarion des sons, elle se fera sans probl®me comme dans le cas de
la transpositien.; il y aura cependant ici, dans certains cas, de légdres variations
d'amplitude des intervalles

(Exemple musical ! voir Annexe ci-contre)

38 type de contraintes : P' doit commencer par le méme son que P, mais 8tre &crit

dans une autre tonalité (imitation 3 1'unisson)

Le cas le plus fréquent est celui de 1'imitation 3 1'unisson dans la tonalité
homonyme (deux tonalités sent dites homonymes si elles portent le méme nom, mais
5 o= . -

1'une étant majeure et 1'autre mineure).

Exemple : "Frére Jacques" est Zcrit en DO Majeur, c'est-3-dire en n'utilisant que les
Eéléments de ¥ = {00;02;04;07;09:11}

Q

81 on veut 1'imiter i 1'unisson dans la tonalité homonyme, son transformé sera éerit
en DO mineur, g {00;02;03;05;0?;08;11} J

Comme on 1'a aejd remarqué, DO mineur s'obtient partir de DO Majeur en remplagant
simplement MI (04) par MIb (03), et LA (09) par LAP (08).

On aura donc 1'imitation cherchée en remplagant, & chaque fois qu'elles apparaltront
les notes MI et L& respectiv nt par MIp et LAP . Ceci revient a remplacer chaque
note de DO Majeur par la nots de DO mineur portant le méme numéro (dans 1'identi=
fication avec ijz}. Dans le cas de "Frire Jacques" on aura donc :

i Ef?7 D0 Majeur oo mineﬁr
0 00 00
I 02 ! 02
T D& 03
III 05 05
v 07 07
v 09 08

1 VI 13 11

L'imitation de "Frére Jacques" sera donc iei :

p' = (00,02,03,00,03,05,07), soit en définitive

H 1 Ly ; J

- E
7 ) 1 1 . S
BT, % " —— H —3f
v 2 I 7 §
o < ¥ 4

48 type de contraintes : P' doit commencer par un son donné, 8tre Ecrit dans la
méme tonalité cue P, mais le sens des intervalles successifs de P doit Btre.
inversé, et ieur it respecté d i imi i
mouvement contraire)

Premier probldme @ Quel type de notation utiliser ? Celle qui est basée sur 2;122‘
ou celle qui est basée sur Z/__ 7

Puisque 1'on s'impose de restef & 1'intérieur d'une méme tonalitd, la seconde notation
sera certainement plus adaptée.

Un premier résultat qui peut &tre constard par les Eléves (sur un exemple) est que

le respect intégral de 1'amplitude des intervalles est en général ilmpossible. Soit i

imiter "Frére Jacques" (pourquoi changer 7} par mouvement contraire, en commengant par
S0L 3

nt, si 1'en veut respecter 1'amplitude des intervalles, on obtient
le résultat suivant (en écrivant les sons de F erf en notant 1'amplitude des inter-
valles successifs par le nombre de demi-tons séparant les deux sons, affectd du
signe + si on passe du grave 3 1'aigu, et du signe - dans le cas contraire)




FRE —_ RE JA = CQES DOR — MEZ yous ?

@ @ & @

ORIGINAL : 3.00 —3.02 =——>-3.04 ~—=3.00 —=3.04 —=3.05 —==3.07

@ @ @ @ Q@ D

IMITATION ; 3.07 ——>3.05 —>3.03 —3.07 —> 3.03 =3 3.02—>3.00

On obtient ainsi, on le voit, la note 03 (MIB )}, étrangére i la tonalité@ de DO Majeur.
On peut penser 4 la remplacer par la note 04 (MI}, inutilisée jusque-13 et voisine
de 03, Cette recherche expérimentale montre que le principe consisted dtablir une
permutation de Z/ qui "inverse" le sens des intervalles, en changeant aussi peu
que possible leur amplitude. L'idée qui peut venir 3 ce moment est de considérer les
symétries de Zf?z, c'est-3-dire les applications de la forme :

8. & Z;‘?z—) U?Z

T -—e—2UT

Reprenons 1'exemple de "Frére Jacques" que 1'on veut imiter cette fois par mouvement
contraire en commengant par SOL 3. DO doit &tre transformé en S0L, donc on doit avoir
sU(D) = IV ; d'oi U = IV. On aura donc
Syt Bl > 23y

O ——s 1V

I —a— III

IT —ea— II

IIl —e—4a 1

W —a— O

v — a— VI

VI e V

et, puisque T = (O,1,1I,0,11,I1I1,IV), on aura :
w'= (IV,111,11,IV,1I,I,0) ; scit finalement

u

= o I
e it 4
J e

(Exemple musical : wvoit annexe ci-contre).

5& type de contraintes : Le "Canon & 1'@crevisse" (imitation ré&currente)

Il s'agit cette fois du procddé ~tout i fait abstrait du point de vue musical-
qui consiste 3 Enoncer une phrase musicale en commengant pas le dernier son ;
c'est--dire que, si 1'ona P = (8,,....,5 ) on aura P' = (5§ ,...,8 ).

Ce procédé n'est pas du tout imaginaire, et 3 &t& utilisé par des compositeurs
aussi illustres que J.S., BACH (voir exemple en amnexe).

Voici ce que donnerait "Fr2re Jacques" (jusqu'i "Dormez~vous ?") transformé par ce
procédé :

et

| et
-i#q}f;Jl-

N.B. : Cette transformation n'introduit bien sfir aucun changement de tomalité.
D'autre part, il est normalement impossible (& moins d'avoir un esprit extra-
ordinairement abstrait) de reconnaitre i 1'auditiom la phrase dont on est parti.

(Exemple musical : voir anmexe ci-contre)

Voici donc passds en revue les principaux types d'imitation utilisés par les
compositeurs "classiques". Ces divers types peuvent bien siir étre combinés entre
eux pour donner de nouvelles imitarions (les exemples fourmillent). D'autre part
on peut, avec les &l2ves les plus dgds, prolonger 1'étude pré@cédente pour déboucher
sur la musique "sérielle", dont —comme on le verra- un certain nombre de régles
sont issues des procédés imitatifs rencontrés ci-dessus.



ANNEXE

¢) IMITATION SANS MODULATION PAR MOUVEMENT CONTRAIRE

Eztraits de "L'Art de la Fugue" (J.-5. Bach).

Transeription dang 2/7% (RE Mineur).

A Iv IT VI I ITIITITI I
B: IV IT IV V IV ITLI I T I III IV

5) CANON A L'ECREVISSE

Le n® 3a (Canon a deur voix) de "L'Offrande Musicale” (J.-5. BRachl.

(La premiédre voiz joue la partition dmma le sens habitusl tawdis que la seconde la
Jous de drotie & gauche, en commengant par la fin).

ITT - OU KLEIN FAIT POINTER LE BOUT DE SON GROUPE

$i nous jetons un regard en arri2re sur celles des imitations rencontrées qui
ns font paz moduler, nous trouvons :

- les imirations directes sans modulation (bien siir)
= les imitations par mouvement contraire
= 1'imitation récurrente.

les deux premiers types ont &té repfésentés, en premiére approche, comme des
permutations de Z/,z = {O;I;II;I11;IV;V;VvI}
= les imitations directes comme translations :
&y T —-a-—p'nt_r
- les imitations par mouvement contraire comme symftries :
8y ¢ T ——0T

En fait, une phrage nus_icale &tant représe.ntée comme lm_h-plet d'éléments de z(n 3
T’:.- (XI ,xz,._...,xn), ses imitations directes seront les 7 n-uplets

TU (}) = (t‘U(xl)’tU(xz)”"’tU(xn))' (Bien sir, on a TglR) =%).

De wéme, ses imitations par mouvement contraire seront les 7 n~uplets.

Su(li.) - (sU(xl),sU(Xz)_,....,sU(Xn)), et 1'imitation récurrente deli sera

RO = (xn.xn_l,....,xl).

Comme nous 1'avons dit plus haut, ees procédés peuvent &tre composés les une
avec les autres de toutes les fagons possibles, et ceci peut servir de base I une
recherche des &l&ves (par groupes, pas exemple) :

" = Qu'obtient-on alors 7"
" - De nouveaux types d'imitation apparaissent-iIs 7"

Donnons ici sans démonstration les résultats d'une telle recherche (gui bien siir
se ramépe 3 des compositions d'applications) :

13
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SR

SR

SR| E

SR

Pl [P |\
b
m

a) Méme proc&dé utilisé deux fois
TwoTy = Tysy

SUc;S‘r = TU—V {en particulier, SD o Sy est 1'identité)

RoR estil'identitd.

{Remarque : ks 7 imitations S_ peuvent &tre considérées comme les produits de compo-
gition de la symétrie Sp par les translations T_ ; on a en effet

u
SU TUOSU (s o DT_U)
b) Composition de_deux procédés différents

T oSV = 5

u U+v

SUDTV = Sy—y

TUOR = RoT est d'un nouveau type

5,0R = RoS est galement d'unmuveau type, et on a de plus § oR = RoS, = T,0(50R

Conclusion : Tous les types d'imitation sans modulation rencontrés jusqu'a
présent peuvent done &tre considérés comme les composés, par les translatioms,
des &léments de 1'ensemble K = {e:5p;R;5 oR} € Ecant 1'identité de (Z/ Z)

La table de la loi o dans cet ensemble K est, d'apr8s ce que nous venons

de voir, la table ci-contre :

On reconnait 13 la table d'un groupe de Klein. Consiquence de la stabilité

de K pour la loi : en composant autant de fois qu'on le voudra les procédés
imitarifs étudiés, on n'en obtiendra pas de nouveaux. En d&finitive, un théme
rusical pourra donc se présenter sous 4 formes : )

- l'original
- son "renversement” S g ()
- sa forme récurrente R (f),
- le renversement de sa forme récurrente S oR(T) (qui est d'ailleurs également
la récurrence du renversement).
Ces 4 formes sont définies, en quelque sorte,

"i une translation prés'.

IV - LES REGLES DU DODECAPHONISME

(13) in "La Musique du
XXe stécle” (R. Laffont-

Grammont 1978).

{14) Il y en a d'autres,
mais qui sortiraient du
cadre de cet article.

Les années 1880-90 marqudrent la désagrégation de la musique tionale, par un besoin
général de "dépasser les limites des lois harmoniques" (13). Partni les musiciens
qui cherch8rent alors i créer un nouveau langage musical, on ne glaurait ignorer
Arnold SCHOEMBERG (1874~1951) qui, vers 1923, codifia le résultat: de ses recherches
sur le "dodécaphonisme". En effet, les régles de la tonalitd une fois abolies,
la Musique se trouvait dans une situation quelque peu anarchique ; la nécessité
d'un systéme de remplacement se fit alors sentir, et c'est ce 3 quoli se consacra
-entre autres- SCHOENBERG. Voici quelques-unes des régles qu'il édicta (14)

1) Aucune des 12 notes de la gamme tempérée ne doit &tre priviilégiée, de quelque
fagon que ce soit, par rapport aux autres. En particulier, la frEquence d'appari-
tion devra @tre la méme pour toutes.

2) Régle du "total chromatique" : elle impose i une note quelconque de ne pas
réapparaltre avant que toutes les autres aient &té énoncées, Allant mlme plus loinm,
SCHOENBERG impose que

3) toute ceuvre musicale soit basfe sur un arrangement, choisi & 1'avance, des
12 notes (la série) : S = (ni’nZ"""“li)’ olil n; €2/ ,5, ot (i ¢ ) == (n; # nj).
Cet arrangement est chronologique, c'est-3-dire que, dans un tel I2-uplet, une note
placée i gauche d'une autre gera émise avant (ou en méme temps que} celle-ci,

C'est cette série qui fondera 1'unité de 1'oeuvre musicale ; elle 1remplacera en
quelque sorte (bien qu'étant d'essence différente) & la fois la tonalité et le théme
des ceuvres antérieures. Se souvenant des techmiques du contrepoint, et en parti-
culier des procédés imitatifs, SCHOENBERG applique & ZIIZZ les procédés que les
musiciens antdrieurs utilisaient dans Z/., (voir ci-dessus) : puisqu'ici la "série"

a remplacé le "th&me" tonal, SCHOENBERG impose i § de n'apparaitrie -3 une tramslation
prés=- que sous 1'un des quatre avatars suivants




(15) Pour une étude plus
détaillés de ce Théme,
votir la brochuve de 1°'
IREM de Paris Sud intitu—
lde : la Musique adoucit
les Maths.
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§ elle-méme, bien sir : § =g£(8) = (n],nz, ..... ’n]2)

son renversement : rv(§) = (—n],—n SRy,

g1

. 8a récurrence : rec (8) = (RIZ’HII""’ni)

la récurrence de son renversement : rcerv(S) = (-nlz,—n] e B

prtt s
Bien entendu, comme dans le cas de la musique tonale, 1'ensemble K' = {£;rvirc;rcarv}

muni de la composition des applications est un groupe de Klein.

On peut alors, avec une classe, se proposer d'&tudier de ce point de wvue un
passage d'une ceuvre sérielle, pour veoir comment y sont utilisées les régles qui
viennent d'8tre décrites. Voici, & titre d'exemple, la série servant de base aux
"Variations pour orchestre", op. 31, de SCHOENBERG :

$ = (10,04,06,03,05,09,02,01,07,08,11,00)

Cette sErie apparait au début du "Theme" sous la forme suivante :

b,

ey
it

ﬁ
e
ind
TR
o

W

(cf la partie de violoncelle (n® 7) page 6)

On retrouve d'ailleurs dans ce Thame les 4 formes de la série (13)

+ S, déja indiquée, ainsi que T,(S) = (01,07,09,06,08,00,05,04,10,11,02,03)
. Teorv(S) = (07,01,11,02,00,08303,04,10,09,06,05)

. re(8) = (00,11,08,07,01,02,09,05,03,06,04,10)
- Tgercerv (S) = (05,06,09,10,04,03,08,00,02,11,01,07)

Aprés ce tour d'horizon qui nous a conduits 3 travers divers aspects dela
de la Musique, je n'ai qu'un seul souhait i formuler : c'est que cet article
incite certains colldgues 3 envisager une coordination de leur enseignement
avec celul de la Musique, en s'assurant, bien siir, le concours du collégue musicien
enseignant dans la classe concernée. :
Ceci aurait pour avantage d'offrir 3 nos &léves un champ d'application des
Mathématiques un peu différent de ceux auxquels ils sont habituds, et ne méme
temps de leur permettre d'appréhender un peu mieux les oeuvres musicales,
c'est-3-dire i la fois avec leur intelligence et leur sensibilité.

Publi

Bibliothéque de travail

cations POUR VOS COMMANDES,

A,P;M.E.P‘ ' | adressez vous

a VOTRE REGIONALE

du professeur de mathématique (Voir adresse et CCP page 51)
MOTS I (brochure 74) Prix BF (8,20F port compris)
MOTS IT (brochure 75) Prix 6F (8,20F port comprig)
ELEM-MATH I (brochure 75) Prig 3F (4,15F port compris)
CARRES MAGIQUES Prix 4F (5,15F port compris)
A LA RECHERCHE DU NOYAU ler CYCLE Prix 15F (17,20F port compris)
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A PROPOS DES QUATERNIONS

par M. BOUTEILLER
(BRIVE - CORREZE)

Ce qu'il faut savoir sur les quaternions, et ce

qu'on peut en faire.

I - RAPPELS HISTORIQUES

Il est toujours honnéte de rendre 3 César ce qui lui revient ; en con-
séquence, rappelons que les nombres négatifs sont dus 3 BRAHMAGUPTA (628) et popularisés
par N.CHUQUET (1500) que les logarithmes sont dus 3 NAPIER (1550-1617), les complexes &
BOMBELLI (1526-1573). La représentation géométrique de C revient 3 WESSEL (1745-1818)
neuf ans avant ARGAND. La définition de € par R [ x] {J/(x2 + )R Ex ] est due 3
CAUCHY (1789-1867) et celle par les couples de réels i William—Rowan HAMILTON
(1805-1865) en 1833 (communication & 1'Irish Academy). HAMILTON cherche en vain pendant
dix ans 3 #tendre le calcul complexe 3 la dimension trois et ce n'est gu'en 1843, un 16
octobre, en se promenant le long du Kings' Canal de Dublin qu'il eut 1'inspiration tant
attendue. Le calcaire de Brougham Bridge qui emjambe le canal en fit les frais avec

. .2 .. . . .
12 = ] = kz =1 j k gravé au canif dans 1'exaltation du moment.

Complexes, quaternions, octonions, doubles, duaux de STUDY (1862-1930)
seront absorbés par les Algébres de William Kingdon CLIFFORD (1845-1879) et celles
d'Arthur CAYLEY (1821-1895). FROBENIUS en 1878 montrera que tout corps K tel que
R < 2 (K) et dim R.K finie est isomorphe soit & R soit 3 € soit au corps des

quaternions.

II - LES QUATERNIONS

J. DIEUDONNE "Algébre lindaire et géométrie &lémentaire" Annexe T

donne les raisons de 1'échec d'HAMILTON pour la dimension 3. Soit Eun R - espace

- 4 3 , = - - R . -+ - 2 =1

base e, unitéd multiplicative, & s & . S1 u ¢ E €, > B, » LU, U sont
L
e

=

dépendants d'ol en passant par

= xe, et en recombinant
=3 -2 - -+ -
U +au +Bu+y e = o =(u-h ;o) (32 +pu ot ;0), u2 -—4dv<o
-1/2
Alors (0 + & @ )2 = (Uz ) = T S s 32 ) +,2 =
u 5 e = {5 W eo et 51 u'= (u + E—eo)(y - EJ on a u = = eo ¥



-+ -+ : +
Poutr u = e. on trouve e = - <, 1=1, 2
o R - -, -,
Formant e e =ae +be +r e
| 2 Q 1 2
on en déduit ~3' =l B - ae',+be o _-ca
1 1 & 2 2 1 2 o
AR B Blaw BE B L@ ot par suite B2 & < I ce qui ast
" 1%27 5% T5%1 "5 %2 B .

irréalisable dans [R.

En 1'honneur de HAMILTON, les mathématiciens motent H le corps non
commutatif qu'il a découvert.

H=R1 ® Ri ® Rj @ Rk avec la table de multiplication

(’[ ; J k
i _]1 k! e |
3 - 3, il +1i
k + 3, =il -1

a partir de laquelle le produit s'étend 3 H par linéarité.

I1 faut bien entendu vérifier 1'associativité pour les £léments de la

table soit 27 - 3 = 24 cas non évidents qua 1'on ramfne i 9 par deux remarques
a) q (95 a3) = - q; (a5 q)) = (a5 q,) q,
(4 9)) a3 = - (a5 9)) 95 = a5 (g, q))

donc q, (a, q3) = (q, q,) 9395 (9, q)) = (a4 ;) q

I1 suffit alors de choisir 1'élément central (3 possibilités) er les

encadrants (3 possibilités) ce qui donne les 9 cas qu'on examine un i un

iii iik ik
Jit jik ijk
k ki k k] ik j

9&eH<=g=og+ail+8j+yk=g+ P (g partie scalaire, P partie pure)
§=0-p estle conjugué, q§q=9qq-= o sl ¥ 32_+ Y =N (q) norme algébrique et
si q# 0, on a q-‘ = E%E) (ou bien g / N (q) ). Attention cependant qq' = q' q.

Saluons en passant le groupe quaternionique d'ordre 8, non commutatif
(Q2 , <) avec Q2 ={1,-1,1i, - i, j, - i, k,- k } dont le centre Z(Qz) ={-1, 1}

est non réduit & 1'Elément neutre.

€ =r1 @ R i apparait comme un sous-corps commutatif de H et comme
q=1(c+aei) + (B+vi) j=B+A4Aj, H apparalt comme un & - espace de dimension 2
de base (1, j). A chague q ¢ H correspond le C - endomorphisme q' > q' g

dont la matrice dans la base (1, j) ast Tq = (c + i, ~B+1i Y)

B +iy,a0-1a

I | T T sont les matrices popularises par PAULT er comme
1 § i P P

k
Y = T of on voit gue 1'application q > T  est une représentation de H
q, d q a, 9
I =2 2 i
"

par matrices d'ordre 2 & coefficients complexes.

17
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Cette structure de ( — espace oi ¢q = B + A j donne pour le produit
qq' = [(0(5' - an' - BB' - yy') + i (ga' + ag' + By' - Tﬁ'ﬂ +
[(oB' + 80" + va' =ay') +1i (oy' +ya' +aB' - ga")] ()
clest-3~dire qq' = (BB' - AR'). + (AB + B A" j.

On peut alors imaginer une construction de H comme quotient d'un

anneau de polyndmes par un idéal bilatére maximal.

— ’ 2 i
Si t L—L z —> z est l'automorphisme usuel <t = de

n h m k m+n =
on considére . [x] oil Z_an X . Z'bk x = Zc X
: o [

r
o
h
avec ¢ = 2 a T (bk)

h+k=r
Dans cet anneau (1{2 + DO D{:[ est un idéal bilatére en effet
n n+2
2 h r 2 3
(X +|)Zahx=2cr-}( avec cr=ar+1' (a_rz)—ar*'arwz
o o
o n+2 T -
X d = +oa men
S s x S G d SEEE Uy T T r
o] o .
Les &léments de OZ_[ [X] ,"()(2 + 1) ﬁ:f [X_] sont les A X + B ;
A, B E &, (1{)2 = -1, donc si on note X = j ce sont les A j + B avec pour le
produit

(B + Aj) (B' + A'j) =B B + (AT (B') +BAY) j+AT (A" j2 =
(BB' - AR) - + - (AB'+BA") j.

. . . -1 o 2 2
Si Aj +B#0 ona (Aj +B) = (-Aj+B / (|a]®+ [B]D
Remarque
En écrivant gq = (o + ai) + j (B8 - vi)

on a T-(U"-m'jf’_sl'-,"(l e T T
q B —yi, o+ al ql q2 q] qz

ITT - APPLICATIONS DES QUATERNIONS

I - CALCULS DANS L'ESPACE EUCLIDIEN REEL DE DIMENSION TROIS

a) Rappel sur les complexes

Pour apprécier le r8le des quaternions, il est utile de rappeler celui

des complexes dans le plan suclidien réel. A chaque valeur z (;) on associe le

s + + - P +2 — 2
complexe z = x + iy alors 2z 42, =z ‘2z, +2z z_ et 2z =z z = ]z1 _
1 2 172 |
= Le groupe 0, des isométries vectorielles &tant engendré par les symétries vectorielles
par rapport 3 des droites vectorielles, on a pour une telle symétrie
| -
- - - - -+ -+ = -+ + 2 -+ 2 a.z >
| s#l 1 z'~z=3a, a.(z+z')=0 d'ol A =-2a . zfa" et |[g' =2z - = aJ
d
| a
I 2 az + az a —
qui donne z' =z - F—" a et z' ®= - — 2z,
1 aa . a
l ab
! Pour la rotatiom s, 4 os L onaura 2" = z=rz, r€s =U
i} a b

groupe des complexes de module un.



Si r=u+1ives

1

. T . & i @ . u, -v
domorphisme e du R - espace € pour la base (1, i) i savoir (v o X u

On a l'iscmorphisme de groupes (S1 sa) I:a(s O2 , ©)

la matrice de la rotation
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est celle de 1'en—

2. 2
+ v

r
r

1.

rb—
r

b} Calcul dans E

euclidien réel de dimension trois.

A chaque wvecteur E =a 1+ 8 j + e dans la base orthenormée
(1, }, ) on associe le quaternion pur p =a 1 + B J + v k, on notera aussi
g = (g, p) ou g + p par abus de mélange. Alors si " A" est le produit vectoriel
on vérifie le formulaire : p, p = -p. s p, + D, A Py 3
1 72 1 2 1 2
. e — - 2 *2
Py Py Py Py Py =Py 5 P P
( -+ —)-) " ( -+ & -+ ¢ -+ .f-\ =+ ) -
S 97 M) G TRy 2 By Sy Bg Tig By By N Byl b
; 2 *
q quaternion pur <=> g € R .
s , 2 . B 3. B 8
(Ainsi 1'équation dans H + 1 =0 a pour solution g = ai+ Bj+ vk ; a™+ 87+ v~ = |,
q P 1 il
c'est-8-dire 1'image dans H de la sphire unité 82 dé IR3, 3 ne pa¥w confondre avec
S,=1{a; N(a) =11}).
Les isométries vectorielles forment le groupe O, , elles sont engendrées
; 2 3 &
par les symétries planaires vectoriellas et pour une telle symétrie
- - -+ - -
s;J. :S;—]-(p)-p'=p——-_?-%Ea donnep’=p—%ﬁa=—apa =apal/ N (a).
g7 a :
(La non commutativit& de H rend le calcul plus pénible). Pour la rotation
s ;J- o s g.L on trouve p" = (b a) p (b a)_] =tp t_].
Réri = x " ___] * ) *n . & g
gciproquement, 51 p =t pt , te HY, p—p est une rotatlon P s
en effet, on voit que TE est un endomorphisme du R - espace E, que
?t = I‘t @==>t, =X t, ASR. On peut par suite se limiter au cas ¢t & 53 , on écrit
1 2 -
* 2 2 2 2 2
alors t=g+p, N () = 52 -p =0 +a + 8 +y et on pose
S B oo B 2 2 2 =
P=pu,u =1= u d'oii p" =a + 8 +y ,t=g+pu,t =g -p u.
74 i o) -+ -+ . 9
Dans la base orthonormée directe _B (4, v, w) de E, il vient
r
Uu=vw, Vv=Wu wS=urvwv,
puis Tt(u) =y 1, 0, Q
[
i B ; 3 2 2
Ft(v) = (o7 - p7) u+2 pow soit #@ =0, ¢ =-pa", -2 po ;
2 “B 2 2
Tt(w) = (g~ p7) w-2 pov 0, 2 pog, o~ - p
T, est la rotation vectorielle d'axe Ru d'angle 2 a ou 2a-27
avec cos o =g, sina = p.
i 5 ; a N * . . .
L'application H "“--—"'IR+ , bl N (t) est un morphisme de groupes,
r ; . . .
Ker N = S3 et 83 — 50, I Tt est un morphisme de groupes, surjectif mais
nen injectif wvu que y 5 .
] 4 s
a —p =3 F i, . .. V] + a
255 =p * @ +b” =1 entraine o = _ 5 .
Ul - a v N .
p = Sgnhb 3 Ainsi Ker I' = {= 1, + |} d'on 503 is 83,’ =1, 1}
(alors qu'en géométrie plane SI.')2 is S]}.



(Par un raisonnement assez d2licat, J. DIEUDONNE montre dans l'annexe

IV que T n'a pas d'inverse i droite. En théorie des groupes de Lie 53 est un

revétement universel de 503 dit revBtement spinoriel Spin (3, R).. Spin (3, R)

n'est pas le produit semi-direct de Ker [ par un sous-groupe isomorphe 3 503).

I1 -~ APPLICATION A LA GEOMETRIE SYMPLECTIQUE

(n trouvera dans 1’e?k-posé de Monsieur COUTY préparatoire i la confé-
rence de Monsieur LICHNEROWICZ 2 1'U.E.R. de LIMOGES (1975), les indications sur la
structure symplectique en géométrie différentielle et mécanique analytique. On va

indiquer ici la présentation donnée par CHEVALLEY 3 partir de H.

Pour n;],Hn={‘a’=(ai) lgign; ¥i1i, aiEH} est un H - espace

y " > n . . ;
vaectorlel et si _5, b € H', on définit leur prodult symplectique

n _ n
32 o b, ¥ =S N(aercE B0 ind.
1

1

n
- F A - o Py A
Comme b . a = _S_ bi a, = a.b on a les propriétés d'un produit
1

hermitien. Il 2 | = V ;2 est le norme symplectique.

la géométrie de H  se développe comme celle de tout espace vectoriel,
. . n s n -
on définit les endomorphismes de H , é&l&ments de End (H) et leurs matrices.
- n
a

fe End (H") est dit symplectique si pour tout N

(=
e @ || = I3 |l il est équivalent de dire £ (3) . £(8) =a . b

ou encore
°f - f_i en notant tg la transposée de 1'application conjugue. Les endomorphismes

symplectiques forment le groupe symplectique Sp (n).

On a vu que q= (g +ai) 1 + (g +vi) je C1 ® L]

s n . - .
= ~t i} + = X + X
alors gi a (al Fwsiz an) &« H et si ~n pose a = x x i " S
n
en notant x'k R ST S xn+ké € ; au vecteur <l correspond le vecteur
+i n o+ _
a'g C a' = (}n{1 sares Kooy Ko sees xzn}.

A chaque f € End {Hn) correspond f'e End (C-zn) £ (?.{') = (f (_5) ) K
cette correspondance donne un isomorphisme de Sp (n) avec un sous-groupe
SpL (n,L) de GL (2n,<C) appelé groupe symplectique linéaire (il regoit la topologie
induite par celle de GL (2n,4&), Sp (n) est alors muni de la topologie initiale trans-

formant en homémorphisme l'application f }— f').

Th. f' € SpL (2n,L£) si et seulement si elle laisse invariante le forme
- U‘
bilinéaire g (x.k Yn+k - Y xn+k) at appartient i (2 n).
k=1

* Soit f = (qst) € 8p (n), f'= (rk“!.) 1 £k, 1% 2n son associée dans

GL {2n,C), ;‘é Czn, _‘t:‘e C2n associés 3 Z ' Hn, _‘t; e 1.
5 A 4 % " . 2n . 2n
AR ik & I 4 Ty o ; el -
f (a')“(xl P xzn), fr(b") (y1 e yZH) avec X é T % Yk 1211 T 1
. n pe n
- - . . - -\ T - -
O, sk ik_l Gy e 3 O e 9D ka] G D Oy 3)

(se rappeler que : B o i) = (ck to, i) + (Bm-k * Y i) j



21

done Vit Youe 37 O o D m By I M ko

(o mo, D= (B P e ) T F T T, 10,

k k n+k n+
n I
L+ FE — = o .
49 3.h ’% (e Ve ¥ e Yo P e Yie ™ i Yawg
(Moter que:  “¥oup 3 Vg 17 X N 4 000 7 0 € I ™ =g vy 3
< -+, = = W - .
Ainsi a.b = 3'.B' + { .) ] od a.b est le produit

& +l e ¥ +i
o n k 'n

- i i 3 2r
symplectique et a'.%' le produit hermitien dans & .
st
: 5§ b " A, N S . R )
De méme f(;).f(ﬁ) = f' (a").f'{(b") + 551 (Kn+k Ve T X jﬂ+k) ] 3.h si et seulement

si fe& Sp(n) c'est-3~dire f'e SpL (Zn, € ). On conclut que f'e SplL (2n, €)

i L = fr el T oy 'gv
1 v -y x est conservée et f£'(a').f(b") at
si et seulement si 5 (xk York T Yk Faad
W=
Remarque : Les éléments de GL (20, € ) qui sans Btre unitaires conservent la forme

n
bilinéaire égl'uKYn+k
symplectique complexe.

Ona SpL (2n, €} C Sp (n,€C)  GL (2n, €.

- ¥ xn+k) constituent un sous-groupe Sp (n, € ) dit groupe

Dans chacun des groupes Sp (n), Sp (n, L ) il existe un voisinage de
- o 2 & 2
zéro homéomorphe 3 un ouvert d'un R avec m = 2n" +n pour Sp (n) et 2 (2a° + n)

pour Sp (n, C).

On en trouvera la démonstration dans C. CHEVALLEY
Theory of Lie Groups, page 23. Les soixante sept premidres pages de cec

ouvrage forment la suite naturelle de 1'annexe IV de DIEUDONNE.

Autres ouvrages

1) Les corps non commutatifs par André BLANCHARD (PUF/Sup)

2) YAGLOM : Les nombres complexes (DUNOD)

3) Encyclopédia Universalis : Groupes classiques par J. DIEUDONNE
4) BOURBAKI : L 2 - chapitre 3 - édition ne varietur

5) La géométrie des groupes classiques : J. DIEUDONNE (Springer)

6) Pour 1'Histoire
BOURBAKI, BECKER at HOFMANN
BOYER : History of mathematics (Wiley)

G. CHILOV : Analyse machématique. Fonctions de plusieurs variables
réelles - 1& et 28 parties - page 357 (Mir)

7) BIRKOFF - MAC LANE - Algdbre, tome 1, page 291
8) GODBILLON : GEométrie et mécanique - chapitre VII
9) HUSEMOLLER : fibre bundles - chapitre 11, page 139
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MATHEMATIQUES, STRUCTURALISME ET TRANSDISCIPLINARITE

par André LICHNEROWICZ

ine démonstration de l'unicité de la démarche de
pensée qui préside & la formation d'un concept, 4
travers les différentes "diseiplines'; wn plaido-
yer pour une formation universitaire moins spécia-
liaée; par le "pére" de la réforme de 1'enseigne-
ment des mathématiques.

LES DISCIPLINES

Seiences, Avts et Histoi-—

res

A travers nos universités, presque partout dans le monde, la formation
des hommes, les moyens et la finalité de la recherche, ainsi qué 1'acquis des résultats
de cette recherche se trouvent fragmentés en disciplines aux Erﬁntiéres mouvantes, 4 la
définition tantBt fine et tantdt grossidre. Mais il est clair que, dans 1a.terminolcgia
courante, le mot méme de discipline recouvre des notions varides relevant souvent de
plusieurs conceptions philosophiques d'&poques différentes et parfois contradictoires
entre elles. Le concept de discipline recouvre ainsi des fonctions diverses attribuées

aussi bien 3 1l'université qu'id cette exploration du réel qu'on nomme recherche.

Dans un texte préparatoire 3 1'Encyclopédie, Diderot distingue soigneu-
sement "les sciences, les arts et les histoires". Pour iui, grosso modo, une science se
veut effort de connaissance et d'explication d'un champ de phénoménes, définie par ce
champ et contribuant 3 la définir. Un art - nous dirions aujourd'hui une technique -
est un faisceau de procédés, plus ou moins inspirés par des sciences, destiné & cons—
truire ec agir. C'est dans ce sens que la France connait encore le vieux titre
"d'ingénieur des Arts et Manufactures". Une histoire enfin est une description classi-
ficatrice du monde, univers physique (c'est le vrai sens de 1'expression "histoire
naturelle’) comme univers social. Au triplet sciences, arts, histoires toujours incons-
ciemment présent, il conviendrait d'ajouter les disciplines dites "normatives" (droit
par exemple ou grammaire au sens traditionnel) pour obtenir la quasi-totalité des

&tiquettes qui ornent encore les frontons de nos temples universitaires.

Comme 1'ont montré les épistémclogues récents, Plaget en particulier,
le positivisme n'a fait qu'approfondir lz définition d'une science par le champ des
phénoménes observables auxquels elle a choisi de s'intéresser. Ennemi de toute entre-
prise véritablement théorique, le positivisme se veut cramponné © aux observables et ne
visant qu'3 les relier par des lois numériques, aisément et directement vérifiables.
Dans ses versions contemporaines, il conduit, en sciences humaines par exemple, 3 ces
monographies bas€es sur une statistique 3 ras de sol et qui ne débouchent sur nulle
globalisation ou synth@se théorique. Il s'agit 13 de matériaux pour la science, mais
non encore de science. Les essais embamassés de classification linéaire des sciences,

gy B wg ; ..
inspirés au XIX™ slécle par le positivisme, apparaissent trop souvent comme 1'équiva-



Le positivisme, stade in—

fantile de la seience.

Les diseiplines, points
de vue privildgide sur le
monde
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lent en ce temps des analyses médidvales des différents “miroirs du Monde". C'est

aussi le temps ol tous croient et enseignent que les mathématiciens régnent sur la
quantité et sur l'dtendus ; or d&jZ 3 travers les algébristes anglais, 3 travers

Riemann ou Dedekind, les mathémariciens ne savent plus ce qu'est cette prétendue
quantité ou cette prétendue &tendue. Si le positivisme a &té trop longtemps la philo-
sophie explicite de beaucoup d'hommes de science, il reste que nous savons désormais
qu'il n'est pas et n'a jamais &té la philosophie implicite de 1'entreprise sclentifique
elle-méme;dont 1'ambition est tout autre et suppose pour son accomplissement, 1'achéve-
ment d'un stade théorétisant. Le stade dit "positif" représente en fait un stade infan-
tile de la science. Celle-ci est devenue consciemment ce tissu indéchirabkle, fait d4'une -
chaine théorique et d'une trame expérimentale, ofi la chatne peut et doit réunir bien des

fils vari&s venus des différents domaines de notre axpérience concréte,

Une discipline n'est donc plus aujourd'hui accumulation lente et pru-
dente de faits et de petites lois cherchant i les relier, sauf peut-8tre i ses débuts,
Elle est d'abord méthodes et techniques, arsenal conceptuel aussi et &laboration d'un
discours adapté 2 traduire ses conquétes, plus encore elle est souvent point de wue
privilégié sur une large fraction du monde et, par 14, elle se révéle dans beaucoup de
cas impérialiste vis & vis d'autres disciplines concurrentes. Il en fut ainsi hier de
la physique, il en est aujourd'hui ainsi de la biologie qui, 3 travers 1'écologie par
exemple, vise la primauté de 1'&tude de tous les systémes vivants, y compris ceux ol
participe 1'homme. La sociologie, mfme marxiste, ne saurait abandonner 3 1'Eéconomie ce
qu'elle considére comme de son ressort propre et se demande en vain ce que peut bien

8tre la géographie humaine. L'histoire, au sens contemporain du terme, se veut analyse

et synthése globale de civilisations et aucune activité humaine des dix derniers milla-
naires ne saurait, en droit, lui Btre étrangére ; d'oli ses difficultés a définir son

statut au contact, par exemple, de l'ensemble des différentes sciences sociales.

Cette exigence impérialiste, manifestée par une discipline, n'est pas
en soi malsaine pour les autres ; slle les oblige 3 recevoir, i accueillir, elle leur
impose de nuancer lsurs propres points de vue, d'utiliser concepts, méthodes et techmi-
ques venus d'ailleurs. Elle traduit 1'impossibilité d'une définition spécifique des
champs de ph@noménes, et paradoxalement, 1'unité de la démarche scientifique. Clest
pour la discipline trop imp&rialiste qu'est le danger, si elle finit par transformer
ges maltres-mots et ses maTtres-concepts en idoles intellectuelles, risquant ainsi de se

figer, de perdre ses pouvoirs de renouvellement.

Il est certes possible de faire indifféremment des mathématiques, de
la physique ou de la biologie, de 1'histoire, de la sociologie, de la linguistique, de

1'économie ou de la psychologie la disecipline reine, de prétexter avec une égale bonne

foi qu'au début est 1'&tre vivantr, ou le langage, ou le raisonnement, ou la sociétd des
hommes et ses projets, ou le fonctionnement de notre esprit. J'ajouteral que certains
out proposé que l'&pistémologie ou l'analyse des projets technico-sociaux soient des
candidats 3 cette primautsd. Mais tous ces jeux sont vains. Le "savoir—faire" global
qu'est devenue au vrai notre science ou notre technique ne supporte pas

un point de vue privilégié sur lui-méme qui ne saurait que le mutiler et le figer.

MATHEMATIQUE_S CONTEMPORAINES

Ayant ainsi mis en garde contre une tentation, je vais m'empresser d'y

succomber trés volontairement. Ce sera, si vous le voulez bien, la régle de notre jeu
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d'aujourd'hui. L'activité théorétisante qui, pour moi, fait partie intégrante de 1'en-
treprise scientifique elle-méme, s'appuie sur un ensemble de méthodes déductives aux-
quelles parcicipent logique, mathématiques au sens usuel et strict du terme, informati-
que thZorique aussi. C'est cet énsemble que je baptiseral désormais mathématique au
singulier, parce que tout cela est homogéne 3 la démarche mathématique et 3 son ambi-
tion de batir un discours parfait de communication objective, un type de discours

"sans bruit de fond', cohérent en soil, et contraignant pour l'autre, capable d'interdire

par sa forme tout refus de son cantenu.

Depuis un siécle et demi, mettons depuis Galois mort 3 21 ans et

Le meccano crBateur de la notion de groupe, la mathématique s'est #tudiée elle-médme, a pris cons-
cience de ses ambitions véritables et des limites imposées i ces ambitions. Elle a porté
partout témoignage, un témolgnage aseptique sur le fonctionnement de notre esprit et
sur les conditions de la communication. Elle s'est d'abord constitu€e en une sorte de
meccano dont les piéces sont ce que nous nommons les structures élémentaires, clest-id-
dire celles ol le nombre des axiomes est faible et qui surgissent fréquemment. Au lieu
de commencer l'&tude mathématique selon 1'histoire, par des structures riches comme
celles de la géométrie euclidienne, avec $a multiplicitZ d'axiomes, on devrait, en
droit, commencer selon le bon ordre des mathématiques par 1'étude des piéces 2lémentail-
res, les structures pauvres qui doivent s'emboiter les unes avec les autres pour bitir

ces machineries complexes et puissantes que sont les grandes théories.

La notion premiére est généralement la notion d'ensemble, d'ensemble
de n'importe quoi, de nombres, de figures géométriques, mais aussi d'ensembles de mots
d'un dictionnaire, des phrases de la langue allemande ou des &changes au sein d'une
économie. Une telle notion, méme prise trés nalvement comme un langage commode et précis,
se révéle trés utile, méme si au niveau élémentaire nulle théérie n'en ast faite. Elle
présente cependant des piZges dont nous aveons fait 1'expérience et que nous savons
désormais éviter. Un ensemble est formé d'éléments, il a des sous—ensembles qui com-
prennent une partie de ses &€léments. Entre deux ensembles convenables, il peut exister

des sortes de dictionnaires parfaits : 3 tout £1ément d'un ensemble, on peut en asso-

cier un €lément d'un autre ensemble et réciproguement. C'est ce que nous faisons naive-
ment et naturellement quand nous comptons sur nos doigts les brebis d'un troupeau ou les

jours qui doivent s'écouler.

Les structures £l8mentaires intBressantes, toutes bities avec la méme

cohérence et la mdme solidit&, appartiennent 3 deux types principaux : les structures

algébriques (au sens contemporain du terme) et les structures topologiques. Des pre-
miéres groupe, anneau, corps, espace vectoriel, reldvent les opérations, la théorie

des calculs, des secondes celles de voisinages, limites, convergence, continuité ecc...

Ce que je viens de dire doit 8tre mod3ré par quelques considérations
concernant la méta-mathématique. Le paysage décrit est grossc modo celui de la mathéma-

; tique proprement dite, fondée sur une théorie des ensembles convenablement axiomatisée
Le discours métamathémati— y

que est indispensable pour

4 la Godel et congue comme un point de départ. Mais nous savons désormais, grice 2

Godel en particulier, que la viellle ambition d'un discours qui trouve en lui-méme sa

prouver la non-contradic— ; sz ; : 2 >
propre justification, capable d'auto-prouver sa propre cohérence, est un réve. Plus

tion du discours mathéma~ . . - ; " ;
positivement, cela veut dire qu'il faut avoir recours 3 une méta-mathématique pour

bidue tenter de prouver la non-contradiction des math8matiques elles-mémes et ainsi de suite.
La mathématique au sens large que j'ai défini a appris qu'elle est inépuisable non seu-
lement vers l'aval - cela, elle l'avait toujours deviné ou sy - mais aussi vers 1'amont.
Ce n'est que conventionnellement que nous plantons, ici ou 13, un drapeau portant :

"Ici commence le pays des mathématiques", Récemment le drapeau s'est déplacd, pour des
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raisons proprement math@matiques, avec 1'apparition de la notion de catégorie, en amont
de celle d'ensemble. Le point essentiel du témoignage porté par 1'activité mathématique
sur le fonctionnement de notre esprit et sur les conditions de la communication semble
&tre le suivant ! tout discours qui se veut sans quiproguo, ni malentendu, tout discours
sans bruit de fond ne peut-étre-qu’un discours soumis 3 1'ascése mathématique, c'est—3=
dire en fait un discours mathématique. Mais 1'ironie mathématique doit compléter cet
€noncé par le suivant : il est impossible de prouver mathfmatiquement que le discours

mathématique est effectivement lui-méme sans quiproquo.

A qui €tudie 1'optique de la mathématique contemporaine sur elle-mEme,

trois traits principaux apparaissent :

Ce qui frappe tout d'abord, je crois, c'est 1'absence de toute

métaphysigue de 1'identité et de la chose en soi, de toute idoldtrie de la chose. Sur
les ensembles peuvent 8tre d&finies des structures varides, la notion méme de structure
mathématique se prétant aisment 3 une définition technique qui n'a pas sa place ici et
qui repose sur deux opérations fondamentales concernant les ensembles : prendre le pro-
duit de plusieurs ensembles, prendre l'ensemble des parties d'un ensemble. Le mathéma—
ticien travaille toujours 3 un dictionnaire parfait pris. L'identité de nature entre
les &tres sur lesquels il raisonne lui importe peu. Ce qui importe, c'est la possibi-
1ité de ces dictionnaires parfaits dont j'ai parlé et 1'isomorphisme correspondant

des structures transporfées. L'identité, pour le mathématicien identifie bien souvent,
sans scrupules, des objets d'origine différente, lorsqu'un isomorphisme 1'assure qu'il

ne ferait que prononcer deux fois le méme discours dans deux langues différentes.

Il m'est arrivé d'employer 1'expression d'étre mathématique. Au vrai,
cette expression n'a pas grand sems : un ensemble est, j'ai osé le dire, un ensemble
de n'importe quoi. Par suite tout donné peut &tre considérd comme mathématifiable,
8'il consent & se soumettre au traitement des ensembles, catégories, morphismes,
c'est-d-dire plus précisément, dans la mesure exacte ol ce que nous négligeons ainsi -
tout le contenu ontologique - ne nous importe pas. Il est essentiel de noter que ce que
nous devons négliger ainsi ne peut &tre défini une fois pour toutes. On peut dire que,

par son discours méme, la mathématique a un caractére radicalement non ontologique ou,

8i vous préférez, qu'elle met 1'Etre entre parenthises. Ce caractére, la math&matique
le transporte partour avec elle et c'est lui qui lui confére, pour une large parc, sa
puissance, sa fid&lité et sa polyvalence. Nous pouvons toujours tresser un filet mathé-
matique aux mailles arbitrairement serrées, mais d'oii s'écoulera nécessairement 1'onde
ontologique.

Un troisi&me caract®re de la mathématique contemporaine est son unité.
Par 1'élaboration d'un langage commun et le dégagerent des structures élémentaires com-
munes, elle a brisé les vieux cadres historiques qui auraient tendu, en se remplissant,
a la fragmenter en des diszipliﬁes distinctes évoluant de mani&re divergente. La géome-
trie, entre dutres, est morte en tant que branche autonome ; la géométrie euclidienne
n'est plus que 1'&tude fort intéressante d'un espace vectoriel réel de dimension 3 muni
d'un produit scalaire et, dans cette courte phrase, tous les axiomes nécessaires sont

contenus.

On voit pourquoi il nous est permis de parler de "la mathématique'.
On voit aussi combien le point de vue de la mathématique sur elle-mdme est 8loigné du
point de wvue historique qui lui a donné naissance. Mais disait Bachelard, "'dans le
régne de la pensde scientifique, ce qui mérite le nom d'idée nouvelle est immédiatement
réorganisation des idées anciennes". La réforme de soi qu'entraine une idée scliencifique
nouvelle nous offre un passé lui-mBme nouveau, un passé renouvelé en méme temps qu'un

avenir i bitir. Cela n'est nulle part plus vrai que dans cette mathématique qui se veut
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théorie unifiée au feu de 1'esprit et non savoir poussiéreux acculumé couche par couche,

C'est 14, bien souvent, l'origine de 1'&conomie de pensée diie aux mathématiques.

MODELES ET STRUCTURES

eg deuxr niveaur de nos

gthématiques

périence et imagination
dorique

Pour le savant contemporain, c'est la science toute entifre qui est
une, en droit comme en fait. L'interdisciplinarité n'apparait pas comme un produit de
la mode, mais comme une nécessitd du succés global de la recherche. Nous allons en

donner tout & 1'heure quelques exemples.

Pour qui prend au sérieux la science et son unité, nous avons vu que
celle-ci apparait comme un tissu ind&chirable dont la trame est faite des ré&sultats des
analyses et des exp@riences privilégiées par lesquelles nous enserrons le réel, tandis

que la chaTne procéde de la démarche théorique, donc mathématique.

Nos mathématiques jouent 13 en fait I deux niveaux : elles peuvent
gcre outil auxiliaire de presque toutes les disciplines, intervenant notamment dans
l'analyse du réel soit par 1'informatique théorique, soit par 1'approche statistique

et probabilitaire. Elles peuvent se faire aussi instrument véritable de pensée. L'ambi-

tion asymptotique de tout savant, ambition zvoude ou non, est 1'&laboration d'un modéle
mathématique permettant de prévoir et de dominer, 3 une approximation aussi grande que

possible, une classe de phZnoménes aussi large que possible. Un tel moddle n'est.autre

qu'une structure plus 'ou moins riche. Ce n'est que lorsqu'un tel modéle a pu &tre cons-—
truit que nous considérons qu'il y a véritablement explication et d&nouement de la

complexité des apparences.

L'introduction de la notion de modéle appelle quelques téflexions :
tout d'abord savoir mettre les mathématiques 3 son service consiste aussi i ne jamais
leur faire dire plus qu'elles ne peuvent, 3 mettre en pleine lumidre, de manidre cor-
recte, les présupposés et les approximations propres 3 chaque domaine. De pr@supposés,
servant d'axiomes, trop éloignés de 1'expérience, on ne tire, mathématiquement ou non,

que des sottises.

D'autre part, si 1'expérience peut conduire i Bcarter certaines struc-
tures, si l'accord avec elle demeure la condition impérative, qui nous gssure que nous
ne faisons pas vainement la théorie de quelque monde imaginaire, il reste que ce n'est
pas de 1'expérience, en dewniére analyse, que dépend le surgissement d'un modéle nou-
veau, mais de 1'imaginacion d'un esprit théorique, le jeu royal que le savant joue ne
trouvant sz justification qu'i posteriori. Nous sommes ici bien loin du positivisme.
Cela fut vrai da Newton comme de Maxwell, d'Einstein comme de Pauli, de Walras comme
de Von Neumann. La théorie gquantique des champs et une part notable de 1'économie

attendent aujourd'hul de nouveaux modéles suffisamment raffinés.

I1 convient aussi d'observer, 3 la lumiére de ces exemples, qu'il

existe une hiérarchie naturelle des mod&les correspondant d'une part i leurs champs

d'action respectifs, d'autre part 3 la généralité et i la simplicité des postulats qui
les engendrent. Il ne faut pas confondre le petit mod&le phénoménologique local, 3
1'ambition limitée, et les grands mod&les théorétisants, visant 3 synthétiser les phé-

noménes de champs apparus initialement comme distincts.

Enfin, pour ces derniers mod&les, il importe de me pas succomber &

une tentation, ce que nous faisons trop souvent : identifier modéle et réalité, con-

fondre par exemple 1'espace de la géomftrie euclidienne et 1'espace oli jouent les
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phenoménes physiques 3 notre &chelle. Tel modéle traduit au mieux, I un certain degré
d'approximation, tout ce que nous pouvons dire de sérieux aujourd'hui sur rels phéno=-
ménes physiques cu Economiques. Demain, il se trouvera englobé dans quelque nouveau
modéle plus satisfaisant, mais que nous n'avons pas plus de raison de "ecroire vrai'.

I1 faut nous garder de 1'idoldtrie des modiles.

J'aimerais donner quelques exemples priviligiés : toute une classe de
phénoménes électriques. A partir de cet isomorphisme, on a construit ces "calculateurs
analogiques" qui permettent, par mesure d'effetrs €lectriques, de prévoir numériguement
des résultats hydrodynamiques st d'épargner des expériences grossiZres et cofliteuses

sur des modéles hydrauliques réduits.

Des théories mathématiques toutes prétes, celle des espaces de Hilbert
provenant lointainement dans son histoire de l'analyse des vibratiens et celle de 1a
représentation des groupes largement polyvalente ont permis l'é&laboration de notre mé-
canique quantique contemporaine et de notre théorie des particules &l&mentaires. Celle-ci
construite sous 1'influence de Dirac, Pauli et Wigner, procéde d'une pensée algébrique

globalement simple, méme si la technique effective en est fort raffinée.

On s'efforce actuellement de b3tir une théorie abstraire des &changes
qui s'applique aussi bien aux €changes entre syst®mes physiques qu'aux 8changes entre
cellules Bconomiques. Ainsi 1'économie d'échange et la thermodynamique pourraient rece-
voir un cadre commun de pensde od s'identifieraient par exemple Prix et potentiels
thermodynamiques, fonction de satisfaction et entropie. Une certaine forme de 1'&conomie
de production, & technologie fixée, pourrait trouver son analcgﬁe dans la cinétique chi-

mique contemporaine.

On voitr 1'intérét de ces modéles polyvalents, 3 interprétations varides,
qui permettent 1'&change des intuitions. Chaque discours interprétatif représente une
médiation différente entre notre volonté de rationalité er le choc d'un réel plus ou
moins affiné ; dans une certaine mesure, il montre, par son existence méme, notre mala-
dresse relative 3 mathématifier le réel ; d'autre part il est, concurremment avec les
motivations propres aux mathématiques, source pour notre imagination. Il semble que
demain, il soit possible d'élaborer une "&conomie statistique", analogue, c'est-i-dire
convenablement isomorphe 3 des parties notables de la mécanique statistique ou de la
théorie de 1'information. Ainsi certains phénomSnes physiques, Economiques et linguis-—
tiques pourrtaient trouver un cadre commun de pensée,

Ailleurs, 1'ethnologue Levi~Strauss dégage des structures algébriques
vraies, dans 1'8tude comparée des systéﬁes de parenté & travers les différentes civili=-
sations ; c'est ce qu'il nomme structures &lémentaires de la parenté et ce sont effec—
tivement des structures mathématiques, au plein sens du terme. Mais je dois avouer que
quand Levi-Strauss lui-méme veut mettre en jeu ce qu'il nomme les "structures des
mythes”, la notion de structure sous-jacente apparait comme profondément différente et
n'entraine pas, pour moi, la méme conviction. T1 reste que ces efforts méthodologiques
ont ouvert de nouvelles veies de réflexion. Le structuralisme manifeste une prise de
conscience certaine dans le domaine social, sur lz maniére dont se constitue une science.
Abandonnant le concept pseudo-scientifique de cause, il vise dans sa démarche dite syn-
chronique, a dégager globalement de 1'ensemble des phénoménes un systéme apte 3 fonction-
ner et qu'il soit raisonnable d'isoler, systémes de parenté par exemple ou systéme cons-—
titué par une langue naturelle, ol i la limite systéme de schémes de pensée dont il con-
vient de décrire abstraicement pour une structure aussi mathématisée que possible 1'adé-

quation et la stabilité.
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Transdisciplinarité du
complexe : programmation

convere, jeu, contrdle.

Le jeu est la chose la
plus gérieuse du monde

A travers la mécanique statistique contemporaline, comme & travers CLoute
une part du réel économique et social, & travers beaucoup de probl&mes d'organisation
aussi, régnent deux complexes théoriques, l'un réunissant la combinatoire et la théorie
des graphes, l'autre fait de la_programmétion convexe (théorie de l'optimisation), de
théorie des jeux et de théorie du contrdle au sens de Pontryagin, tout deux trouvant
leur efficacité dans 1'usage des ordinateurs. C'est au second de ces complexes que je

veux m'intéresser quelques instants.

Cela a commencé vers 1930 avec les travaux de von Neumann sur la théo-
rie des jeux et ses applications 3 1'économie, cela a continué avec les recherches de
Kuhn et Tucker concernant 1'optimisation et, plus récemment, nous avons bénéficié des
résultats généraux de Pontryagin concernant le contrdle d'un systéme en évelution.
Ainsi s'est constitué un magnifique instrument d'intelligence et d'action, transdisci-

plinaire par sa nature méme.

A ce sujet, j'aimerais faire deux remarques : tout d'abord, tous les
systémes que nous envisageons, qu'ils soient physiques, &conomiques ou sociaux, con-
naissent dans leur &volution de larges phases de stabilité, entrecoupées par des chocs
(dus & des modifications brutales de iiaisons, des technologies, etc.) ou des périodes

d'instabilité, Il apparait que cette apparence de régularité ou de stabilité correspond

au r8le prépondérant que jouent dans leur description, des fonctions convexes par mor-

ceaux, les frontiéres de convexité correspondant 3 1l'apparition des phénoménes d'ins-
tabilité ou de choc. Il en est ainsi en thermodynamique pour 1'entropie considérée
comme fonction des variables intensives, en économie pour les différentes fonctions
décrivant les processus d'é&change ou de production etc ; c'est ce qui expligue le rdle

joué par la programmation convexe et 1'optimisation.

D'autre part, le jeu est la chose la plus sérieuse du monde et nous
jouons tous ou plutdt nous pouvons décvire notre action en termes de jeu. Le physicien
joue avec la nature, le dirigeant d'entreprise, 1'aménageur et 1'urbanisme jouent avec
les phénoménes &conomiques, et, bien entendu, les militaires jouent. Beaucoup de ces
jeux sont, hélas, traduisibles en termes de jeux & coalitions variables que nous sommes
mal armés pour traiter. Nous jouons tous et nous voulons &laborer des stratégies qui,
compte tenu 3 chaque instant de notre information, nous doumnent le maximum de chances
d'un tertain type de gain. Certains de ces jeux sont aléatoires, d'autres non. A travers
le complexe programmation convexe, jeux, contrBle, des problZmes importants pour notre
action, notre vie sociale, ont trouvé un cadre unique de pense et commencent 2 grre
justifiables de techniques analogues, ol les ordinateurs jouent un grand rdle. Certains
problémes limités ont regus des solutions rigoureuses-: il est devenu impossible de gérer
des stocks, un port maritime important ou un aéroport, d'organiser de vastes projets aux
multiples tdches &lémentaires, sans 1'appui de programmes mis en oeuvre par des ordina-
teurs grands ou-petits. Dans d'autres cas, les plus nombreux, ce sont seulement des ap-
proches qui sont suggérées et ces approches ne dictent &videmment pas les solutions, mais
indiquent les choix cohérents réellement possibles et permettent, par simulation sur
des modéles simplifiés, 1'étude des prévisions 3 court terme en fonction de différestes

hypothéses.
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Un concept comme le temps physique a une longue histoire et son &vo-
lution peut &tre prise comme symbole.de 1'&volution d'une partie importante de la

science.

C'est 1'&coulement uniforme du temps, la notion de durées &gales qu'il
a d'abord fallu saisir. Jusqu'a Galilée et Newton, on peut dire que cette notion n'a &té
appréhendée qu'implicitement et que les mesures correspondantes ne reposaient que sur la
répétition : la rotation de la.sphére céleste qui raméne les étoiles 3 la méme position
apparente, qui détermine le spectacle du ciel et conditionne érroitement la vie humaine
@tait prise pour uniforme. Pour fractionner cette unité, on s'efforgait de répéter sur
terre le déroulement d'un phénoméne dans des conditions aussi identiques que possible
(sablier, clepsydre), tout en &tant parfaitement incapable de faire la théorie du ohé-

Imposgibilits de mesuver i} o . L v s ) o
nomene. On réussit aussi i aboutir & un temps clnematique, ‘apte & la description des

avec précteion le temps ) . ;
. mouvements les plus simples, mais dont la mesure précise demeure longtemps au deld des
einématique ]

forces humaines.

I1 faut attendre 1'apparition de 1a dynamique classique pour, 3 la
fois, comprendre gue 1'Zcoulement uniforme du temps pose un probléme, pour penser et
résoudre ce problé&me, pour véritablement mesurer le temps dynamique et relier complé-
tement le temps astronomique au temps cerrescre. Qu'est-ce que le temps pour la méca-

" amique: celut . . ; R ; . . : ; >

Le temps dynamique nlque classique 7 C'est en vérita 1'8&quation fondamentale de ia dynamique qui le défi-
uations ; — _— i 2 " .

des dquatio nic. Selon la boutade d'un astronome c8libre "c'est cette variable appelée "t" qui

fait que les &quations de la mécanique sont vraies", C'est le caractare universel de

ces équations et leur maniire de relier des concepts de temps et d'espace, de masse

et de force qui définit au fond globalement 1'ensemble de ces concepts, une définition

indépendante de chacun d'entre sux se révilan: victe impessible. La prévision extrame-

ment précise de tout un réseau de coinc entre phénoménes justifie

cette approche et la prise de

Tout systéme mécanique simple dont nous savens faire la théorie dyna-
mique compl&te peut aussi servir au repérage du temps, 3 la mesure indirecte du temps.
La rotation de la Terre sur elle-méme va conmtinuer longremps 2 8tre considérée comme

. uniforme, ce qu'elle est i une haute approximation, mais il faudra se résigner i lui

Le temps astronomique ! le . . . ;s L . s

attribuer des irrégularités, 3 la considérer comme une horloge qui tantdt avance,

tempe caleuld e . » : 5 '
™ tantot retarde ? Mettant en jeu toute la mécanique céleste et une grande partie des

observations, le temps astronomique (qui va Stre jusqu'3d nos jours le temps physique)

~10 <
PTEs

ne peut plus 8tre mesuré, mais savamment calculé, déterminé par le calcul 3 10

environ.

I1 nous faut maintenant voir les incidences sur le temps de la rela-
tivitd d'une part et de la mécanique quantique d'autre part. La pensée d'Einstein a
miri 2 partir d'une analyse des expériences, réelles ou de pensée, de "colncidences
temporelles" qui ne peuvent s'effectuer au mieux qu'Z 1'aide d'ondes électromagnétiques

r 0 7 —
L'espace-temps de la rela Se propageant a4 la vitesse C = 3000.000 km/sec &levéa certes, mais finie. C'est de
t

TUL td

cette analyse qu'd surgi le caractére relatif i 1'observateur des colncidences, la né-
cessitd de modifier 1la cinématique galiléenne et de bAtir une neuvelle dynamique
"relativiste", celle enfin de considérer 1'espace-remps comme le seul background physi-
que, ol l'ensemble des phénomdnes peut Btre décrit d'une manidre objecrive. Avec cecte
théarie, de nouveaux problémes relatifs au temps sont apparus. Tout d'abord, il convient
de distinguer dans 1'espace-temps des variables temporelles jouant un rdle purement
topologique, c'est-3-dire servant & la maniire des coordonnées cartographiques purement

i repérer les évimements. ('est seulement ensuite que 1'en peut aborder 1'aspect mésrique
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Le passé et le futwr

Le temps métrique de la

mécanique quantique

et prendre conscience du rdle du temps propre gqui devient un temps s'édcoulant uniformément

presque par <définition. Enfin alors que "la fléche du temps', son orientation du passé

vers le futur ne posait gudre de questions dans le cosmos newtonien ou méme dans l'espace-
temps plat de Minkowski (relativité restreincte), & 1'échelle du cosmos einsteinien repré-

sentd sur un espace-temps courbe, pourralent apparaitre des topologies &tranges permettant
1'échange passé-futur, ce qu'on interdit généralement. Cette question de la fléche du

temps joue aussi un grand role en mécanique quantique (symétrie temporelle T).

De 1920 3 1940, la mécanique guantique a elle aussi conduit & une dyna-
mique autre que la classique et pour le probléme du tewps 3 une véritable dynamique du
rayonnement, dynamique qui est 2 la fois guantique et relativiste. C'est sur elle gue
nous basons désormais la définition 2t la mesure d'un temps métrique, notre temps physi-
que actuel et de la notion d'écoulement uniforme. Les horloges dites "atomiques” stabi-
lisées sur résonnances atomiques particuliérement algles nous fournissent un temps ainsi

12 x '
environ. C'est par

"stabilisd" supérieur au temps astronomique lui-méme, dé&fini 3 10
ce moyen, qui tient compte 3 la fois de la mécanique quantique et de la relativité, que

se trouve défini et véalisé ce qu'on peut appeler 1l'&talon de temps.

On voit quel a &té le chemin parcouru et comment la définition scien-
tifique d'une seule grandeur, l'affinement d'un seul concept n'a pu s'effectuer qu'a
travers la mise en jeu de toutes les grandes théories, mécanique céleste classique d'a-

bord, puis relativité et mécanique gquantigue.

Que conclure au terme de cette analyse ? Essentiellement, me semble-
t-il, & 1'homogénéité de 1'activité théorique Z travers sclence et technique, ind&pen-
damment des domaines ot elle s'exerce. C'est le développement et l'adaptation de cette
activité.théorique qui supposent et imposent une certaine transdisciplinarité. Le struc-

turalisme, pour une large part, vis 3 en faire bénéficier ce qul n'était que des

"histoires" sur la société. C'est ainsi une démarche unique, théorique et expérimentale,
qui nous conduit & comprendre et # agir, qui inspire simultanément "science et arcs”,
les pouvoirs acquis se réVvélant les garants de notre intelligence des phénoménes et nous

permettant, sans rien perdre, de tout remettre en question.

Nos universités présentes forment, semble-t-il, & travers le monde une
proportion trop grande de spécialistes de disciplines prédéterminées, donc artificielle-
ment bornées, alors qu'une grande partie des activités sociales, comme le développement
méme de la science, demandent des hommes capables 3 la fois d'un angle de vue beaucoup
plus large et d'une focalisation en profondeur sur des problémes ou des projets nouveaux,
transgressant les frontigres historiques des disciplines. Ce sont ces hommes qu'il nous

faur aussi former.



SUR LE THEOREME DE PICK

par Marc BLANCHARD
(ROCHEFORT - CHARENTE MARITIME)

lne formule simple, et ggsex Peu connue, permet-~
tant de déterminen L'aire d'un polygone constryit
8Ur un résequ carrd : Ig formule de Piok,

Extrait de "Le Pentamino", bulletin de liaison des animateurs de clubs,

publi& par 1'IREM de GRENOBLE, n° 1, Juillet 1973

L] - L ] L] L]
L] L » L] L]
"Un géoplan est une planche (en général carrde) on sont plantés des clous,

- » - - - bl

formant un réseau carré. 4 défaut de géovlan (on servent des élastiques), on peut ge
L contenter d'un régeau carré de points et d'un stylo... Om trace un polygone fermé
* s s s . queleongue sur le géoplan. Essayer dlexprimer son zire (en carrequr—unités) en fonc-
¢ & ¥ % & tion du nombre de clous intérieurs au polygone, et placds sur le périmdtre du

polygone",
L] L] L] L] L]
- L] - . -
L] - L] a -

Ce qui suit, est sauf erreurs, une solution de ce probléme.

Les seuls polygones envisagés sont les Polygones non aplatis dont tous les
sommets sont des points du réseau. On écrira A(i,n), 1'aire d'un polygone ayant i
points intérieurs et n points sur le périmétre, tous points du réseau. Cette nota~
tion sera justifige ultérieyrement, quand on aura montré que cette aire ne dépend que

de i et de n, et non de la forme du polygone, On Supposera notre géoplan non limits,

Montrons dans un premier temps que :  A(0,3) = |/2
N On ne s'intéresse donc qu'aux triangles sans point du réseau intérieur et
dont les seuls points du réseau sur le périmétre sont les sommets. Soit (OAB) un tel
triangle. On rapporte le réseau 2 un repére orthonormé Ox , Oy de fagon que les axes
contiennent les 4 points du réseau les plus proches de 0 , Nous allons envisager suc-
cesgivement 2 cas
1) A& est situé sur un axe ;

2) A4 n'est pas situd sur un axe.
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1) 8i A est situé sur un axe, alors nécessairement ses coordonnées a et a' véri-

fient : {|al , |a'|} = {0, 1}. Sans nuire & la généralité, premons (a,a’) = (I,0).
Cherchons les coordomnées de B(b,b’'). b et b' sont &trangers, sinon leur P.C.C.D.
noté D{#1) serait tel que le point de coordonnées (b/D , b'/D) appartiendrait au
réseau et i j 0,B [ . Ce qui contredit le choix de (DAB) ,

Supposons [b'! # 1, sans nuire 3 la généralité, on peut prendre b' > I .,
Montrons que cette hypothése est absurde.
B On appelle I et J les points de j 0,B [ et ] 0,4 [ d'ordon=

née | , Le segment [I,J] est intérieur au triangle, et :
I(b/b",1) 5 J({{b+td'=1)/b",1).

E désigne la fonction "partie entiére", et la division euclidienne

+1

de bopar b' doone : b =kb'+r (Il € r < b', car b et b' sont

A(0,3) = 1/8

x Etrangers). On obtient :
E(b+b'=1)/b") = I+k = I+E(b/b").

Le point de coordonnées (E((b+b')/b'),1) appartient au réseau et est in-
térieur au triangle comme Elément de 1 Tised E . Ce qui contredit le choix du triangle.
Nécessairement, |b'| =1.

Dans le triangle (0AB) , si {O,A] est la base, |b'| mesure la hauteur,

Donc : A(0,3) = 1/2 (quand A est situé sur un axe).

2) 81 A n'est pas situé sur un axe, ni A , ai B n'est 1'un des quatre points du

réseau les plus proches de O (si B est 1'un d'eux, on est rameﬁé au cas précédent).
On pose : A(a,a') (a et a' non muls). Il est nécessaire que a et a' soient Ztrangers.
Une &quation de la droite (OA) est : a'x -—ay =0, Soit B(x,y), en appelant d
la distance de B & (04) , d = [a'x—ay| / Yal+a'Z . d est minimale non nulle,

B &tant un point du réseau |a'x-ay| = 1. Comme a et a' sont &trangers, d'aprés
1"identité de Bezout, il y a des couples solutions de la forme

(x0+ka 4 y@+ka') , ke T, (xo . yo) gtant une solution quelconque. On sait que dans

1'ensemble [1, a*t] x [l, a'-t] , 11 n'y a que deux solutions (xi F yl) et (x'l, yTj)

vérifiant respectivement : a'xl - ay, = I et a'x'l - ay'] = =1,
Mais |a'x—ay§ = HEK-A 0B|| , c'est donc le double de l'aire de (0AB), qui

vaut alors 1/2 ; lorsque B est situé sur l'une des deux droites d'&quation

a'x~ay = 1 ou a'x-ay = -l. Il ne peut y avoir de point du r@seau intérieur au triangle
ou sur son périmdtre autre que les sommets, car la distance de tels points & (0A) se-

rait strictement infériemre @ d = | , Pour tout point du réseau |a'x-ay| Etant entier,

il serait plus petit que 1 , donc mul, ce qui est absurde, On a bien : A(0,3) = 1/2.
11 faut chercher maintenant si ce sont les seules solutioms.

Soit C(e,c'), tel que : a'e—ac’ = n (In] >1). € est-il solution ?
Nous allons montrer que nom, c¢'est-&-dire que le triangle (OAC) admet un point du
réseau intérieur ou sur ses cOtés autre que les sommets. a et a' &tant &trangers, les
sounles (c,e') solutions de a'c-ac' =n, s'@crivent (nxl+ka,ny]+ka')(k € 7).
Montrons que si n_est positif (n > 1), il existe a, B, ¥ positifs tels que
a, 8, vy = 1 et A Btant un relatif que 1'on calculera, BE,A (x]+ a,y+ a') est le

barycentre de (0,a) ; (A,8) 3 (C,y). 51 cela est E[ , estunm point du réseau appar-
¥

tenant & l'enveloppe convexe de 0, 4, C.

Il faut : x,+ ia = Ba+ y(nx]+ka) et y .+ ra' = Ba'+'r(y]+ka’). Ce qui &qui-

vaut au systéme @ (B—a +ﬁ'k)a+('rn“i)x1 =0 = Sl reyk)a'+( Tn-l)yl. Syst3me homogéne
de Cramer 4 2 inconnues (B-A+vk) et (yn-1),.

Done : y= 1/n (>0) ; B -X+k/n=20.

Comme on veut O & 8 € (n=1)/n ; on doit avoir 0 € i-k/m < (n-1)/n ,

soit @ %/n € A ¢ (o+k=1)/n . Il vient donc : % = E((n+tk=1)/n).
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coefficients «, B, ¥ est nul, BI,A différe de 0, A, C. Alors_ (OAC) admet un
point du réseau intérieur ou sur son périmdtre autre que les sommets. Ce cas est 3
rejeter.

8i n est négatif {n< -1), la démonstration est analogue en considérant

) est solution particuliZre de : a'c-ac' = n .

B'I,A (x']+ Aa,y'j+ ra'y. (-nx'],—ny'l

On a donc trouvé le premier ré&sultat fondamental sujvant :

A(0,3) = 1/2

Calculons maintenant A(0,n).

Soit un polygone sans point du réseau intérieur, ayant n points distincts

du réseau sur le périmétre : A .,An, de fagon qu'entre 2 points consécutifs de

pree
cette suite (ou entre An et AI), il n'y ait pas de point de la suite. On mote (AI...An),

le polygone formé par ces points,
Supposons que A] soit un sommet, appartenant i la frontidre de 1'enveloppe
convexe des points de la suite, alors
(AjayA 0 U (A;.008) = (A...A) et (A A 0. A = [aa ] (d'aire nulle).
On en déduit
A(0,n) = A(0,3) + A(O,n-1)

La guite A{O,n) est arittmétique de raison 1/2 et de ler terme 1/2,

Done t A(O,n) = n/2 - 11 pour tout naturel a(n 3 3).

Montrons par récurrence sur i, que plus généralement A(i,n) = a/2 -]+i,

L'hypoth&se est démontrée pour tout n, naturel, n >3, et i nul ; on la suppose
vraie jusqu'da i-1.

Soit (AI...AH), un polygone, A]...An étant les points du réseau sur
le périmétre dans cet ordre. On suppose que le polygone a i points du réseau in-

térieurs, I ,Ii + On considére le polygone (Al...AnIi) et le triangle (AnIiA])

prees
{Ii peut ne pas appartenir au cB8té (Alan), par un choix convenable),

Alors : (AnIiA]) U (A]...AnIi} = (A]...An) z
et (ATLAIN (A...a1)=[a1]ular]

On en déduit que 1'aire de (A]...An) est la somme des aires de (AnIiA])

et de (Al...AnIi).

On notera j (resp. j}') 1le nombre de points intérieurs, et p (resp. p')

le nombre de points sur le périmdtre pour (AI...AnIi) (resp.(AnIiAl)).

Si a est le nombre des points .II""'Ii-l appartenant 3 J A]Ii [UJ AnIi [ ,
alors : p+p' = n+'+2a , (les a points Il""Ii-i sur ] AIIi EU] AuIi [

S C sont comptés une fois sur chaque périmdtre).

3+]
Comme on a supposé que, pour tout n » naturel, (n » 3), pour tout

k , naturel, O0«< k <i, ona: A(k,n) = n/2+k-] , Ici, 1'aire de (AI...An)

vaut

- - L] L] - -

- L[] - L] * L]

A(i,n) = (p+p'}/2 + j+i' - 2
- - L ] - - L ]
- - » . - -
[_ifi.n) = n/2 +41 -1

[ ] - - * - L]

L] - L ] L] L L

Ce résultat est connu sous le nom de formule de Pick. N

ﬁ - L) L] L] - -
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RECHERCHE ET DECOUVERTE COLLECTIVES DE LA FORMULE DE PICK EN CM,

%

LE TANGRAM

I - OBJECTIFS

I1 - MATERIEL UTILISE

ITI

PREMIERE SEANCE

par Jean—Claude GOIX
(ORLEANS - LOIRET)

La formule de Pick, domt la démonstration (dif-
fieile) a été fournie d 1'article précédent,
peut donner lieu 4 d'intéressantes manipulations
dés l'dcole élémentaire.

Les activités se sont déroulées en février 1976 dans la classe de
M. MICHEL (CM.) de 1'Ecole Annexe Charles PEGUY de 1'Ecole Normale de
Gargons d'ORLEﬁNS.

Les enfants ont 1'habitude de travailler avec des planchettes 3 clous
3 résesux carrés. Ils ont entre autre fait des recherches sur les polygones
et plus spécialement sur les quadrilatéres. ;
C'est en recherchant une autre exploitation de la planchette % clous que j'ai
voulu essayer d'arriver avee eux 2 la formule de PICK. Je me suis inspiré
d'un compte rendu de Simone SAUVY dans A.R.P. Mais contrairement 4 la démarche
de Simone SAUVY qui travaillait avec un groupe restreint d'enfants volomtaires
nous avons impliqué la classe dans son ensemble. Notre démarche a Eté
volontairement directive.

1) Découverte de la formule de PICK 3 partir de 1'observation de tableaux
de résultats numériques.

2) Construction, manipulation d'objets géométriques ; prise de conscience
de la notion de figures superposables ~ &valuation d’aire.
En fait, dans la préparationm préalable nous avions décidé de ne pas faire de
1'obtention de la formule de PICK une fin en soi, ce gqui explique les objectifs
secondaires et le déroulement un peu particulier des quatre s&quences.

~ deux & trols planches & clous par groupe de 4 & 5 enfants.

- feuilles quadrillées figurant les planches & clous.

~ TANGRAM (j'anime un club mathématique dans cette &cole ol mous utilisons
3 titre de jeuxdes TANGRAM, j'ai voulu intégrer ce matériel dams un cadre plus
scolaire).

a) Construction 3 1'aide d'un organigrawme, d'un carré dans lequel seront
découpés les sept piéces du TANGRAM.
Le premier travail purement géométrique a &té relativement long, les enfants

ayant de grosses difficultés & effectuer un travail précis. Les deux points
les plus difficiles ont &té la comstruction du carré initial et le découpage.
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b) Observation er comparaisom des sept piBces du TANGRAM : On a d'abord
demandé aux enfants de représenter sur leur feuille pointée les sept pigces
du TANGRAM. Le maitre ayant représenté 1'une de ces piéces au tableau
I1 a #té conseillé aux enfants de commencer par représenter ces Eléments du
TANGRAM gur leur planche 3 clous.

La rveprészentation du carré 3 donné lieu 3 de nombreuses erreurs.

La solution de la construction du carré a &t& présentée par MANUEL :
"J'ai remarqué que si on met le triangle P et le triangle P' collés, on
obtient le carré K",

Par la suite on distinguera le carré K du TANGRAM du carré imité

an exprimant que K & & points sur la frontidre et | 3 1'intérieur.

On reprend les sept piBces obtenues dans la legon précédente et le maftre
propose de faire des remargques sur ces pi@ces et de les comparer.
Les enfants ont déjd remarqué gque P et P’ &talent isowmétriques (par superposition)

On obtient ensuite des relations entre les aires, toujours i partir de superpositions.

Voiei un exemple de sclution assez &lzborée :
s(G) = =(L) + 23(P)

On arrive 3 1a conclusion qu'il est possible
d'évaluer 1'aire d'une pidce avec une autre
comme unité.

a) Tl est alors proposé aux £léves de remplir le tableau suivant :

b)

= - - I
%/;/_//.//AGEG'K PlefLim
| I' uité est le triangle P sl4l2011 ]2
T YHEa § 1'unité est le carré K 21211 0505 1§t
1'unité est le carré formé
par 4 clous GlAL T LN 22

Les &12ves ont travaillé par groupe de 4 ou 3 sur ce tableau. Tls ont presque
tous eu recours 3 la "superposition” pour remplir la premifre ligne. Il a'y a
pratiquement pas eu d'&checs dans cette premilre phase. Le changement d'unité
d'aire en prenant cette fois le carré K comme unité a &cé la source de plusieurs
difficultés. La superposition &tant impossible directement certains enfants ont
&té bloqués. Certains groupe se sont vite apercu gue l'aire de X &tant double
de celle de P,ont obtenu facilement la 2&me ligne. Les erveurs les plus fré-
quentes ont été celles pour P et P', of au lieu de 0,5 on a trouvé 1. Lors de
la mise au point collective des enfants ont mis en &vidence le rappoert

entre les deux premiéres lignes. Ce sera la seule fois au cours des quatre
géances oil on parlera d'opérateurs. La troisidme évaluation qui nous semblait
le plus difficile a &té bien vu par l'ensemble de la classe. Trés vite les
enfants ont vu la nécessitéd de découper le carré unité en deux et de faire

des gommes : 1'additivité des aires me leur a pas posé de problémes.

On a demandd ensuite aux enfants de remplir un deuxi®me tableau ol apparaissent
les variables : i = nombre de points intérieurs 3 la figure,

f = nombre de points situés sur la frontiére,

g = aire (1'unité est le carré formé par 4 points) I:I

@/‘GPML[K
aj4l1y)2 2
ijl1lofjojo]!1
ilelalelelea
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Le tableau rempli, le maitre a demandé 3 titre indicatif "Peut—on trouver une
loi, (le terme avait #té expliqué précédemment) entre s - f et i 1"

- Une proposition : "s" c'est 4, i c'est divisé par 4, f c'est multiplié par 2
et le méme &léve d'ajouter aussitét : "C'est pas une loi parce que ga me marche
pas pour les autres".

Le maitre a alors arrété la discussion, il &tait évidemment trop t3t pour réflé-
chir utilement sur la formule de PICK.

; g 5 . R "
'Pour arriver plus facilement & la loi nous allons faire un troisiéme tableau

c) Vous allez construire sur votre planchette 3 clous
ou sur votre feuille pointée des figures simples
n'ayant aucun point 2 1'intérieur de la frontidre.

Vous remplirez alors le tableau suivant :

La recherche est faite par groupes et les solutions
sont nombreuses et assez vari€es. Presque tous les
enfants utilisent la planchette 2 clous.

b T B o B |

On trouve le plus fréquemment des solutions du type
(a) ou (b}, mais aussi des figures trés &laborées (c).

(a) (b) (o)

Le malftre fait alors le recensement des ré&sultats numériques en remplissant le

5 f i tableau proposé& : on n'accepte gue des résultats différents.

4 10 o La séance se termine sur des remarques sur les résultats.

2 6 0 Catherine propose tranquillement : '"J'ai remarqué que f c'est s multiplié
1,5 5 0 gar 2 plus 2".

) 14 0 C'est vrai" ; "C'est pas vrai" ; la classe est divisée. Le maltre propose
2,5 7 0] de noter 1'hypothése de Catherine et de la vérifier la prochaine fois.
i,5 | 5! o

3 8 0

5 12 4]

1 4 0 i

V - TROISIEME SEANCE

On s'est proposé de vérifier 1'hypothése de Catherine et de le reformuler
(pour la derniére s&ance) sous forme

§ = —-—]

Dans ce but le maltre a r&ordonné le tableau de résultat précédemment obtenu :

AR - Le maltre propose aux enfants de compléter le tableau ainsi présenté
1 410 "On peut faire 3,5 pour s, ga fait 9 clous i la frontiZre, on le vérifie avec
1,515 |0 la planchette 3 clous'".
2 610 Accord général et méme opération avec vérification sur la planchette 3 clous
2,517 1)0 pour d'autres valeurs (s = 4, s = 6, 5 = 7)
jj8|o La classe se met d'accord pour accepter 1'hypothése de Catherine f = 2s + 2.
Il n'est pas possible de vérifier au deld de s = 9 mais on a suffisamment de
résultats pour adopter la formule.
4,51 11
5 1120 Au cours de cette phase une &léve,Valérie,a fait la remarque suivante :

on cherche 3 remplir la case 5 = 7.

"l c'est 4, de | 37 il y a 6, on le multiplie par 2 et on ajoute les 4 cela fait 16"
La classe ne suit pas Valérie, c'est trop compliqué, par contre le maftre

reprend 1'idée pour essayer d'obtenir s en fonction de f.

On observe les 2 premiZres lignes du tableau : "Quand s augmente de 0,5

f augmente de 1", Valérie reprend aussitSt "C'est simple pour trouver s = 7

on cherche combien de demi i1 v a de 1 3 7 : 1l y en a douze puis on ajoute

les 4 de 1". Quelques &léves approuvent mais 1'ensemble de la classe ne suit

pas.
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Je recentre le débat "Voila Je connais f je veux trouver s. Regardez bien 1le
tableau! Patrick : "Pour £ = 8 on divise par 2 et on retire 1",
"Ca marche aussi pour f = 6"

Le maTtre reErend la proposition et c'est Patrick qui va &crire au tableau sa
formule = g e

On vérifie que "ga" marche pour les autres exemples d&ji vus.

La séance se termine en application : le maltre propose des surfaces i mesurer
du type :

a)

b)

nple de figure proposée
®

Cette application domne lieu 3 d'excellentes remarques d'ordre géométrique :

Ainsi, pour mesurer le triangle ci-contre et vérifier que la formule de Patrlck
est juste, Manuel vient proposer la manipulation suivante. CEe S

Il explique qu'en reportant le triangle hachuré et le trap&ze point& il obtient
un rectangle de 2 unités d'aires. Certains luil rétorquent que c'est pas une
démonstration et que ¢'est EPDFD\LmaLLE, mais finalement comme cela permet de
retrouver la formule de Patrick s -1;- -1 on finit par 8tre d'accord. Manuel
simplifiera lui méme sa démonstration en constatant que l'aire du triangle est
la moitié de celle du rectangle ayant les mémes cotés.

Le maltre rappelle la formule de PICK s --E-—I dans le cas ot i = 0. On fait
quelques vérifications puis on se propose ae calculer 1'aire de la figure
ci-contre : £

Un éléve remarque auss1t0t que *1a formule s ='3F" ne marche pas car il y a
un point 2 1'int&rieur” On vérifie quand méme :

Calcul direct : s = 3,5 u.a.

s -—i-—] - =%—1 =205 avi

Un va chercher une nouvelle formule qui marche aussi dans le cas oi il y a
des points & l'intérieur.

Dans cette ultime recherche les enfants vont travailler i nouveau avec les piéces
du TANGRAM. J'ai construit une dizaine de figures i 1'aide des 7 piéces qui
peuvent toutes Etre représent&es sur la planche & clous ou la feuille ' polntée"
Cette fois les enfants vont travailler avec f et i variables et s constant.

Les enfants doivent en groupe réaliser les puzzles proposés (ils sont & 1'échelle
du carré initial et peuvent &tre obtenus par superposition, ceci pour ne pas ajouter
de difficultés) et remplir le tableau suivant aprés avoir représenté les puzzles
sur leur feuille pointée,

] f i
A|16elis ]| 8 Le travail prend une demi-heure environ
B 1620 7 Les enfants ont des difficultés au
C 16 | 14 10 niveau de la représentation. Il leur est
D 16 | 22 6 indispensable de se servir de la plan =
E 16 116! 9 chette 3 clous.
F 16112 11
G 161241 5




Rifgvagues sur le Imzbisau
Hpe fais veldstivement €ozhii le mafire propose d'en fgirve 1'exemen :

Boudou "La surface clmet tunjours 16, clest wommal Par o2 gu'on utilise
toujours les mémes pidces”.

Valérie "4 c'est I8 pour f et 8 pour i
B c'est 20 pour f et 7 pour i
Quznd on augmente f de 2 le i diminue de 1",

Catheripe "On ajoute f et i on divise par 2 et si i est un nombre impair on
retranche 0,5 et si i est pair on trouve exactement §"
Le maTere inscrit ces remarques mais propose de réordonner le tableau : un &léve
propese de ranger suivant les valeurs de i en commengant par i = 5.
Le maftre propose de continuer le tgbleau sans regarder le précédent :

Philippe : 8i i = 1!, il ¥ en aurs 12 pour f,

Rachid : si i = 12,f = 10

8 £ i
6124 | 5
16122 | 6
1620 | 7
16118 | &
1616 | 9
16 14 10

Cathy : j'al remarqué que f dicroit de 2 en 2 tandis que i augmente de | §nll.
On voit que la remarque de Cathy est la wméme que celle de Valérie. On vérifie
alors que la régle de Catherine ne marche pas. On ]'abandonme donc. Je relance
la recherche d'une loi en regardant si la loi s = =~] marche. Des enfants pro-—
testent "C'est pas possible car il y a des points £ 1'intérieur” On regarde ce-
pendant pour la premidre figure K.

24
SK “"-‘-2—:'"“1 = 11
Patrick remarque aussit8t "Pour trouver 16 il suffit d'ajouter les points &
1'intérieur". Ca marche aussi pour les autres. On vérifie alors et Patrick &nonce
sa tégle "Pour trouver s on donne f par 2, om Gte 1, et on ajoute i".

COMMENTAIRES

Le maltre a réutilisé par la suite plusieurs fois la formule de PICK dans des
applications concrétes de mesures d'aires .
I1 est clair que 1'on peut certainement parvenir plus directement au résultat
en suivant la méme démarche mais en &vitant de se servir du TANGRAM.
IL y a eu une superposition de difficult&s mais en méme temps une motivation
certaine et des observations trés riches.
La classe qui a 1'habitude d'exprimer sa lassitude n'a jamais protesté, mais au
contraire & manifestd un inté&rdt constant jusqu'a la fin.
Hos interventions (le maitre et moi-méme) ont &té nécessaires lors de 1'exploi-
tation collective des résultats, surtout dans la dernidre phase. On peut donc
penser que notre premier objectif n'a £t& atteint-qu'en partie ;

Etablissement d'une loi & partir d'un tableau de données numériques.

Hous zvons repris cet objectif quelques temps aprés (1 mois) : on a proposé
aux enfants d'&tablir la formule d'Euler sur les graphes plans. Nous ne sommes

pas imtervenus ; et, uniquement pas 1'observation d'un tableau de résultats
3 groupes sur les 6 ont fourni la bonne réponse (S + R = 2 = 4)

les 3 autres ayant proposé des réponses du type : si R =2 § = & ; 81 R =3 § = A+l
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LA NUMERATION SHADOK

par Christian KERN et fes @feves d'une classe de Sixieme
(VIERZON - CHER)

On a voulu simplement briser les automatismes

- - ' : "Il n'est pas question dans le cycle d'obser—
G }A\T-\B\LJ\\ vation d'une étude générale de la numération...
I N\ : Bt .

trréfléehis aurquels les enfants s'étaient
habituds" (Instructions du 88 Février 1989)

.,__J_.o__-__.'

"La table de muliiplication est wie manidre de
structurer le champ des nombres dans 1'esprit
des enfants" (Eené Haby. Le Monde de 1'Educa-
tlon. Mai 1876).

L'émission té&lBvisée "les Shadoks" nous a fourni pendant 1'année 74-75 un excellent
exemple de syst@me de numération. Deux avantages immédiats

- la popularité de 1'émission provoque un enthousiasme évident chez les enfants

- 1'utilisation des symboles GA, BU, Z(, MEU, permet une lecture facile et amusante
gvite 1'ambiguité des notations et va plus loin dans le sens de 1'objectivité.

Apr@s une semaine de travail et de r&flexion collective sur le sujet, la classe s'est
partagée en petits groupes de travail qui ont €laboré la question de leur choix, avec
upe intervention minime du professeur. Ces travaux ont €té envoyés aux auteurs de
1'émission qui nous ont bien récompensés : nous avons &té nommés "Académiciens & vie
et perpétuels de 1'Académie des Sciences Shadok de Vierzon"

Constatations du professeur : j'ai &té surpris de voir avec quelle facilité et quelle
vitesse, les enfants ont "assimilé" les tables d'addition et de multiplication, sans
jamais les apprendre (lorsqu'onm faisait une faute, on repensait "shadoks et poubelles"
La plupart ont &té trés vite capables d'effectuer des divisions & 2 chiffres, ce qui
nous & bien siir amené aux "nombres 3 virgule'". Il a fallu hélas, toute l'autorité du
professeur pour en rester 13 ! J'ai méme appris que dans les foyers, on s'est mis

4 compter "en shadok', et 1'habileté des enfants a tidiculisé bien des adultes !

I - TEXTE DE PRESENTATION ELABORE PAR LES ELEVES

Hous sommes les &lé8ves de la classe de f&me 2 du C.E.S. Fernand Léger 3 VIERZON. Notre
ptofesseur de mathématiques nous a appris la numération shadok. Plusieurs groupes ont
rédigé des problémes en numération shadok, et nous tenons 3 vous les envoyer.

Explications : les shadoks n'ont.que 4 unitds : GA, BU, Z0 et MEU. (0 5 1 5 2 ; 3)
La numération shadok est le méme principe que la base 4,
S$i on a 0 shadck on dlra GA shadok.

" " " ] 1" BLI "

1 " 1" 2 m n " ZD n

" n " 3 {1} " 1" b{EU n

Mais un probléme se pose 3 partir de 4 shadoks, alors le grand shadok i inventé un
systéme.

Les_petites poubelles

Une petite poubelle contient 4 shadoks. Autrement dit on dira : | petite poubelle et
0 shadok & cBté ce qui est &gal en numération shadok : BU petite poubelle et GA
shadok 3 cBté.

Pareil pour | petite poubelle et

pkE poukll -BUEa T Wy 0
[ " 1 1] ar "

1
2
3

®
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— Les grandes poubelles
ites poubelles-et 3 shadoks

e A Arrivé 3 3 pet
Q @ ﬁ 9 " " m " .HEU "
Al)@_gjr . ce qui est &gal & 15 shadoks on dira :

0 shadek 3 cdté.
1 grande pouﬁelle et 0 s coksa Cob

or Jogr|  HTTTT
P Méme principe que les petites poubelles.

0
4 = BU

2.= 20 ; ) ,-)

3 MEV -w_ :"é-nc_ y\mnc\c {’\ou.)thQQQ_

4 = BY GA ey B0 A GA :
5=z BURE
¢z Buvzo

#: BUMEU Les_containers

$- 20 GA Arrivé & 3 grandes poubelles et 3 petites poubelles

g et 3 shadoks on dit :

=20 BuY
J0=26 20 | container et O shadok 3 cdté

BU " " G& i (L} "
4420 MEU ensguite
BU container et BU shadok
A2z MMEU GA BU L Gl " etc...
13-MEL BU ﬁprés les containers, il v a les supers containers
- “puis les hypers containers (mais, 13

48 zMEV 20 . seuls les hypers shadoks les connaissent)

A5z MEUMEU

46: 00 oA &R . -

¥

30U a8 3y ! poubelle = 4 shadoks = BU GA shadoks
| grande poubelle = 16 shadoks = BU GA GA shadoks

12:BVU GA 2o 1 container = 64 shadoks = BU CA GA GA shadoks
! super container = 256 shadoka = BU GA GA GA CGA shadoks

49 = 30 6A MEu

additions’ multiplications
+ [GA 80 [zo ldev] x i’ca AU |20 [mey
Ca (66 |®ulzo (Meyl ca ¢n |ca GRA | 6
Bu BV 2o [HesDusn BU A |(BU (20 [MEV
[Ran BRI tx..-\ ; B
nev 20 20 [Eu avereng 20 j6Aa [2¢ |[BucqBurg
¢ chCEC]&umlqu\%ul&ua MEVIGR MEV Bvao [Zoawy _‘
| i

u\.lit{-w\ .

[z"]
BUZC R
r S 20 BV

206a By

Pour faire la preuve d'une addition, il faut : additionner les chiffres de la 18 ligne
puis les chiffres de la 2& ligne additionner les 2 résultats obtenus, ensuite, addi-
tionner les chiffres du résultat de 1'addition. Comparer les deux résultats et si ils
sont les mémes 1'opération est probablement juste.
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Pour faire la preuve de la multiplication i1 faut : additionner les chiffres de 1a
permidre ligne, additionner les chiffres de la deuxi@me ligne. Multiplier le premier
nombre par le deuxiéme. Additionner les nombres de la derniére ligne puis comparer les
deux résultats. S'ils sont identiques cela prouve que la multiplication est bonpne.

La régle de 4 ne permet pas d'aller plus loin que 3 (MEU) done MFU est égal 3 GA
c¢'est—d~dire 0. -

Pour faire la preuve de la division on additionne les chiffres du quotient. On addi-
tionne les chiffres du diviseur puis on les multiplie tous les deux et on ajoute le
reste. Ensuite, nous additionnons les chiffres du dividende et on le compare au résul-
tat trouvé.

Pour faire la preuve de la soustraction on additionne la premidre ligne. On addition-
ne la deuxiéme ligne puis on multiplie les deux, et, enfin, on additionne la dernidre
ligne et on compare le résultat trouvé par le résultat précédant.

IT - QUELQUES PROBLEMES POSES (ET RESOLUS) PAR LES ELEVES

| - Ecrire 50 en langage shadok . )

Je divise 50 par 16 pour trouver les grandes poubelles puis je transforme le resulta?
en shadoks cela fait MEU g.p. et il reste 20 50 + 16 =3 .

Je divise le reste par 4 pour trouver les petites poubelles et je transforme 2 : 4 = 0O
cela fait GA p.p. et il raste Z0.

La réponse est MEU g.p. GA p.p. Z0 shadok ou MEU GA 7Z0.

2 - Un monsieur Shadok pése BU MEU BU kg. Un b&bé Shadok p&se BU GA MEU kg. Dans un
container il y a Z0 GA GA monsieurs Shadok. Combien pése un container ?

dion it f e LD GR L 4 0 L e e
JJ':: @ Bu e Sl Sordore _ng.l qa emen @O
i %-ze g gan Tz JRP Y S
BTN R S KOG e o i ]
_,__‘ 36.. 35, ; ga_ e B :.5.‘_ 9 b I

134_ s Koo ow Ty S e 4 :
7e Bu zeo ;

e e e R e T s

j_..q'a.!; 9a

. L Ze gn. 15-._.- -

B S S
I, DS . 5
e zTe, 3> ax ..,‘i_.,'___’_____.._-..;_.._ :

i e e [T = | !

4. .Te . by 30-—3‘-‘&-3‘1-! RS

i

[ TIRTY ey i:f

N e e S 2 E R EHEEEES

Le container p&se BU Z0 CA GA GA GA kg.



# 3~ 3. Bhedok w2 amwuechE 11 =ehive ¥ kiloe de povmes de terve, ¥ kilo de poireaux,
BU kilo de carortes o Hi maisde.
Le ¥ilo de-poumes de terre vaut MEU sousg-shadek . Lz kilc de poireaux vaut Z0 sous-
shadok . Le kilo de carottes vaut BU sou -shadok. Combien M. Shadok devra-t-il payer
en mmération shadok?
Pour un sow-shadok il faut pomper Z0 fois. Combien M. Shadek devra-t-il pomper ?
Pour pomper BU fois il faur MEU minutes. I1 part de chez lui 3 Z0 BU heures du matin
4 quelle heure serz-t-il revenu ?

Prix das pommes de terre : BU Z0 sous-shadok
MEU x ZO = BU ZO

Prix des poireaux : Z0 sous—shadok

BO x Z0 = Z0

Prix dee carottes : BU sou —shadok

BU = BUJ = BU

Prix de la salade : BU sou -shadok

BU = BU = BU

q _{‘D;‘Pﬁgﬁﬂ@f_ o PENGEE

VHADOI &

" M. Shadok devra payer : MEU BU sous-shadok
BU Z0 + Z0 + RU + BU = MEU BU

M. Shadok devra pomper BU Z0 ZO0 fois
MEU BU = Z0 = BU Z0 Z0

I1 faudrait : BU CA MEU ZC minutes
BU Z0 Z0 x MEU = BU GA MEU Z0

Tl sera vevenu 3 Z0 Z0 h BU GA ZO minutes

Bl GA MEY Z0 : MEU MEU CA = BU h BU GA 20 mn
Z0 BU A + BU h BU GA Z0 mn

Z0 20 ® BU GA Z20 wn

|

' R
111 - REPONSE DE JACQUES ROUZEL, PRODUCTEUR DE L'EMISSION, A QUI LES TRE’?nUX

D'ELEVES AVAIENT ETE ENVOYES

Parisz, le ler Juin 1975

1 .
Ok o7 Pl €T
G4 & Mesdemoiselles et Messieurs,
Bo -
2 -4 Aprés svoir regu et lu attentivement vos traveux sur le cal-
Py ﬂ cul GA BU Z0 MEU, las shadoks ont d8cidé de vous remercier
tous em vous nommant ACADEMICIENS A VIE ET PERPETUELS DE
SU G4 -0 L'ACADEMIE DES SCTENCES SHADOK DE VIERZON.
iz ii: _’3 Vous avez bien compris comment on cemptait en shadok :
Bomey | 4 " ea 20 GA "
2044 |0 ¥ a=
26 By i . HEY 20 MEU
2020 |J3 . - BU G4 MEU GA
20 Mgy | I A4 zggg stz
mevEA (A0 BU MEU
Mev Bu 2 — Voug svez aussi compris comment on ?omrait faire deg addi-
Feyu 2.0 A 3 -tions en shadok, et des multiplications.
Mev mev AL Mais, entre temps les shadoks ont simplifié les choses :
B 448 44 —_ 0 O ILS ONT INVENTE LES CHIFFRES SHADOK
Bu 44 Bu [ ~0O ~ C'est beaucoup plus facile pour faire les opérations.
[ 3] L4 Zeo - Voili comment ¢3 merche @
Bu G4 Mgy | — o ﬁ RIEN se dit GA et s'éerit O
; ) } se dit BU et s'Bcrit _,
BU Eu 44 e it se dit Z0 et s'dcrit of
. W se dit MEU et a'8crit 24
4f B La suite des NOMBRES SHADOK est toujours la méme.
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Les GIBIS

Rien s'écrit O
| s'derit |

Aprés, il n'y 2 plus d'autres chiffres. + [ O ! {
; g , (@) :
Exercice | : Ecrire 1z suite des NOMBRES GIRI
0 Ecrire ls table d'addition GIBI l
IOI * ,

etc.. .
L@ [
Ecrire la table de multiplication GIBI O

C'est ce qu'on appelle 1a numération BINAIRE, tout le monde sait ca.
Mais voici un exercice plus compliqué :

o-%

——— ey

Exercice 2 ¢ Soit un nombre qui s'crit en shadok 1dd 0
Comment s éerit-il en GIBI 7
- Le traduire directement sans passer par les chiffres frangais.

. Traduire ensuite les 2 nombres en frangais pour vérifier qu'on ne s'est pas trompé.

Exercice 3 : Les shadoks ont découvert une nouvelle plangte avec des animaux qui
8 appellent des CORLIBUS. La gorlibu est un animal 3 un seul pied. Le pied de
gorlibu a BU BU doigts (,.doigts). Le gorlibu a done BU BU chiffres pour
compter. Pas un de plus pas un de moins. -

- Imaginer les chiffres gorlibu.
- Ecrire la suite des nombres gorlibu aussi loin qu'on voudra.
- Faire les tables de multiplication et d'addition gorlibu.

Je vous laisse 3 vos travaux. Et encore une fois toutes mes fé€licitations pour ce
que vous avez déji fait,

Signé : Jacques Rouxel
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DANS UN CLUB MATHEMATIQUE

Un jeu : circuits pair - impairs (suite)
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par Jean FROMENTIN
(NIORT - DEUX SEVRES)

La suite de notre grand feuilleton swr les cir—

cutts patrs et impairs

I - PRESENTATION DU JEU (Rappels : voir PLOT n° 1)

Le jeu se compose d'unm certain nombre de carrés appelés Carrefours . Chague
carrefour (fig 1) poss&de quatre issues (N,S,E,0) pouvant &tre paires (P) ou impaires (I).

11 v a 16 carrefours différents.

Ces 16 carrefours peuvent &tre disposés suivant un carré (4x4) ou un rectan-

gle (2x8). Le passage entre deux carrefours adjacents est pair ou impair.

Dans le cas de la figure 2, les passages @9@ et @"'@ sont impairs,
les passages @ﬂ@ et @*’@ gont pairs.

On suppose de plus que le carré ou le rectangle sont les développements de

tores. On suppose donc (fig 3) l'existence des passages AA', BB',... GG', HH'.

II - REGLES GENERALES SUR LES CIRCUITS

- La succession de passages pairs (par exemple) de carrefour i carrefours adjacents

détermine un chemin.
- Il peut y aveir plusieurs chemins sur 1e.tore.
- L'ensemble des chemins fﬁrue un circuit.
- Un circuit passe une et une seule fois par chaque carrefour.
- Un circuit est dit fermé si chaque chemin composant le circuit est fermé (sur le tore).

- Dans le cas contraire, le circuit est dit ouvert.

Les figures 4, 5, 6 et 7 donnent des exemples de circuits fermés &1, 2 ou
3 chemins. La figure 8 montre un circuit ouvert & chemin unique.

ﬁ4231.'
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III - CIRCUITS FERMES 45

CIRCUITS IDENTIQUES

Deux circuits pouvant &tre déduits 1'un de 1'autre par symétrie ou par rota-
tion sur le tore, seront considérés comme identigues.

La figure 9 montre deux circuits identiques par symétrie axiale.

La figure 10 montre deux circuits identiques par rotation sur le tore; ce qui

se traduit sur le carr€ par la permutation indiquée des lignes et des colomnes.

PROBLEME £ : Quels sont tous leg circuits fermés & 1, 2, 3 ou 4 cheming 7

CIRCUITS PATRS. CIRCUITS IMPAIRS.

8i le circuit de la figure 11 est pair, le passage du carrefour 12 au car-
refour 22 est pair; par contre le passage du carrefour 12 au carrefour 13 est impair.
Donc & chaque circuit pair correspond un circuit impair. La figure 12 montre

le circuit impair correspondant au circuit pair de la figure 11.

Cette remarque facilite la recherche du probléme 6, et améne le probléme

suivant :

PROBLEME 7 : Quele sont tous les cireutts tels que le cireutt pair et le cireuit impair
correspondant soient tdentiques ? (Les dewr eircuits de la Figure 10 en
domment wn exemple),

PROBLEME 8 : Pour chaque cireuit déterminé au probléme 6, peut-on disposer les 16 car—

refours de telle sorte que le cireuit soit pair (resp. impair) ?

IV - CIRCUITS OUVERTS (A CHEMIN UNIQUE)

La figure 8 montre un circuit cuvert & chemin unique.

PROBLEME 9 : Quels sont tous les oircuits ouverts a chemin unique, joignant dewxr carre-

fours non adjacents (sur le tore) ?

Remarque : Si les deux carrefours &taient adjacents, on reviendrait ay problé&me des cir-

cuits fermés.

PROBLEME 10 :Peut-on joindre par un eircuit ouvert deus earrefours quelconques non adja-
cents ?

Rappel : Un circuit déit passer une et une seule fois par chaque carrefour.

En supposant que le circuit de la figure 8 ast pair, les passages du carre—
four 23 aux carrefours 22, 13 et 24 doivent stre impairs; de méme les passages du carre-

four 11 aux carrefours 14, 41 et 12.

PROBLEME 11 : Peut~om disposer les 16 carre fours de telle sorte que les circuits owverts
trouvés au probléme 9 soient pairs (resp. impairs) ?

V - CAS DU RECTANGLE

Tous les problémes envisagés précddemment peuvent &tre posés dans le cas du

tore dont le développement est le rectangle (2x8)
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LE C.P.R. en QUESTION(S)...!

par Gilles LOPEZ
(LIMOGES - HAUTE VIENNE)

Quelques désillusions, un peu d'agressivité, et

beaucoup de questions.

Quf, Son nom sur la liste des regus au C.A.P.E.S. et on se dit qu'on
arrive prés du but et gu'on va enfin exercer un métier : PROFESSEUR. Mais quel profes-
seur sera-t'sn ? On ne peut le dive encore et pour l'instant le probléme n'est pas 13,
il est au soupir de soulagement ! 4 la rentrée, on verra au C.P.R. : il parait que

c'est 13 que 1'on apprendra ce qu'est un professeur et comment 1'Btre.

Début octobre, les stages commencent : puisque la formation d'ensei-
gnant doit se faire au contact des enfants, et c'est normal, allons-y ! On observe un
certain temps le Conseiller Pédagogique, puis on fait cours 2 3 3 heures par semaine ;
chaque stage dure 8 semaines et il y en a 3. Quels sont les moyens mis en place par
1'Education Nationale pour gue cela soit réellement une période de formation 7 Aucun !
On nous met au contact de Conseillers, que je ne veux pas mettre ici en cause, qui ne
sont que des alibis d'une formation domt 1"administration se décharge : selon la per-
sonnalité et les iddes de chaque Conseiller, le stage aura été enrichissant et forma-
teur ou bien inutile et sans intérét. Quant aux conférences du C.E.R., elles ont &té
cette anmée au nombre de trois

- La premidre pour nous apprendre les dédales de 1'enseignement

secondaire (de la HBme i la terminale avec toutes les options possi-

bles) : conférence totalement informative et 3 lagquelle la lecture
de la brochure remise 3 la fin aurait épargné d'assiger,

- 1a deuxiéme oii 1'on nous a appris qu'il fallait sélectionner et

comment le faire sans savoir pourquoi,

- 1a troisidme qui traitait de la drogue a &té la seule od 1'en a

eomsidéré 1'é18ve comme un &tre humain 3 part entidre.

Quand pendant ces 24 semaines aura-t-on réfléchi sur le rdle de
1'enseignant & 1'intérieur de 1'institution &cole 7 Quand aura-t-on réfléchi sur le
fait que 1'école devient de plus en plus une garderie ? Quand aura-t-on mené une
réflexion sur l'enfant et 1'aura-t-on considéré comme autre chose qu'un élément
constitutif d'une classe 7 Quelle sélection les futurs professeurs de Mathématigques
seront~ils amen&s & faire et au nom de quoi la feront-ils ? Comment peut-on voir dans
ce cas l'école comme un facteur d'épanouissement de 1'individu (je parle ici de l'en-
fant) alors que riem n'est fait, ou si peu, pour que les adultes qui vont y travailler
menent une réflexion sur le sens et la portée de leur action ? Comme j'ail euntendu dire

un enseignant : "Moi, dans ma classe, je pose des actes et ensuite si ¢a ne marche pas,
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je r&fléchis", N'est-ce pas fonctionner 3 contre-sens ? Est-i1 temps de réfléchir lors-
qu'un geste, une action de notre part aura bloqué un enfant ? Et pourtant, c'est la

démarche proposée aux professeurs stagiaires et méme dans leur cas il n'est prévu aucun
temps important de réflexion collective. Si certains Conseillers en proposent, ils sont
plus souvent consacrés 3 1'embellissement technique d'une démonstration qu'd essayer de
comprendre 1'attitude de tel ou tel &léve et le peu de motivations qu'ont la plupart 3

faire des Mathématiques.

L'année de C.P.R. devrait &tre 3 mon avis le temps privilégié off une
telle réflexion pourrait Btre menée avec les Comseillers Pédagogiques et ce serait 13
une manilére toute différente d'envisager leurs fonctions et nos rapports avec eux.
Evidemmenc, une ieile réflexion devrait 8ctre assocife I un certain nombre de stages se
déroulant comme actuellement. Mais une teile conception modifierait la relation fonda-
mentale qui existe 3 1'intérieur de 1'école et qui est la relation de maitre 3 &lave,
d'enseignant 3 enseignd. Ce type de relation, 3 mon avis, nie aux individus la capacité
de prendre en charge leur propre formation et de répondre soit par eux-mémes, soit 3
1'aide de ce que 1'on pourait appeler des "intervenants extérieurs" i leurs attentes en
matigre de formation. Et 1i, j'élargirais un peu le sujet : 3 l'intérieur de 1'école.
Quelle latitude ont les enfants de prendre en charge leur formation et qui sait si la
formation qu'ils voudraient acquérir correspond avec celle qu'on leur donne ? Le but de
ces paroles n'est pas démagogique et leur sens caché n'est pas : "Laissons leur faire
tout ce qu'ils veulent":¥ mais dans la mesure o ce qui se passe 3 1'intérieur des
lycées dans la plupart des cas est de la forme : "Laissons leur. faire ce que nous vou-
lons qu'ils fassent", il y a, i mon avis, sujet 3 se poser des questions. Alors qu'ac-
tuellement on voit une grande masse d'invididus se décharger de leurs responsabilités
auprés de “spécialistes" de toutes sortes, quels moyens donnons-nous aux jeunes 3 1'in-
térieur de 1'école pour qu'ils puissent effectivement prendre des responsabilités et

se prendre en charge ?

On croit en aveir trouvé avec le systdme de délégués participant aux
consells de classe etc... Ce ne sont & mon avis que des alibis pour avoir bonne cons—
cience. Comment peut-on croire qu'une personne avec laquelle on entretient des relations
de type hiérarchique puisse par moments se libérer de cela et parler avec vous d'égal i
égal ou tout au moins en toute franchise 7 Mais teut cecl nous écarte de la formation

des enseignants du secondaire.

Le but de cer article est d'essayer de mettre en lumidre 1'hypocrisie
de 1'institution C.P.R. Qui peut actuellement défendre le C.P.R..  sous sa forme actuelle
comme moyen efficace de formation d'enseignants ? Comment ne pas Etre effaré par les
lacunes de cette formation ? Et du point de vue financier quel gachis : rémunédration
des stagiaires pour 8 heures de présence par semaine, rémunératiun des Conseillers

pédagogiques ; que d'argent dépensé pour si peu de résultats.

Je voudrais 4 la fin de ces lignes dire quelques mots de 1'épreuve
pratique du C.A.P.E.5. Au nom de quoi et apr@s avoir vu seulement I heures de cours
(oli le stagiaire et les &l&ves sont crispés et manquent de naturel) et peut-ftre
consulté les rapports de stage, peut-on dire qu'untel sera apte 3 enseigner ou non ?
Quelle responsabilité i exercer & partirt de si peu d'éléments : Bon courage Messieurs
(et dames) les Inspecteurs et dommage pour les "bavures" car il en existe. Quant &
l'actribution des mentions, bien que moins grave (et pourtant cela conditionne le

liey de la lére nomination) le probléme est identique,

Aprés une année de 'Formatiod' tras incompigte, un examen dont les
critéres d'actribution ot de mention n'apparaissent pas comme &vidents, «'est cohérent

et 1'Education Nationale s'endort sur les cohérances de ce type.



MATHEMATIQUES ET SELECTION

par Christian KERN (VIERZON - CHER)
et Alain PENNETIER ( SAINT-AMAND - CHER)

Le seul but de 1'enseignement actuel des mathé-
matiques ne serait—tl pas la sélection ?

Im point de vue convaincu.

L'enseignement des mathématiques, aprés le bouleversementcomplet des programmes,
pose aujourd'hui plusieurs problémes : d'abord le débat maths modernes — maths anciennes
n'est pas encore liquidé, ensuite et surtout les maths ont pris une place de choix dans

le processus de sélection,

Comment se fait=il que les maths aient remplacé le latin dans la sé@lectiocn de
1'&lite universitaire ? L'un serait=-il plus utile que 1l'autre pour la formation d'un ca-

dre ? Les maths seraient-elles plus "formatrices" qu'une autre matiére 7

D'abord, constatons que si les maths constituent un outil qui chapote toute
activité scientifique et en cela aide i appréhender le concret, il est aussi un lan-
gage au second degré, donc abstrait, Constatons aussi que 1'@cole enseigne un langage
scolaire bien #loigné du frangais parlé, des sciences naturelles scolaires peu liées &
une réelle découverte de la nature et des mathématiques scolaires qui ressemblent plutft

& du dressage de singes savants plutdt qu'3 une véritable réflexion logique basée sur

les bescins de 1'enfant,

Les mouveaux programmes imposés par les universitaires du supérieur et la frac—
tion moderniste des professeurs de mathématiques (groupés au sein de 1'A,P.M,E.P,) ont
abandonné la conception descriptive et faussement concréte et sont ax&s sur les cons-
tructions et manipulations logiques (th&orie des ensembles et axiomatique). Cette con-
ception est certe mieux adaptée 3 la formaiion des cadres et seule une fraction attardée
de la bourgeoisie s'en est prise aux maths modernes, Mais 13 n'est pas 1'essentiel, le
probléme est comment les maths scolaires (et non pas les maths en tant que telles) sont

devenues 1'instrument privilégié& de sélectiom

‘Les maths enseignées sont surtout un LANGAGE ABSTRAIT coupé de leur support con-
cret et qui ont perdu leur aspect d'outil & appréhender la réalité, les maths ne servent
4 tien, du moins pour 1'&léve de 4&me ou de 3&me (sinon 3 décrocher le BEPC). De plus,
la présentation scolaire se veut extrémement rigoureuse du point de vuelogique et ignore
tout des cheminements historiques de la recherche mathé@matique, ce qui renforce 1'aspect
langage abstrait et matiére type pour la sélection, au sortir de la troigiéme et en se-
conde,

Le latin jouait ce rSle jadis ; aujourd'hui dans le cadre de la démocratisa-
tion du secondaire et en fonction des besoins de 1'industrie, le latin a perdu de sa eré-
dibilité comme outil formateur des futurs cadres et techniciens, De plus, alors que
pour l'él2ve, maths et latin ne sont que des langages abstraits, les maths ont 1'avan-
tage de tirer leurs sources de la science neutre génératrice de progrés et directement
liée & la technique, Ainsi le voile idéologique du scientisme couvre pudiquement les
maths : personne ne sait 3 quoi ¢a sert (pas méme le prof) mais on sait que ¢a sert &
quelque chose., Que reste=-t~il de tout ceci i 1'école ? Hors des maths, point de salut,
les maths sont devenues l'unique instrument de mesure et d'étalonnage de l'intelligence

alors qu'en réalité elles ne mesurent qu'une certaine forme d'intelligence,
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contre les maths modernes ? Ou bien coller aux modermistes qui souvent ignorent (ocu
veulent ignorer) la fonctiom sdlective de leur enseignement ? Em fait, 1'aspect ultra=
sélectif des maths est devenu trop voysnt et les profs ont souvent le sentiment qu'on
leur fair jouer un rfle qu'ils mne considdrent pas cosme le leur : bourrer le tBte des

jeunes de rout un fatras inutile et domt le saul but est la sélection.

La préparation des examens est ressenti$ avee la lourdeur des Programmes,comme unea
course de vitesse en contradiction avec une véritable &ducation mathématique, L'ap-
prentissage et la manipulation des notions demandent en effet ume péricde de "décan-
cation” nécessaire 4 1'assimilation, or 1'&l2ve est controléd (examen cu contrdle
continu} avant que cette période ne soit passée. L'objectivité de la notation est,

sur la base d'&tudes docimalogiqua}ranise en causge,

Au moment ol le corps des profs de maths est traversé par toutes ces
interrogations, leur réle est devemu primordial dans tous les conseils de classes,
d'orientation, etc... Ce qui accentue 1z crise. De plus les programmes du primaire
et de 6e-5e permettent dans une certaine mesure de renouer l'activité logique et les
manipulations avec les besoins ludiques des enfants (voir les outils &laborés par
le mouvement Freinet dans ce domaine). L3 encore 1'imstitution supperte mal : les

matheux seraient devemus poétes, alorz rien ne va plus,

Autant d'&l&ments qui font que la lutce pédagogique, idéolegique et con-
tre la sélection traverse aujourd'hui le secteur pourtant longtemps préssrvé qu'eat

1'enseignement des math&matiques.

:GIONALES - VIE DES REGIONALES - VIE DES REGIONALES - VIE DES REGIONALES - VIE DES REGIONALES - V]
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INQUIETUDES FACE AU PROJET HABY

Le Mardi 4 Hai 1976, se sont réunis les responsables des associa-
tions d'enseignants de 1'Acaddmie de LIMOGES suivantes

C'eat la premidre fois qu'une concertation aussi vaste a liew 4 LIMOGES

— Agscciation Frangaise des Enseignants de Francais
— Association des Professaurs de Bicingie et GBologie
= Socilté des Professeurs d'Education arcistique

- Asgociation des Pfofﬁsseurs d'Educat ‘on Manuelle
et d'Economie Familiale

- Association des Professeurs d'Educarion Musicale

- — Association des Professeurs d'Hists teo at CRogra

e

AprZs un large tour d'horizon, il eat appacu qur les inguitodes
de ces urganisations &taient largement communes, concernant notammen: les points
L] suivantas
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1) LA FACON DONT 5'ELABORENT LES DECRETS D'APPLICATION DE LA LOI HABY

Contrairement aux déclarations ministérielles qui mettent en avant
la concertation entre les différentes parties intéressées, les réformes s'élaborent
dans le secret et seules des rumeurs plus ou moins contrSlées, mais toujours inquié-
tantes, parviennent aux ensesignants. C'est ainsi que risquent d'&tre mis en place de
nouveaux programmes et de nouveaux horaires pour 1'ensemble du second degré,

Par exesple, de nouveaux programmes de Mathématiques pour les
classes de 6ime at 2¥me ont €té demandés au mois de Mars A 1'Inspection Générale pour
le ler MAI.

Si les programmies actuels ne sont pas parfaits, des changements,
survenant sans préparation ni concertation, risquent de perturber ume fois de plus
1'enseignement,

2) LA REDUCTION MASSIVE DES EORAIRES

I1 paraftrait que la semaine scolaire serait réduife 3 19 heures
de présence des &ldves, soit cing demi-journées. Que deviendront les lycéens ainsi
livrés & la Tue, au moment ol on envisage la suppression massive des postes de sur-
veillance 7

Toutes les disciplines seront touchées. A titre d'exemple,
l'enseignement de frangais en classe de seconde, actuellement de 5 ou 4 heures
suivant les sections, passerait 3 3 heures pour tous, Parfois, 1'horaire semble con-
servé comme pour l'Histoire et Géographie en seconde et premid#re, mais le méme nombre
d'heures devra servir en plus i initier les lycéens i 1'&conomie, la sociclogie et la
démographie.

Les conséquences en seront
~ une baisse trés sérieuse du niveau des Ztudes,

- une régression de la fonction démocratique de 1'école irisque de
prolifération des cours privés pour un enseignement de soutien réservé de fait aux
familles aisdes ; aggravation des différences socio-culturelles duez au milieu familial,

- une réduction considérable du nowmbre d'emseignants nécessaires et
donc um arrét du recrutement des professeurs.

Tout cela ne signifie pas que les enseignants ne souhaitent pas une
réforme du systdme &ducatif. Mais ils estiment qu'un horaire de présence suffisant
du collégien ou du lycéen est tout 3 fait indispensable. Il n'est pas question d'en
prendre prétexte pour accroitre les programmes. Mais bien au contraire ii s'agit de
mettre 1'accent sur 1'acquisition de méthodes de réflexion et de jugement plutdt que

- d'une somme de connaissances. Une part non négligeable du travail doit se faire en
groupes suffisamment restreints pour permettre une participation active de chaque
#léve. C'est 13 une condition indispensable pour améliorer 1'égalité des -hances.

C'ast en vain que le Ministre chercherait 3 diviser les associations
de spfcialistes, qui, sur us plan national, ont &laboré en commun un proiet de répar-
tition d'horaires. De méme chaque assoclation a déjd réfléchi 3 de nouveaux programmes,
envisagés globalement et non pas classe aprés classe comme le Ministére semble le
faire. -

P.S. L'Institut de Recherche sur 1'Enseignement de Mathématiques de I, IMOGES
s'associe 3 ce texte,
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oabonremens sromel e p oot bullenin des regionales APMED de BOPTIERS, | 1A ES ot ORLEANS-TOURS
est de 10 F pour tous les membres de | APVER

BUREAUY FYU COMITES DES REGION ALES

LIMUGES - LIMOGES 117-66 P

Loceglemient e ifes nue aupres des régionales POHTIFRE - { BOURDEAUX 3852.5¢
ORLEANS-TOURS LA SOURCE 1440.u%

POITIERS - Siége social CRDP 6. rue Sainte-Catherine 86034 - POITIERS CEDEX

Président  E. DEHAME (rél. 40 30.8 &, impasse du Lavoir §6000 - POITIERS
Secrctaire D, PORTE (tel. 41.52.88, 13 rue Arséne Orillard 86000 - POITIERS
Irésoricr S PARPAY ftel 24.31.70) 22, rue Rougier 79000  NIORT
Adjoini - Mme CARTROUN 1. impasse deg Fauvettes 79000 - NIORT
Elvmentaire . 1 HACON (44.32.02) Thurageau 86110 - MIREBEAU

HONEAU (51.71.60) 13, rue de la Croix 86440 - MIGNE-AUXANCES
Prenuer cycle VM PUYGRENIER (91.15.36) La Folie 86500 - MONTMORILLON
Second ciovte Mile Y. DARDANT (54.27.48) 23 rue Philippe Vincent 17000 - LA ROCHELLE
Technigu:  J.L SIRIEIX (41.35.361 La Chabotrerie 86800 - MIGNALOUX-BEAUVOIR
Agricole . Mme KILIARD Lycée agricole de I'Oisellerie 16400 - LA COURONNE
Post-baccalaureat - R. BARRA (21.52.26] 5. rue Boylesve 86100 - CHATELLERAULT
Farmation des Maitres . Mme ¢ BLOCH (41.40.74}) 138, rue de la Mérigotte B6000 - POITIERS

Formation permanente des aduites . TOUILLET Résidence du 114e 79200 - PARTHENAY

LIMOGES = Secrétariat  [IREM 123, rue A. Thomas 87100 - LIMOGES (rét, (35) 79.24.12)

Président d’honneur - ROGERIE (92 ans) doyen actif de I'APMEP (02.15.69) 22, rue L. Codet 87200 - ST JUNIEN
Président : FREDON (79.34.02) 40, rue Regnard 87104 - LIMOGES
Vice présidents - BOUTEILILER (74.20.11) 7 bis. avenue du Président Roosevelt [19i00 - BRIVE
CREPIN (33.46.68) Y4, Avenue Locarng 87000 - LIMOGES
Mme MEIGNAL 41, rue 4. Grand 23000 - GUERET
Secrétaire - CATHALIFAUD i3 015.36) 20, allée Villagory &7000 - LIMOGES
Trésorier . BATIER Lotissement o '4 rliguet 87700 - AIXE SUR VIENNE

Membres . Mme BEULQUE (2éme cvele) 24, rue Fresner 87000 - LIMOGES
Vimie CHUSTE tler eyele) 10, rue Malledent de Savignac 87100 - LIMOGES
M. CHUSTFE itechnique) /(11.47.24;
M ESQUERRA {enseignement supérieur; (09.82, 72) La Roche 87420 - ST YRIEIX SOUS AIXE
Mme FONDANECHE (enseignement clementaire) (32.56.37) 96, avenue Baudin 87000 - LIMOGES
Mo REYNED 79408350 20 rue Guy de Maupassant 87100 - LIMOGES
Mme ROWUGIER (Fooles Normales) (12.54.23) 35 avenue de lg Vienne 87170 - ISLE
M RUGIER  (classes préparatoives. ligison avec PIREM, avec les autres disciplines)

Mesbires e fa Régionale au Comité National - CREPIN - REYNET

(IRLEANS - TOURS : Siége social - CRDP 3.3, tue Notre Dame de Recouvrance 45000 - ORLEANS

Toute correspondance & adresser & © 4. ROUCHIER Département de Mathématiques Université d Oricans 45045  IRLEANS CEDE -

Président . P. MONSELLIER (tél (38) 65.11. 77} Les Tourelles Marcilly en Villette 45240 - LA FERTE SAINT AUBIN
Secrétaires M. GODICHFEAU (tél, (47) 28.22.32) 14. rue L. de Vinci 37170 - CHAMBRAY LES TOURS

JRLICOIS (161 (47) 61.19.56) 38, place Rabelais 37000 - TOURS

R. METREGISTE (16l (38) 62.05.29) 22, rue G. Lecomte 45400 - FLEURY LES AUBRAIS
Trésorier R. GARNIER (tél. (38) 86.51.44) 31. rue Robert Desnos 45800 - SAINT JEAN DE BRAYE

Delégués locaux -

18 - BOURGFES . B. VRAIN 36, avenue de Dun 18000 - BOURGES
VIERZON : A. PALAT 6, rue du Crot & Foulon 18100 . VIERZON
ST AMAND : G. RAY 34, rue des Buissonnets 18200 - SAINT AMAND MONTROND

28 - CHARTRES : G. ARNOUX 9, rue du }02e RI app. 46 28000 - CHARTRES
DREUX :J. PINAUD Le coq fleuri Fermaincourt 28500 - VERNOUILLET
NOGENT LE ROTROU : J.C. MILCENT 11, rue Paul Deschanel 28400 NOGENT LE ROTROU

36 - ARGENTON . A. LOUIS Paumulé le Péchereau 36200 - ARGENTON SUR CREUSE
CHATEAURQUX : M. PERRIN 9/100 , avenue de Paris 36000 - CHATEAUROUX

37 - BOURGUEIL : E. DURAN «Les Galuchess 37140 - BOURGUEIL
LOCHES : G. BRAJARD 40. rue Balzac 37600 - LOCHES
TOURS-CHINON : M. GODICHEA U 14, rue Léonard de Vinci 37170 - CHAMBRAY LES TOURS

41 - BLOIS : A. AUTEBERT 7, rue du Béarn 41000 - BLOIS
ROMORANTIN : B. LEGAI 29, rue Frangois ler 41200 - ROMORANTIN
VENDOME : D. BECANE 72ter. rue du cdt Verrier 41100 - VENDOME

45 - GIEN : Y. LORANS Chemin de la Crépiniére Avrabloy 45500 - GIEN
MONTARGIS | M. KISTER 32, rue des Vignes 45120 - CHALETTE SILOING
ORLEANS-Lycdes : J. AUGRAS 3, rue des Chaffaults 45350 LA CHAPELLE ST-MESMIN
ORLEANS-CES . J. GEHENDGES 85, allée de la petire cerise 45160 - OLIVET
PITHIVIERS : D. NAUDET Dimancheville 43390 - PUISSEAUX



