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LEs II2 I1ÔRPHISMES DU PLAN

Ecrit à ]a suite drune conférence À.P,M. à ÀNGOULEME

1e 19 octobre 1975 sur 1e thèûe

''C,EST DIJ PROPRE,,

par A. DEI-EDICQ (Didactique des Disciplines
PARIS VII)

0n prétend, dans ies livres, âvcir: une bonne iùage du plan

par 1a contenplation d'une belle étendùe d'eaù (les eaux de versailles
ou ce11es de Vincennes : , bassin pisciculturei, male âu diable, Iac

de Lozère, ...)

Ces plans 1à sont âûrorphes ; placez-y des jets d'eaux, un

serpent de mer, des passions souterraines, un vent violenÈ, c'est-à-
dire un "opérateirr" qui les agitent, et vous verrez apparaîlre des ri-
de]1es, des coùrants, des chanps de force, des singulariiês..,

Bref, voilà qu'une tr:ânsforoâtion structirre 1e plan en lignes

essentielles et 1e tord coEûe unê menbrane souple et vivante.

Parmi f infinie variété des transfornations susceptibles d'opé-

rer dans 1e p1an, nous avons choisi de nous resteindre, ici, à 1a c1âsse

dê ce11es qLri respectent ses opéraÈrons naturelles : 1'addition vectoriel-
1e et 1a multiplicâtion par ùn réel.

Notre sujet se limite donc aux âpplications linéaires de 1'es-
pace à deux dinensions lR-, Irais nous verrons qùe ces "morphismes" ne

nous décevrons pâs, et que 1â "phomê" des paysages qu'i1s géûèrenÈ nous

étonnera par sa diversi té,
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[xE],ltI'ri l:

Ilans ce lointain pays qu

ec des rirhes ; aùjourd'hut, à 1a

P et I Après une généraLio,,,

ts -,.ronl P 'l, n+ ]

sur de nuLtiples généraÈions, on a

menl en fonctiôn de P et R ,

LIûe sociéLé de c1âsses

1,3 Pn + O,l Rn

'esÈ Iâ Dénocralie, i1 y a des pauvres

date n , ils sonE respeclivenent

20 ans après, à 1â dâte n + I di-

. At r p" aP loiglês ,'r .oês porr âir
,on.t lê 4uê o eL R -rPrpri-n+l n+l

indépÊndammen! de n , de la fâçon

iP

in a,2 P + 1.2 R

p 1ùs facilement:Ce qLli s'écrir

X = A.X X
n+l

Le passâge inverse a lieu 2 fois Eoins soùvent :

n+l

Notre petit modè1e esE celui d'une société slab1e dont 1a po-

pulaÈion croîr (exponentiellenent 1e verra) et où le fiLs est,

souvent de 1a même ciâsse qùe son père : 20 Z des pauvres d'une génÉra-

tion "deviennert" (pâr teur f i1s,ru par leur propre ascension, s'ils
; . g. rôràr:on srlvante.

La superposition de ces deux diagramnes décrit 1'évolutioû des

classes sôciaIes,

l,J ql
_ ô.1 I,t

aR_

f.* 
I

Rn* 
I
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Que va-t-i] se passer dans une re11e sociêté ?

Au bout d'un moment (crest-à-dire "âs)'mptotiquementi) ne va-t-i1
ÿ avoir que des riches ? On peut penser - à juste titre d'ailleurs - que

P

Ie rapporL F: caractérisanr lâ distriburion en 2 clâssês de lâ socieré,

va se stabiliser vers une valeur limite a . Ure distributioû V = (p,R)
p Dlvérifianr R = à deviendrait alors V' = (P',R') celIe que R, - â,, er

donc teLle que Vr = AV soit pârâ11è1e à V ; on anrâi.t donc :

'1 À:V'=ÀV crest-à-dire P'= ). P et Rr=ÀR.

I s; n;..""u1.", on pourra lire ici I'annexe théor1co-pratique]

Ce sont dorc les veleurs proprês et vecteurs propres de A qui
nous pernettront de répondre aux questions prospectives que nous posons !

vous pourrez vérifier que :

) l = l ,l est valeur propre avec

l" = 1,4 est vâleur propre avec

RepréserÈons noÈre société par râppor! à Ia base (Vl , V2)

indiquons 1es transformées de quelques points :

vt

ÿ2

= (1, -2\ comEe vecteur propr:e

= (1, I) come vecteur propre

pour notre problène 1e preÈier
quadrant est seul sigrificatif

lout vecteur initiâl est multiplié pâr 1,4 dans 1a direcrioû
V2 et pâr l,l dans 1â direction Vt .

Après n transfornations it est nuLtiplié par (1,4)n te tong

de V2 el par (l,l)n 1e 1oûg ale vl . C'est évialement se composanre

]e long de V2 qui finit par devetrir prépondÉrante et, eu bou! d'un cer-
tain tenps, la nultiplicâtion 1e long de V" devient seule apparenre.
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l)ans La cas généra1 on comprend que, finalenent, ce soiÈ 1a

valeur propre de plus grand module qui iEpose sâ di):ec.ion propre I

c'est doûc elle qui diriBe pr#rentiellem€nt le phéîomène, 1es autres

valeurs trotres interviennenE l châcunê selon f importance de leur mo-

dule I pour "modu1er" plus modestement 1e comporteûent dire.tionnel.

ReveûanÈ à notre exenple, nous pouvons donc énoncer 1es con-

clr.rsions suivantes:
- le tâux d'accroissement moyen de ]a population tend vers

..4 [,"]-J, l,oD.e .p . tr. g'and nooule:

- 1es nonbres de ri.hes ec de pauvres tendent à devenir eg:ux

I tr t r 
-{r 

I. r =tl'^

- 1a !osiÈion r€spÊcti!e de 1'euÈre r,recteur propre par rapporr

au prenier quadranr !ermet d'affrrmer que 1'égalisarion des classes sera

l1oins râpide s'i1 y a d'abord !Lùs de pauvres qLre de riches.

Remârque:

Leçor de politique appliquée, nous vôus si-
natrice de changement de classe est 1a sui-

ce qui plait beaucoup plus âùx pâuvres.

A ti Ere de première

gna lons q,.r'en "LibéraIie", 1a

0r, 1e câlcui qüe vous allez fâire montre que les vecÈeurs pro-

pres sont 1es mêmes que tour A I Sinplement 1es valeurs propres sonÈ

tetles qùe La tendance à 1'égalisation est beâucou! !lus rapide ["n "ff"t
Ir est iûférieùre à I er son infLuence tend dônc vers O ]

EXEIfPLE 2 : Piiez' Coupez - Superpôsez l

B=

/Priez une bande de papier ;

Sune-p . ^7 rô.Lcntp\:

Recônnencez cette lrânsformation :

=-=:
:=

Après un grand

bouts de papier dâns les

==:
=-ll\-)l)

doigts 2

transforma tions , coEbieû a-t-on de



Pep1-er

Êence à

pliÉs,

Le phénomène est à

droits et 1e nonbres

2 droiÈs èt uû p1ié ;

2 dimensions : Ie nonbre

P de bouts D1iés. Et un

uû p1ié doflne naissance à
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D de bouls de

droit doûne nais-
2 droits eÈ 3

forDe 1 1eEetrt

(D =2D +
I n+l
lP = I D +'n+l

iil;t
rl.]

f;--s r"-ll, 3l l"lI ILj-]
2P
3P

x

La ûatrice C a pour spectre" :

I ÿl = (2, -r)
4 v2 = (t,l)

pourra trouver ltanalyse
Èiques Buissonnières" éd.

assez cornplète de ce processùs

CEDIC]

x

dân6

lr
t 2-

[o"
"}{athêns

Le dessin suivant montre bieî 1e type drévolution du processus !

. Lâ droite portêe par Vl est stable dans 1a traûsformation.
llors de Vl , 1es vecÈeurs sont mu1Èip1iés par 4 dans

rection de V2

. Quaût à nos bouts de pâpier, i1s
par 4 à chaque ttânsforoation et
velg l.

sont as)mPtotiquement
- nonbre de-re repporr p1iés

nul t ip1
droits

1â di-

Intermède I

On

leurs propres
position des va-
1e processus :

comence certainenent à srapercevoir que 1a

par rapport à 1 carac!érise qualiEativenent
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Si e11es sont toutes deux supérieures à l,
de type "divergent', pLutôt caI1s lâ dire.tion propre

grând module.

Dâns Eôus les cas c'est cette dernière qui

est éeâle à 1 1a droi Èe pro!re correspondante est

Voyons un aulre exeûple.

EXEMPLE 3 - Rotation du capiral

le proces sùs est

de celLe de plus

corElande; si 1'une

invar iante .. .

Lâ Eransformaiion c : "âssaÙt de

Pierre donûe à Paul 1â ûoitié de son argent

de lui rendre 1a pareill€ ; de sorte que 1ê

devienr (x' ,y') :

générosité" est 1a suivânte:

; lequeI Pâu1 s'empresse alors
distribution ini tial e (x, y)

(x,y).----à 6 ,

X' = G x

y *fr 
-

*a)

G=
0,5 0,5

/241

r)
-r)

Le

J',
lÀz

spêcÈre de c est :

= I Vt = (2,

= a,25 V. = (r,

Au bout drun certain teÛIps, donc,

quePaul, la sonme totale resaânt constante

aura 2 fois plLrs drargentPierre
(). I = l)

Internède 2

Dans l'état actuel

types de processus 1 inéai re s

des cho ses vous pouvez

reûLpl issant 1e tâbleau

rmagrner au molns

(12 > Àl) ,, . , Àt =l
^r ' '

À2 . l tzlt/z 1,
lz =l T}?e I

À2'l fype B Type C Type À



Vous

daût à 1a case

DatioD

2-
vaûts nontrent

pouvez de ssiner 1es trajectoires
( Àl . I , À2 . 1) en ét"aianr
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de processus correspoû-
par exemple 1a ttÂnsfor-

Nous avons poùrta[t laissé échâpper quelques transformâtions
qui se si-tueraient dans 1a "diagonale( du râb1eau précédent:

lorsque Àl = 12 , deux cas peuvent se produire:

| - Tous 1es vecteurs de m2 sont propres. Crest le cas

f ideûtité et al€ 2 !ÿpes ale trensforûations non eûcore rencontrées

- lrhonothéÈie de rappor! inférieur à I

- lrhoitothétie de rapport slrpérieur à I

vt
ÿz

I"
L\:

*=1.

Une

= 0,5

= o25

et 1e

= (r,2)
= (2,t)

seul

rrtrenBlatetl

t autant

de vi

1ès

de

seulê direction d. R_ est propre. Les exenples sui-
ce cas pachologique peuL bien arriver.

EXXI'{PIE 4 - Àpplicatioû6 nor diagonalisables

n'a que 1a valeur propre

vecteur propre (l,O)

voici 1es trajectoiÈes de II'

Àr=)2=l,vt=(1,-l):

1,5 0,5

-0,5 O,5
de

Nous vous laisserons 1e

trejectoires des applicatiofls I

vt eÉÈ stable et Hr

parelIèIenerÈ à Vt d

plus que lton est loia

(difficile) pleisir de tracer

vt = (1, -l)

. Àl - 0,5 Vt - (1, o)

I
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Nôus connâissons donc déjà 6 + 2 + 3 = ll Èypes de trânsfor-
nations 1inéaires de lR-.

Et pourtart encore rercortré que des valeurs pro-
pres s rric temenr Posirives.

Que sê passe -t-iL si 1'une drertre elles srânnule ?

C'est à vous de répondre!

Si tes 2 srannutent, liapplication associée n'est pas difficile
à éÈudier : e11e rédüiÈ EouÈ à 0

Voyôns nâintenant un exemple dans lequel les valeurs propres

deviennent nêgatives.

EXnllPlE 5 - Pyranides des âges I

Pour les besoins de notre cause (ce]]e du plan) ûotre pyraBlde

des âges n'aura qùe 2 tranches : res jeunes [agés ae o a une aemi-vie]

La période entre 2 recensements es! une deni-vie, de sorÈe que

toùs les vieux précédents son! molts et que tous 1es jeunes précédents (non

oêcédés prémdtu-êrnenr ) sonL devênus vieux :

=cJ

I
Ylspe*re { l:

jr"*r
lu"*,

a : tâux de nataliia des jeùnes

b : taux de naiâlité des vi€ux

l-. : tâux de mortali.é des jeunes

Les vâieurs p:opres r,êrifirnt 12 - a

sont donc de signes contraires, 1a plus grande

L'avenir de .eir€ hünanité dépend doû.

pâr râpport à l. Vôi.i des exenples des trois

D=

l-bc=0 Elles
l2 étant positive.
de 1â position de À2

câs possibles :

= o,9
= (4,-9)

Exrinc t iofl progressive de

1'humaniÈé.

0,3 o,4



Spectre

E-

o,2

- o,o5

I ,25

<t, -2)
<5 ,2)Y2 =

(À, = -
lrr=r

( Àr =

tr, =
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Iêndsace yers un équilibre :

2 vieur

Spectre

InteEDède 4

( r, -5)
(5,l)

ou 1B plus

le sens

ciles à

dens 1e

(,1,0)

(,t,t).

de spec,re {l; = :'

(parce qurobliqûe! ) :

1,2 O,25

o,25 0

Croissiace e+lorêrtiê11e
âvêc 5 j euoês pour I vieur.

Jusqutà présent 1a valeur propre négative û,aÿâit pas le rô1e
asyrptotiqueneot prépoodérâIrÈ. Lorsqurelle erteiDr -t . eil€ cmeûce à
avoir un sérieur üot à dire.

Voici d'abord les sJrDétries ajriales par exeûp1e:

v, = (l,l)
v2 = (l' -l)

i-;I
l'ol

t-;-;rl' 'I
Le cas Le plus sirple, à deux valeurÉ propres aégatives

.st la s),EÉtrie par rapport à 0 :

de specrre {l;

R= I = -l , tout *2 p.op...

OÂ voit, en toui ces qut une valeur propt.e Dégative iûrerse
du vecteur traûsforDé tout eÀ le rrltiplient BeloB soû ùdule.

LeE ex€mples corcrets à vâ1eur propie néSative sont plus diffi-
inventer dans 1e mesure oà "concrettt iqlique soùvert de rtre3ter

preoier quadrant".

o,8 o,5

o,4 0
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Le qualificaÈif "hyperboliqùe" caracrérise 1es appticaÈrons
1inéaires ayant deux directions propres distincres.
(1es vareurs fropres étaût différentes).

ELies sont de tJ"pes différen!s selorL iâ !ositiôn des valeu!s
propres rrar râpport à -l , O eE I ; d'ôù 1e !ableau ci-dessous où iron
voi t apparaître 25 types,

lconclus io n 2 I -

Le lectÊùr com!ièterâ 1es .ases !lanches

Morphisnes à valeur propre doubLe :

11s se dlvisenr en 2 .lasses selon qu'il n'exlste qu'un vecteur
propre ou que tous 1es vecieur:s de R/ sont propres.

conc l usion I Typologie des "ûorphismes hyperboliques" de iR

-t< À < 0 )=0 l.<À

Yorphismes

( lR2 propre)
Ilomo-

Ehét ie
synéÈrie

poin! rhétie nu11ité HoBo'
thé t ie identité Eono-

thélie

Morphisnes
"paraboliques"
(l direction

propre)
* ---F

=='-

Voici doûc l4 types suppléneûtaires 
"

Àt '-t Àt = -l Àt =o
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Morphisnes "ellipLiques" dc R

Ce so t les applicâriùrs 1inéa1res à vaieurs L)ropres comDlexes.

La sitùation est aiors beâucoup ttus simpLe que.. qùÈ I'on pourrarr peû-

- 1a parÈie '1mag:naj re,, fâi r rùurncr tes v..reurs rranstomi.s
par 1'âpplicaÈion

- et i1s sonr nùlriirlias p.rr tù nori,,te dÊux vatcurs
propr es c.,njùgués.

De sort. qu. s: tês ,at. .\ rr freè ! -. . i' 
", , " 

-iÉ,
i1 n'y a qrre I câs possibles :

P= I

Dâns ce dÊrnier.âs
ÿpo 1og i É i.i Cressée 'C'.r.r.e

et les autres.

([l

6))
!l lu

CONCLUSIOTi CEr!.-ER4LE :

lio!s scnmês ii.n. Ên présênue de 2; + t4 + 3 = +2 aprl i.àr1on"
1inéaires dans ie r1aû. qüi t'Êûr cru ?

Nous âvons surrour faiL connajssarce âve. queLqùes unes I'e:tre
elles pour lesquelles ..rtrs disDoslons dÊ prô.essus.oncrets sinpt.s en

De larges recher.hÉ-. sonr encore possibles : une pLus Brandê
intirnité avec 1€s valeurs propres négacives, ".e. les Drôcessus pârèbo-
liques ;Lrne plus rigoureuse érude des !ro.essus eLlipriq;es ; ùne per.Ée
vers lês processus continus, déiinis lar des sysrènes différenriets eE

non plus récurrents ; une typologie des Irra.jecroires,,pour tesqueltes
Ie sens de parcours du processus esE in.iiftérenÈ i-_ pr.cess,s r t,i,) erttr: :-, ton, alors "georËLrro:e0e.L e€ui\À.er r."]..,

))

enroul ement vers 1'origine

dérouleoent exÈensif

(Roration) i1 nry e yas Lieu (qùant à tâ
fini") dc distinguÊr 1es rorarioûs

Bref I Ca peut encô.É lurer 1oùgremps ,
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ÀNNEXI] TiiEORICO _ P]].ATIQUX

I - f éÈâût une application 1inêaire de a2 dans ix

l) Si f(v) = À v ,l est diÈe vâleur prôpre de

vecleur propre de f associé à la valeuÈ propre ).

luÈions du sysrème linéaire homogène (f - À ) v = o

2,

t
Lr

À valeur propre de f e À vérifie L'équâtion "caractérislique" :

À2-aÀ+6=0 où o eE B sont

d eux réer s assoc i és à r :

o est sâ "trace" , B son "déÈerminal!".

fvoir en II reurs carcurs]

3) Lorsquril y a 2 valeurs propres distincÈes i I et à2 '
existe deux vecteurs propres Yt et v2 resPectiverenE associés, et

1è1es entre eux,

11 esr alors rg!éable de choisir V, eE V. coEme base de n2

pùisque I'ap!lication f consisÈe simPlement à nultiplier les vecteur:s

par L t dâns 1a directiôn Vt er par ).2 dans la 'lirection V2

[vec la "Iinéarité" de f , on construit ainsi lrimase ae tout vecte"r]

4) Lorsqu'iI y 3 I valeur propre doùb1e, soit tous 1es ve'teÙrs

de R2 sont orop.e" ["t f est ùne homo:hérie] , soit i1 n'v a qu'une

seLrie direction propre [er f est une erreur de ia r'êture : f est

alors dite : 'noo diagonalisabre"]

II -
1) Les calculs praliqùes se font, el1 généra1, Lorsque 1e 'hÔii)

d'une bâse de l' pernet d'expriûer les vecteurs par leÙrs coordonnêes

x - \x,y./ lec coordonneeB des vecLeur de bàse, eu.'--mêDe' ['o'':venr im-

plicite comie dans 1'exenple l-'l sont (l,O) et (0'1) ) i est â1ors repré-

seûtée par une Batrice :

2)

eE V est un

'ensemble des so-

1'"espace propre"

par a 1-

i1
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1a base .hoisie : c,es. La

toute narrice qui lâ repré-

rour,, matrice qui La repré-

{;,

La

Le

trac e dl: f esr
des é1énents de

détermi nanr de

i.d Épendant e de

lr d i agona 1e d.

!) Ces ajfiImaLions découten. i.InÉdiâremenr de

de quelqù€s s!srèFes iréquarions à: in.onnues ; mâis
1es résu1tàrs ra!:,eLes .i-dessùs soDr \'atables pour ùn

si.r qùe I con! rù.

1a considérârion
1É vocabul ai re et
espace de Jinen-

ll Àlnsi : : i.r r.,rrp mr:trice ta représentanr) esr,,d1.rgora_
lisabL€' sr il êxis:ê une lase falors conpôsée d€ \,".t"r." p.op.""]
poùr 1âquÈiie La mat:i.. de ! .sr diagoùa1e.

s: .'. ês. al.irs l. n:.rice .te f pêr ralporr à."" b.""rE
[."" ".,."""" sonr tês .:.,]rdnrfé!\ .lcs rrrr DrJrmees fèr r l. .nac,. aes
vecÈeurs dc bâse] , p la mârr:icê ,,de passase,,de (B) à ta bâse compô_
sée des vecreurs p."p."" Ir"" coronnes d, p sonr les coordonnees de
.hacun des vecteurs propres] , er D 1a marrice (diasonate) de t par
rapport aux vecteurs propres, ôn a :

PD=AP

CerEe relarion exprine qu,il revient au mtue, sur les coordon_
nées d'un vecteur : de te rransfomer par f Duis de changer de base
ou de changer de bâse d,abord puis de le transformêr.


