REFLEXIONS SUR LES PROBLEMES DE COMPREHENSION DES MATHEMATIQUES

par F. ROYOUX (Poitiers - Vienne)

Te texte ci-dessous est la présentation

d'idées qui avaient &té émises est discu-
tées au cours des deux conférences orga-
hisées & NIORT (Deux-Sévres) par 1'A.P.M.

Au cours de la transmission du savoir mathématique trois séries de
Phénoménes peuvent retenir 1'attention. On peut se demander d'abord s'il y a
des méthodes de présentation plus efficaces que d'autres. On peut s'interro-
ger aussi sur les activités intellectuelles que 1'on mobilise chez 1'ensei-
gné : la mémoire, 1'intuition sensible, la déduction, 1'invention, etc...
Enfin, on peut réfléchir au savoir mathématique lui-méme : est-il particu-

lidrement inaccessible ou rebutant ?

I - COMMENT PRESENTER LE SAVOIR MATHEMATIQUE ?

Qu'on utilise en effet un manuel, des fiches ou une présentation o-
rale, il existe quelques ph&noménes généraux concernant la présentation sur
lesquels il est bon de s'interroger.

D'abord toute présentation oriente 1'esprit de 1'auditeur dans une
certaine direction. Tout le monde connaft, bien siir, les questions qui indui-
sent une réponse déterminée, Par exemple : "Y en a-t'il qui n'ont pas compris 7"
Question au demeurant parfaitement inutile faite uniquement pour conforter la
conscience de 1'enseignant. Mais on sait moins bien que lorsqu'on présente six
allumettes & une personne en lui demandant de construire six triangles équi-
lat&reaux, elle commence par chercher une solution dans le plan conformément
8 la situation dans laquelle on lui a présentd les allumettes alors que la
solution est la construction d'un polyédre. Beaucoup de jeux s'appuient sur
ce phénoméne. Il est donc important de varier les présentations pour éviter
les erreurs d'aiguillage ou les limitations qui bloquent 1'esprit.

On sait aussi, depuis les &tudes SHELDON sur la théorie de 1'in-
formation que la capacité d'un individu 3 assimiler la nouveauté et i combi-
ner entre elles les données ainsi acquises est trés limitde. Les méthodes
d'enseignement programmé ont bien souligné cette nécessité de découper 1'in-
formation en unités simples. Encore nme faut-il pas oublier que, seule la répé-
tition des exercices, permet un renforcement suffisant. Il ne faut pas ou-
blier non plus le danger inverse d'un fractionnement excessif de 1'information.
Ce fractionnement doit-&tre proportionnel au niveau intellectuel de 1'auditoi-
re et non systématique comme le veut l'enseignement programmé.

On souligne encore la différence entre un savoir mémorisé et un sa-
voir utiligable. On connait la difficulté de certains éléves & utiliser les
hauteurs extérieures de certains triangles parce qu'ils ont toujours travail-
1& sur des hauteurs intérieures. Un savoir cohérent peut ainsi &tre enclavé
par sa cohérence méme inutilisable pour des exercices, Quel professeur de ma-
thématiques, de grammaire ou de physique n'a pas constaté cela ? C'est par la
variation des situations d'exercice qu'un savoir devient, semble-t'il, plus
disponible. Bien entendu, suivant les esprits cette opdration est plus ou
moins longue et difficile,

On aboutit ainsi i une double exigence : celle de la structuration
du savoir nécessaire i la mémorisation; et celle de 1'autonomie relaqive des
différentes unités d'information du saveir pour le rendre opétatoire:

On peut se demander si certaines présentations par fiches en parti-

culier, réalisent bien cette double fonction.



Certaines connaissances ne sont pas immédiatement utilisables. La formule "il
n'est pas vrai que le Roi ne porte pas de barbe" exige au moins le recours 3 la ré-
gle opératoire "deux négations valent une affirmation” pour &tre décodée, On peut
se demander si des notions comme les relations d'équivalence ne tiemnent pas leur
difficulté du fait qu'elles exigent pour 8tre reconnues des opérations intermé-
diaires (réflexivité,etc...) Il devrait &tre possible de favoriser la compréhen-

sion de telles notions en simplifiant les processus de reconnaissance.
On constate ainsi que certaines opérations paraissent compliquées

si elles portent sur des &léments insuffisamment différenciés. N'est-ce pas
le cas par exemple pour les opérations pourtant fondamentales d'inclusion et
d'appartenance ?

Un point particuliérement difficile dans 1'exposé du savoir mathéma-
tique, c'est le régne d'une structure dominante de pensée qu'on peut appeler dé-
ductive-démonstrative. On sait en effet, que certaines structures de pensée
(numérative, chronologique) sont accessibles & la plupart des esprits. Il n'en
est pas de méme en ce qui concerne les structures inductives et d&ductives.

Dans ce cas, c'est sur les régles de transformation de 1'information que doit
porter surtout l'attention du présentateur. Or, c'est justement le point le plus
facilement négligé.

Enfin, le passage d'un raisonnement portant sur des objets réels, i
un raisonnement fondé sur la nature des informations est toujours difficile.
Tout le monde sait que Socrate est mortel parce gue tous les hommes le sont ;
mais peu de gens seront capables de dire ce qu'on peut conclure de la combi-
naison d'une affirmation universelle (Tous les hommes sont mortels) avec une
affirmation particulidre (or Socrate est un homme). Peu de gens seront par exem-
ple, capables de prévoir qu'il est indifférent de faire un rabais avant ou
aprés adjonction de la T.V.A. en raison de la nature des opérations en cause.
Pour beaucoup il faudra fairéecalcul pour s'en rendre compte. Certaines diffi-

cultés peuvent 8tre atténuées, par conséquent,si elles ont &té repérées et si la
présentation a &été adaptée en conséquence.

Ces problémes de présentation sont essentiels quel que soit le type
de pédagogie adoptée. Mais toutes les pédagogies ont aussi leurs problémes pro-
pres. Les différentes pédagogies se fondent sur une conception différente soit
de fonctionnement de 1'esprit humain, soit de ce qu'il faut développer dans les

attitudes de 1'esprit bhumain.

II - QUELLES ACTIVITES INTELLECTUELLES SOLLICITER CHEZ L'ENSEIGNE ?

On peut essayer de faire une typologie des méthodes d'enseignement
pratiquées en mathématiques. Comme toute typologie celle-ci ne présente que
des cas caractéristiques qui ne donment qu'une idée imparfaite de la pratique
pédagogique réelle, mais elle permet cependant de discerner les activités in-~
tellectuelles visées par chaque situation.

On trouve d'abord dans certaines progressions par fiches une méthode
d'induction guidée. On met 1'éléve dans une situation, on lui suggére certaines
opérations et on lui demande ce qu'il peut dire de la situation.

On dira par exemple : voici une série de nombres : 2 — 6. - 18. Quelle
relation peut-on &tablir entre eux ? *

A titre de contrdle on fera ensuite continuer la liste. Puis on fera
appliquer 1'observation 3 d'autres situations de manigre 3 généraliser.

On obtiendra ainsi la construction progressive d'um savoir allant
par exemple jusqu'aux notions de bijection et d'application.

Dans cette mérhode trois activités de 1'éléve sont particuliZrement
visées.

D'abord il construit lui-méme son savoir. La notion d'application

n'est pas alors une définition 3 retenir, mais elle est le produit de sa



propre activité intellectuelle, la découverte de 1'éldve en quelque sorte, -:?

Ensuite, 1'&léve chemine du cas concret vers la généralisation et
1'abstraction. Son activité intellectuelle est comme celle du savant qui part
des situations complexes de la réalité, pour aboutir i des notions qui expri-
ment la réalicé, mais en en dégageant la généralitéd.

Enfin, 1'&léve est incité i L'analyse. C'est & lui d'interroger la
situation pour la faire parler. Contrairement i ce qu'un vain peuple croit en
effet, les faits ne parlent pas d'eux-mBmes.

Enfin om pourra observer que 1'élave ne rencontre pas ici aussi nette-
ment 1'obstacle du langage, si net par contre dans la présentation des défini-
tions ou théorémes.

Dans la déduction programmée, autre méthode de présentation. On commen-
ce par exposer des principes, donner des informations par petites tranches. Par
exemple, on domne la définition de 1'antisymétrie, de la transitivitéd, etc...
puis celle de la relation d'ordre. Aprés chaque &lément d'information on fait
faire des exercices tests pour vérifier que l'information a &té assimilée. Om
peut @ventuellement affiner le syst@me par la méthode CROWDER qui consiste 3
faire suivre un nouveau cheminement si un exercice n'a pas été réalisé.

Cette méthode incite elle aussi i une construction du savoir, mais
elle’'trés différente de la précédente. L'éléve n'est pas appelé 3 refaire le
chemin de 1'abstraction mais & parcourir plus fréquemment le passage de l'abstrac-
tion 3 1l'application.

Cn insiste surtout sur le découpage de 1'information pour en faciliter
1'appropriation, ainsi que sur le passage de la théorie 3 l'application.

Méthode souvent plus rapide car on sait que l'enseignement.des prineci-
pes, par exemple dans les problémes de Katona, permet de gagner du temps.

L'analyse n'est plus celle de la découverte d'une relation, mais celle
de la découverte d'une similitude entre une relation dans un cas concret et
une relation présentée abstraitement.

On connait enfin 1'exposé déductif qui consiste & présenter la tota-
lité d'un secteur de savoir. On présentera par exemple une &tude justificative
de la fonction affine.

Puis par des exercices généralement en assez grand nombre on vérifiera
que le savoir transmis est appliqué de maniére satisfaisante.

Cette méthode a pour elle son long passé et sa cohérence. Elle ne
prétend développer ni les facultés d'analyse et d'abstraction, ni mettre 1'&lave
en état de construire son savoir. Elle lui domne ce savoir. Par la rigueur de
ses structures elle favorise la mémorisation, par la multiplication des exercices
elle donne une connaissance de nombreuses situations d'application et montre
comment y faire face.

Elle est centrée sur le savoir, non sur 1'8léve, elle favorise la
réception de ced savoir et son application.

Elle se soucie rarement des facultés qu'elle développe en dehors

peut-&tre de la méthode. Fondée sur 1'idée que l'intelligence est une donnée
de faitr 3 laquelle peuvent plus ou moins suppléer la mémoire et 1l'effort, elle
vigse 1'efficacité. On pourrait dire qu'elle ne cherche pas i former des mathé-
maticiens, mais des utilisateurs des mathématiques.

Si elle sollicite une certaine invention, c'est lors de la résolution
de probléme qui différe évidemment de 1'exercice. Le probléme est une situation
complexe couvrant un assez vaste secteur de savoir et il ne peut Etre résolu
sans 1l'invention d'un cheminement qui est une utilisation habile, j'allais dire
astucieuse, du savoir. La mathématique n'est plus ici &laboration de concepts,
mais invention de moyen de résolution.

Comment apprécier ces différentes méthodes ?

Du point de vue de la théorie de 1'apprentissage,on se demandera

dans quelles conditions le savoir acquis est le plus solide 7 Sur des savoirs



limités E€tudiés par les psychologues, de ce point de vue c'est le savoir acquis
par une“libre activité du sujet qui l'emporte.

Du méme point de vue, on se demandera quelle est la nature du savoir
acquis avec chaque procédé. On sait qu'il existe deux situations d'apprentissa-
ge

- 1'une qui'est constituge par l'enregistrement de stimuli
avec leurs réponses,
- l'autre aboutissant constamment i une réorganisation

d'un savoir. Ce phénoméne de réorganisation se manifeste par le franchisse-
ment de seuils 3 partir desquels les fautes disparaissent brusquement et to-
talement dans un domaine déterminé. Or ce type d'apprentissage exige une ac-
tion constante de l'esprit sur son propre savoir. I1 faut se demander alors
quelles méthodes permettent une mémorisation suffisante d'une part et disons-le,
la maitrise suffisante de certains automatismes afin d'éviter les pertes de
temps, et, d'autre part une circulation active et constante de 1'esprit parmi
les notions acquises. Les phases de synth@ses paraissent manquer gravement
dans les méthodes inductives. Ce qui semble manquer aussi c'est une théorie
de l'exercice d'application, ou si 1'on veut un renforcement des procédés
opératoires.

Savoir résoudre une &quation, &tudier une fonction, construire ume
table de vérité, c'est connaitre un procédé opératoire, c'est 3 dire le moyen

* de passer d'une donnée & une autre par une série de transformations. Quels pro-

cédés opératoires apprend-on actuellement dans le programme de 63me et 5éme ?
N'est-il pas normal alors que le programme de 4&me et encore plus celui de
seconde réserve des surprises ?

On peut encore apprécier les différents proc&dés pédagogiques en
partant du point de vue de l'obstacle linguistique.

On peut se demander comment est &liminé 1'obstacle linguistique dans
les différentes méthodes et pas uniquement en se préoceupant du vocabulaire
employé. Sait-on par exemple que 1'expression de la relation de cause, au moyen
de subordonnées participes est mal réalisée méme 3 un niveau élevé ? donc mal
comprise. Sait-on qu'une phrase de plus de 15 mots offre des difficultés de

.compréhension 3 une majorité de personnes ? Observons de ce point de vue les
définitions mathématiques. Est-on siir qu'une constatation non suivie de sa d&fi-
nition soit bien assimilée 7

On peut se demander aussi si ce qui favorisait le passage des mathé-
matiques 3 la physique dans 1'enseignement traditionnel H‘était pas le long
apprentissage du probléme au sens ol nous 1'avons défini plus haut. Depuis
1'#cole #lémentaire le probléme disparaft ; il revient brusquement en seconde,

mais sans qu'on soit familiarisé avec lui. §'imitier & un univers rationnel et

apprendre 2 découvrir des processus de résolution c¢'est toujours saveir faire

une analyse mais fort différente. Or les psychologues sont trés réservés sur
les possibilités de transfert des apprentissages d'un domaine i un autre. Ce
n'est pas parce qu'on a appris i analyser dans certains domaines qu'on sait
le faire ailleurs. L'analyse de textes et l'analyse de problémes usent de pro-
cédés opératoires différents.

On peut enfin se placer du point de vue de 1'idéologie. Un enseigne-—
ment od domine 1'imitation ne donne pas les mémes réflexes qu'une formation oi
se manifeste la libre initiative de 1'enseigné.

On le voit, pour nous les exigences de 1'enseignement des mathsmati-
ques sont multiples et la synthése ne nous parait totalement réalisée dans
aucune méthode pédagogique actuellement utilisée. Mais serait-ce parce que

les mathématiques sont particuliZrement difficiles ¥



IIT - LES MATHEMATIQUES ? UN SAVOIR INACCESSIBLE, OU UN SAVOIR REBUTANT ?

L'idée couramment admise, c'est que les mathématiques sont le do-
maine par excellence de 1'abstraction. Encore faut-il savoir ce qu'on dési-
gne par le terme abstrait.

Il existe une pensée qui utilise des symboles au deuxidme degré.
Toute pensée, bien entendu, utilise le langage courant qui est le support
symbolique général. Mais la fonction symbolique de deuxiéme degré, celle qui
consiste i remplacer des objets,des concepts ou des opérations par des si-
gnes, est tardive chez 1'2tre humain. Elle se heurte trés souvent 3 des ré-
ticences, mais non & des inaptitudes. I1 faut donc tenir compte de ces réti-
cences,

Il existe une pensée accompagnée ou non d'images. On pourrait
certes distinguer plusieurs types d'images. Mais pour l'essentiel, les expé-
riences montrent que la pensée améliore 1'image et qu'en retour elle trouve
un point d'appui dans les images notamment spatiales. Chez certains sujets,
c'est la représentation spatiale qui a de la peine i se réaliser, chez d'au-
tres c'est la pensde sans images. Une &ducation simultanée de la pensée sans
images et de la représentation spatiale serait peut-8tre la meilleure solu-

tion et léveraif dans de nombreux cas beaucoup d'obstacles.

5i 1'abstrait mathématique n'est pas particuliZrement inaccessible,
le savoir mathématique, est-il, par contre, rebutant ?

On découvre certes chaque jour un peu mieux 1'importance des moti-
vations positives pour favoriser les fonections de vigilance et d'attention,
développer 1'énergie nécessaire i la mise & 1'épreuve, bref i toutes les ac-
tivités nécessaires i 1'acquisition d'un savoir. -

Mais il faut dire d'azbord que la motivation s'alimente I 1a réali-
sation pédagogique, dans la triade - enseignant - enseigné - savoir. Si on ob-
serve que l'institution dans laquelle s'inscrit cette relation est en crise,
si l'on constate encore que 1'initiation des enseignants 3 la maitrise des
processus relationnels laisse 2 ddsirer on peut déji se poser des questions sur
les motivations générales des &léves.

Reste le cas particulier des mathématiques. La caractérologie dis-
tingue des esprits tournés vers la compréhension abstraite, d'autres vers
l'application utilitaire. Certains sociologues d'autre part, ont montré que
la culture populaire se caractérise par le godt pour ce qui est matériel,
pour les actions physiques par opposition 3 ume culture plus attentive & la
parole et & 1'analyse intérieure. On peut donc se demander si pour beaucoun d'es-
prits 1le détour théorique demandé aujourd'hui n'est pas trop long, et si
le caractére ludique donné & certaines activités mathématiques de 1'&cole &1&-
Bemtaire ne se retourne pas contre ses inventeurs. De l'arithmétique a 1'al-
gébre le contact avec les besoins réels &taient rarement perdus dans 1'en-
seignement traditionnel. On a besoin de savoir compter, de savoir mesurer
une surface, on a rarement besoin des ensembles au méme sens du mot besoin.

Il y a une transformation profonde du savoir utile aujourd'hui,
mais savons-nous nous adapter vraiment i ce nouveau savoir 7

La aussi, donc, des obstacles mais pas insurmontables.

Eafin, que faut-il donc posséder pour pouvoir faire des mathdmatiques ?

- d'abord la maftrise des opérations générales de la
pensée logique (classification, sériation, combinatoire).

= la disponibilité d'un certains nombres de représen—
tations correctement assimilées. On ne se soucie pas assez des représen-
tations aberrantes et l'un construit souvent sur de mauvais fondements,

- un entrainement i 1l'exploration d'un ensemble de

données (ici mathématiques).
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On pourrait sur ce point apprendre :
- 3 rendre les données utilisables en construisant des
tableaux et en les exprimant dans un autre langage, etc...

- & mettre en relation des données de multiples manigres.

!
fr

transférer un apprentissage d'un domaine & un autre.

1
at

procéder par étape dans la recherche.
- & se donmer des moyens de vérificationm.

bref, & encadrer, sans les supprimer, les méthodes spontanées de tatonnement.

Par contre, je ne parlerai ni de la nécessité d'avoir un esprit
logique, ni du sens de la rTigueur. Les mathématiques ne sont possibles gque
par la mise en oeuvre d'un certain type de rdisonnement déductif qui n'est
ni le raisonnement syllogistique ni le raisonnmement argumentatif qui relévent
d'autre domaines et qui sont d'ailleurs pour la vie courante plus utiles que le
raisonnement mathématique. La logique mathématique n'est pas toute la logique,
et la rigueur mathématique pas toute la rigueur. En fait, le raisonnement mathé-
matique résulte d'un apprentissage comme les autres. Les mathématiques font
appel aussi 4 une certaine manigre de manipuler des domnées qui joue un rdle
essentiel et dont la place n'est pas toujours reconnue dans 1'activité ma-
thématique. La logique mathématique et la rigueur sont les conséquences d'un

enseignement r&ussi, non une donnée spontanée qui manquerait certains.

La compréhension des mathématiques pose bien des problémes que des
I.R.E.M. abordent courageusement et sur lesquels les enseignants de mathéma-
tiques s'interrogent avec inquiétude bien souvent.
Dans 1'immédiat quelques petites améliorations sont possibles dans
le cadre de programmes d'une grande rigidité :
- se donner les moyens de contrfler avant 1'enseignement
le savoir déji maitrisé par 1'él&ve et aprés 1'enseignement, le point ol il
en est arrivé, non pour juger de son intelligence mais pour adapter les procé-
dés pédagogiques.
- 8tre plus attentif aux présentatioms.
- faire une analyse plus systématique des activités mises
en jeu dans le type d'enseignement que 1l'on pratique.
- ne pas oublier que la répétition - habile peut-8tre -
est le moyen obligé de toute acquisition solide.
- savoir prendre le temps de familiariser les Eléves
avec les démarches les plus difficiles des mathématiques : le langage symbo-

lique, le raisonnement déductif, 1'analyse d'une situation mathématique.



