(1) Pour ceux que cela
pourrait intéresser,

i'ai retracé sa (lente)
gendse, en tant qu'appro—
zimation des gammes cnté—
rieures, dans un article
du Bulletin de L'APMEP
(n°296.pages 777-808)
Approzimation en Musique.

I - LES TONALITES

TRAVAUX DIRIGES DE MATHEmus{ique -

par Bernard PARZYSZ
Lycée de VANVES - IREM de PARIS-SUD

lhie approche des procédés imitatifs en musique
4 L'aide des mathématiques. Ol 1L'on découvre
que Bach, Schoenberg et bien d'autres, manipu—

latent le groupe de Klein sans le savoir ...

Que la Musique et les Mathématiques présentent des affinités ne fait aujourdhui
plus de doute pour personne. Cela se comprend aisément, d'azilleurs la Musique est
bas€e sur le Som, qui est un phénoméne physique caractérisé@ en particulier par :

- sa dure (—prythme, c'est—-3-dire séquence de rapports de durfes, donc de nombres)

= ga hauteur (basée sur les vibrations d'une corde, d'un colonne d'air,...).

LEIBNIZ ne qualifiait-il pas la Musique d'"arithmétique secréte"” ? Et, aux origines
des gammes -chinoise ou occidentale~ ne trouve~t-on pas la division d'une corde
vibrante ou d'un tuyau somore 7

Ceci Etant posd, il se trouve que nos &l@ves du secondaire ont 3 leur programme
d'études aussi bien des Mathématiques que de la Musique (en option seulement dans
le second cyecle). D'oli 1'idée toute naturelle d'essayer de coordomner, sur certains
pointa précis, 1'enseignement de ces deux disciplines. Cette coordination fut amorcée
au Lycge Michelet de Vanves, en ce qui concerne 1'approche de la gamme, et méme
(projet ambitieux, mais dont 1'écho qu'il trouva auprés des &l&ves tendrait & prouver
que nous avions eu raison) 1'&tude détaillée de 1'&criture d'une Invention de BACH.

Je voudrais donc leil esquisser une approche, en classe, de notre gamme dite
"tempérde" (1), ainei que des principaux procédés "imitatifs" de la musique dite
classique, ce gui nous permettra de déboucher sur la musique sdrielle, telle que
1'ont congue et développge SCHOENBERG et 1'Ecole de Vienna.

Matériel nécessaire : Carillon (métallophome, xylophone,...) chromatique 2 deux
rangs, c'est-i-dire dont les barres sont disposées comme les touches d'un clavier
de pianc. 5i les noms des notes sount marquées sur les barres, les cacher au début.
Il serait bon de "préparer le terrain auditif", d'abord par une prise de contact
des &lé&ves avec l'instrument (deux rangées de barres, sons de plus en plus aigus de
la gauche vers la droite, etc...), mais &galement par des exercices de sensibilisarion
de 1'oreille ; par exemple deux barres du carillon &tant frapp@es successivement par
le maTtre, déterminer (& 1'audition uniquement) lequel des deux sons émis est plus
aigu (plus "haut") que 1'autre ; on restreint progressivement l'intervalle entre les
deux sons, pour arriver jusqu'au demi-ton, en inventant au bescin d'autres types
d'exercices pour permettre de résoudre les difficult@s locales.



(2) ou tout atr gimple,
eonnu de tous (4 condi-
tiom qu'il soit derit
done une tonaglitd majeu—
re!.

(3) Pour 1'instant, ¥ _
n'est qu'un signe graphi-
que, permettant de dis-
tinguer les deux barres
HEAT ot HFA#.H'

1) L'octave :

On n'utilise iei que la premizre rangée du carillon (correspondant aux touches
blanches du niano). On demande zux enfanrs de cheisir une barre quelconque (mais
plutit vecs le milieu de la rameée), et de raochercher la barre dont le son "va le
mieux" avec celui de la barre prise comme référence (en frappant simultanément la

barrve de rs et une autre barre 4y carillon). Ils constateront que la nouvelle
g

barge st rrans A ite (ou & gauche) de la barre de départ, et ceci,

quelle que etle barre.

Contrdle : une mailloche dans chaque main, on part de la barre la plus 3 gauche du
carillon {main gauche) et de la barre situwée 7 crans plus & droite (main droite) i
“ment les dsux barres, puis en recommengant la méme chose par

en frappant simulctane
ains d'un eran vers la droite, on constate que

translations resslves des deux m
dans tous les cas les scns obtenus sont bien appariés.

Pour "baptiser” les barres de 1a premiére rangée du carilleon on peut, ou bien
donner un nom différent 3 chacune, ou bien -8tant donmé ce qui précéde- ne prendre
que 7 noms (d'od 7 classes d'&quivalence de barres) et repérer chaque barre 3
l'int8rieur de sa classe par un procgdé quelcongque (numéro ou autre). On débouche
ici sur l'appellatinn traditicnnelle des sons : La 3, Sel 2, etc...

Les enfants ont alors fait connaissance avec les sons ("bruits" &mis par les barres),
puis avec les notes (identififes par leurs noms : DO, RE,....,LA ST)

3) La tonalité de DO Majeur

On demande d'essayer de jouer les premiZres notes de "Frére Jacques"” jusqu'i
"Doruez—vous' inclus (2),en n'utilisant cette fois encore que les barres de la premiére
rangée. On constate que cela n'est possible qu'en partant des barres marquées DO
ou S0L. On peut alors essayer de comparer entre eux (c'est-3-dire, finalement, de
classer) les "Bcarts de son" euntre deux barres consdcutives de la premiére rangée
EoHRaE GV
du carillon.

On a vu ci-dessus que, partant d'un DO ou d'un SOL, on peut dans les deux cas jouer
"Frére Jacques" sur la premiire rangée du carillon. Si on écrit, en regard de la
syllabe correspondante de la chanson, le nom de la lame jou€e, on obtient le
tableau suivant :

Paroles- Fré | re Ja cquas | (hisg) Dor M vous 7| (bis)
lére barre : DN Do JRE MI Do MI FA SOL
l&re barre : SOL|SOL J LA | st s0L | st Do { RE

Ce tableau nous permet d'érablir les Equivalences suivantes entre écarts :
(DO,RE) A (SOL,LA)  ("Fri-re™)
(RE,MI) A~ (L4,ST) ("re-Ja™)
(MI,FA) v (SI,D0) {"Dor-mez"}
(FA,S0L) "u(DQ,RE) ("mez=vous 7)

Proposons paintenant aux enfants de jouer la méme chose, mais en partant de RE,
cette fois. Bien entendu, on sait d'aprés les essais précédents que ce sera imprssible
si 1'on s'impose de n'utiliser que la premidre tangée de carilleon ; d'od une recherche
an deux temps

a) détermination de la barre "qui ne va pas"

b) remplacement de cette barre par une barre de la deuxi®me rangée (si c'est possible)
qui permette de retrouver 1'air connu.
On arrive alors au résultat suivant : lorsqu'on commence par un RE, la barre qui ne
convient pas est le FA ; le problZme admet cependant une solution, qui consiste i
remplacer la barre FA par la barre voisine (mais appartenant 3 1'autre rangde du
carillon) marquée "FAH" (3). La question qui vient alors naturellement 3 1l'esprit
est : Qu'est-ce que c'est que ce "FA¥"? Et d'abord, est-il plus aigu ou plus grave
que le FA ? Réponse aisée grice aux exercices préparatoires : "FA$" est plus aigu
que FA. Conséquence logique : 1'écart (MI,FA) est "plus petit" que 1'écart (MI, FA4F).

On a alors le tableau de correspondance suivant

]
T

Paroles Te ! Ja |coues || Dor |mez | vous ?

I8ra barre : ®F RE MI | Fad| °F || FAa#F|soL LA




Ce tableau, comparé avec le précédent, montre que 1'on peut classer les &carts ren-
contrés en deux classes (d'Equivalence) seulement :
. Ecarts "de type A" (appelés tomns) : (O,RE), (RE,M ), (FA,SOL), (S0L,LA), (LA,SI)
. Eearts "de type B" (plus "petits" appelés "demi'- tons): MI,FA) et (SI,DO).

On peut alors schématiser 1'octave de la fagon suivante, oll des &carts gquivalents
sont représent@s par des segments de méme longueur,

SOL LA S1 DO
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Voild done les enfants en possession de la structure de la tonalité de DO Majeur ;
ils pourront constater (en essayant) que la plupart des airs qu'ils connaissent
puvent 2tre joués (en choisissant judicieusement la note de départ) en utilisant
uniquement la premiire rangée du carillon. Mais il reste maintenant 3 justifier
1'appellation de "demi-ton" donnée aux &carts de type B (ce qui, par la méme

occagsion, nous conduiraz 3 la gamme chromatique tempérée).

4) La gamme chromatique :

On poursuit la recherche commencée plus haut, et qui consiste & jouer "Frére Jacques"

(jusqu'ad "Dormez-vous ?") en prenant comme points de départ successifs les barres

de 13 premiére rangée du carillon.

Les cas ol on part de DO, RE et SOL ont d&j3 #té vus. Si 1'on part de MI, on

constate qu'on est obligé de "hausser" le FA (-sFA#)et le SOL (-2S0L#).

Si l'on part de FA, il faut cette fois "baisser" le ST et remplacer la barre
(4) L n'est lui auesti, correspondante par une barre marquée "LA#F" ou "SI b" (4) (suivant le moddle de carillon
qu'un signe powr L'ins- utilisé)... Finalement, la recherche pourra &tre schématisée par le tableaw ci=dessous

tant.

Paroles Fré re Ja cques1i Dor mez | vous?
l&re barre : DO Do RE MI DO MI FA SOL
lére barre : RE RE M1 FA4¥ | RE FAHF| soL | La
i8re barre : MI MI Fadk | soLdF| M1 SOL4F| LA ST
lgre barre : FA FA | soL | L4 FA 1A | stp| po
18re barre : SOL 30L LA sI SOL SI DO RE
1ére barre : LA LA | ST Do# | 1A po#F| RE | ™1
lére barre : SI ST Do4f | RE# | ST RE#| MI FA FF

(5) notes et non pas
sons; il est facile de
vépt filer que les barres iR :
de la sesonde rangée por— total de la manidre suivante,
tant le méme nom aont ap-

partées (octavel comme

celles de la premiére

Fangee. . mib sib
DO¥ RE RER MI FA FA# SOL SOL® LA LAB s DO
C B:C B:iB: C B:C B:iB C ;B

A A A A A

Le classement des Scarte nous permet de répartir les 12 notas (5) obtenues au

figure 2

18

Par rapport 3 la structure i 7 notes trouvée auparavant (figurel), on voit que
les Ecarts de type A ont &té "amputés" d'un &cart de type B, ce qui fait apparaitre
un nouveau type d'dcart (type C). Entre deux barres consécutives (premigre et deuxidme
rang€es ensemble) on n'a donc que deux types d'écart :

- Type B : (DO #,RE), (MI,FA) etc.
(6) Ces deux types cor- - Type C : (DO,DO#¥), (RE,RE#) etc. (6)
respondent respectivement
aur demi-tons diatonique
et chromatique.

©

Proposons-nous maintenant de comparer ces deux types d'écart , il suffit par exemple
de recommencer d jouer "Frére Jacques”, mais en partant cette fois de FA# ; on



figure 3

obtient le résultat suivant

Paroles Fré re Ja cques | Dot mez | vous?
l&re barre : FAF||FafF |soL# | LAFF |FadF | La®F | s1 DO
(sth) (s1h)

Cowparé avec ce que l'on avait en partant de DO, ce tableau nous améne 3 la conclusion
que (LA#,5T) A (MI,FA), et donc gue les Ecarts de type B et de type C sont équivalents.
Il n'y a donc, dans cette gamme chromatique, qu'un seul type d'&cart : le demi-ton.

Ceci, du méme coup, justifie 1'appellation de "demi" ton, et précise la structure
de la tonalité de DO Majeur,

sutvi de "# " etant wn

{7) Remarquons que 1'é-
ertture musicale classi-
que ne procéde pas de
cette fagon, putsqu'elle
se base sur les 7 noms
de notes de la tonglité
de Do Majeur.

(8) Cette notation ezclut
les notes les plus graves,
qut ne sont d'ailleurs
Jamats utilisdes.

NOT4 BENE: On peut faire remarquer que, les barres dont le nom est

nelles, rien n'empéche de considérer une application (notde 4 ) por-
tant sur les notes et gui assoceie, & iLa ‘classe d'un son quelcongus,
la classe du son situé un demi-tom r

Ceei ne pose pas de probléme puisgue I'application # , définie au \“*--.._______,_.__-—--—""
z 2 a

¥
départ sur un ensemble de sons, zet compa
quivalence dont les classes sont les note

On pourra également définir, de la méme maniére, L'application b

SOL SoL#

demi-ton plus hautee que les barres origi- ﬁ

luz haut gque le premier.
haut g premier SQLS SOLH 3
-—-".

“tle avee la r

sib LA

o3

sib2 LA2
-""’"

|

5) Les notations :

Les enfants sont dé€j3 en possession des appellations classiques des sons ; on
peut maintenant leur demander de chercher des codages pour les barres (- sons)
du carillon, en tenant compte de la notion de note ; ils seront donc azmenés 3 recher-
cher des codages avec :

un premier systZme 4 12 signes (puisqu'il y a 12 notes différentes)
un second systéme qui indiquera 1'&l8ment choisi dans chaque classe (7).

8'ils veulent transcrire des partitions dans leurs codages, ils auront besoin
d'indiquer &galement la notion de durée, d'ol un troisidme systéme, qui se superposera
aux deux précédents.

Aprés ces codages "expérimentaux", on pourra introduire (s'il n'a pas déja &té
trouvé par les enfants eux-mémes) le chiffrage suivant, qui présente d'autant plus
d'intérét que c'est celui qui est utilisé par les compositeurs actuels qui s'aident
d'un ordinateur : les sons sont codés grice 3 un systéme de numération A base 12 :

. unit&s du premier ordre : chaque barre est vepérée, 3 1'intérieur d'un octave
(DO-»D0) par le nombre de demi-tons la séparant de la barre "DO" la plus grave
(d'od 12 "chiffres", habituellement notés 00,01,02,..., 09,10,11)

. unités du second ordre (que 1'on a d&ji rencontrées) : les 'huméros" d'octave
habituels, crolssant du grave Z 1'aigu (8).
C'est ainsi que le "nombre" (& 2 "chiffres") 3.06 représentera le FA# 3 (ou encore
le SOLp 3).

Il resterait 3 &tablir un codage pour les notes ; le plus simple est bien sir
de les identifier aux unités du premier ordre utilisées ci-dessus : la SOL
sera noté 07, le MIp : 03, etc... Les notes étant classes d'équivalence de sons,
nous aurons ainsi : 06 = {0.06,1.06,2.06...} .




Instrumentation

1 ¢ Hautbois
2 : Cor anglais

3 ¢ Clarinette

£
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Basson
6 : Contrabasse
7 t Violoncelle

8 : Harpe

Début du Théme des Variations pour orchestre op. 31 d'Arnold Schoenberg

(mesures 34 3 38)

Molto moderato (d =88)
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6) Dans le second cycle

Avec les 2léves de second cycle, l'approche de la gamme pourra se faire plus ra-
pidement et aisément si on la rattache 3 une &tude sommaire, en Physique, des cordes
vibrantes, qui montrera quz la fréquence du son fondamental &mis par une corde est
inversement proportipnnel i sa longueur (toutes autres choses restant égales par
ailleurs), soit f ==

On se procurera ensuite par un moyen quelconque une guitare (objet tr&s courant parmi
les &léves de second cycle), que l'on fera observer attentivement : principe de
production du son, tension de la corde, présence de "filets" métalliques divisant

le manche en "cases", longueur de corde qui vibre selon la position du doigt,...
Expérience : on "sonne" une corde i vide, puis on cherche expérimentalement la posi-
tion du doigt sur le manche qui domne l'octave du premier som. Si on mesure alors

les longueurs de corde qui vibrent dans les deux cas, on constate (si la guitare

est bien menc8e) que 1'octave est obteaue lorsque la longueur qui vibre est moitié

de la longueur i vide ; si £ est la fréquence du premier som, celle du second est
done 2f.

On constate par la méme occasion que l'octave est obtenue lorsque le doigt est
placé sur la 12& case {en partant de 1'extrémité du manche) la guitare est donc
construite de fagcon 3 placer 1Z sons dans l'octave. Question qui vient alors tout
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Page de gauche : Notation du passage en Jeriture classique (d'aprés Editions Universal 1856).

01 — dessus ¢ Transcription chiffrée du passage précédent, avec les conventions suivantes

1) Seules les notes (non les sons) sont représentées et, pour des raisons
d'économie de place, elles sont coddes 0, 1, 2, ... 11 au lieu de 08 Vi vas
11 théoriquement.

2) Les instruments de 1'orchestre (numérotés de la méme fagon gue dans la pe-
présentation en deriture classique) corvespomdent chacun & une ligne, sauf la
harpe qui, powvant produire plusieurs sons aimuiltands, a par consdquent droit
d plusieurs lignes (ici 5).

3) Le temps est représenté en abscisses, le trait faisant suite & wne note
gignifiant que celle-ot se prolonge jusqu'd 1'instant correspondant au point
Final.

naturellement 4 l'esprit : Comment est faite cette répartition des 12 sons ? Pour

le savoir il suffit de demander aux Eldves de mesurer les longueurs vibrantes de

corde, le doigt &tant posé successivement sur les cases du manche (en partant de
1'extrémité), et de chercher comment chaque nouvelle longueur est liée i la précédente.
Aprds quelques t3tonnements et calculs, quelqu'un trouvera certainement que le

rapport de deux longusurs consécutives semhle Btre constant. Admettant alors cette
hypothése, on en déduit immédiatement que le rapport r des fréquences de deux sons
consécutifs est constant (puisque f = ~§)

£ f £

—'J'E—Tx--z-==... =-—~£=r et que E]E"Zf)
0 1 11

et enfin que ce rapport est &eal 3 21/12 (puisque

Les fréquences successives des 12 sons de 1'octave sont par conséquent :
2
£ 21/!2f ' 2-{12f . . 2II/IZE_

By,
La répétition du procéds de division de 1'octave vers 1'aigu et vers le grave moncre
qu'on peut identifier chague son au numérateur i de la fraction i/12 intervenant
dagns 1'expression de sa friquence : caci nous fournit donc une "Echelle de sons"
f? en bijection avec 7. Une fais &tablie cette bijection, on fera remarquer que la
relation B : "différer d'un nombre entier d'octaves” est une Equivalence sur
et que l'ona @ iR jexni = 5 (12).
Les classes d'équivalence sont les notes, et 1'ensemble~quotient €/ (identifié

a 2312 Z) la gamme chromatique. On peut zlors aborder le probléme du codage des sons
(veoir plus haut).



(§) Pour plus de détails,
voir la brochure APMEP :
Musique "elassique' et
mathématique "moderne”.

(10) voir note 9

7) Les tonalités majeures :

Nous pouvons, on 1l'a vu, définir la tonalité de DO Majeur comme &tant le sous-
ensemble suivant de 1'ensemble des 12 notes
M, = {00 ; 02 ; 04 ; 05 ; 07 ; 09 ; 11}.

(en utilisant le chiffrage vu plus haut). La note 00, c'est—i-dire DO, est appelée
la tonique de la tonalité.

Etant donnés que tous les écart entre sons cons@cutifs de 1'&chelle de sons sont
équivalents, chacune des 12 notes de la gamme chromatique peut jouer le rSle de toni-

que, et on peut donc définir ainsi 11 autres tonalités majeures (toutes distinctes

ou non, on le verra plus loin). Un probléme intéressant (et important pour la musique

tonale) peut 8tre soulevé icl : celui des tonalités (majeures) voisines. Il peut
se formuler aimsi : "Quelle doit Etre la tonique pour que la nouvelle tonalité ait
le plus possible de notes comnunes avec DO Majeur ?" Ce probléme peut se résoudre
de deux fagons :

. expérimentale, & 1'aide du carillon ; on essaie de
rangée.

. théorique, a 1'aide d'une feuille de papier et d'un crayon, en crivant les
translatés successifs (dans ZIIZZ

M : Q00 02 04 05 07 09 11

M. : Ol 03 05 06 08 10 00 2 notes communes

M, : 02 04 06 07 09 11 01 5 notes communes

L B R R A N R A A R A

H]l: 11 01 03 04 06 08 10 2 notes communes

Résultats de cette recherche :
a) Il y a bien 12 tonalités majeures distrinctes

b) Il existe deux tonalités majeures qui ne diffdrent que par une seule note
de DO Majeur. Ce sont :

- FA Majeur (note différente : 10 au lieu de 11, soit SIp)

SOL Majeur (note différente : 06 au lieu de 05, soit FAH).
Dans le Second cycle, et dans la mesure ol le niveau des &lédves le permettra, on

pourra ainsi ahorder les 7 tonalitds i didses et les 7 tonalités 3 bémols (9).
Sinon, on ne les définira que dang la mesure des hesoins,

8) Les tonalités mineures :

On définit cette fois la tonalité de DO mineur comme &tant le sous-ensemble
(également 3 7 notes)

n = {00 ; 02 ; 03 ; 05 ;07 ;083 11}

Par rapport i DO Majeur, on trouve deux notes différentes :
. 03 au lieu de 04, c'est-3-dire MIb;
. N8 au lieu de 09, c'est-3-dire LAF .

Comme pour le Majeur, il existe 12 tonalités mineures ; chacune d'elles est dite
"relative" d'unme tonalité majeure dont elle ne différe que d'une note, et le

probléme du "voisinage" s'étend i 1'ensemble des tonalitas, majeures et mineures(iQ).

IT - PRINCIPAUX TYPES D'IMITATION

(11) La forme la plus é-
Lémentaire d'imitation
congtste bien sir dordpé-
ter purement et simple-—
ment le théme; on trouve
parfois la méme phrase
dans dewr voiz différen—
tea, l'une étant légére-
ment décalde dans le
temps par rapport 4 l'au-
tre (imitatiqg en canon).

L'8criture d'une ceuvre musicale dans une tonalité donnée est une contrainte
Gui s'explique historiquement) : on s'oblige & n'utiliser (sauf "accident'), parmi
les 12 notes existantes, que 7 d'entre elles, appartenant 3 la tonalitéd choisie.
La musique dite "classique" a &té la plupart du temps construite autour de la
notion de "théme", phrase musicale caractéristique qui revient i diverses reprises
dans 1'oeuvre. Il peut y avoir plusieurs thémes différents, d'importance inégale,
et ils constituent, avec la tonalité&, 1'un des facteurs d'unité de la pidce. Pour
Eviter cependant de lasser 1'auditeur, cest thémes réapparaissent souvent sous des
formes voisines ("imitées"), reconnaissables en général, mais différentes de la
forme initiale (11). Ces distorsions du théme varient suivant les contraintes que
s'impose le musicien, qui a § résoudre le probléme suivant : "Etant donnée une
phrase musicale P, construire une phrase P' ressemblant le plus possible 3 P, mais
Tespectant certaines contraintes (C,)". Ce probléme peur &tre posé aux &léves, en
leur donnant les contraintes 3 respécter. Par exemple : ;

'monter la gamme" en partant
des diverses barres (des deux rangées), et en utilisant le moins possible la seconde

) de M , et en repérant le nombre de notes communes
o



ler type de contraintes : P’ doit commencer par un son donné (transposition)

D'aprés ce qui a #té wvu au §1, cette contrainte n'offre pas de difficultés,
Avec la notation des sons en base , on :ndra le passage P' par une simple
translation dans 1'Echelle des sons, |'amplitude de cette translation &tant déterminée
par le premier son de P et le premier son (donnd) de P'.

Reprennns l'exemple de "Frive Jazques'”, qui s'édcrit, en notation craditiomnelle :
[ —
e EENT | R
rron W N S § GO
A~
v *

et donc, avec la numération A hase 12 (et en supprimant lss reprises), sous la forme
du n-uplet suivant

P = (3.00,3.02,3,04,3.00,3.06,3.05,3.07).

81 la contrainte est de prendre comme nouveau son de départ le MI 3 (chiffra 3.04),
la translation & utiliser sera d&finie par

t @ 3,00 —e—s 3.04

Ceci permettra de trouver de proche en proche les images de tous les Eléments de P
et donc d'cbtenir BP' :

El

P' = (3.04,3.06,3. 08,3.04,3.08,3.09 vl 1)
Soit en notation classique :
o e
9 = E‘ Ei*a;‘tztjiitz

N.B. : Le chiffrage 3 base 12 présente 1'échelle de sons comme un sous—ensembie
de N, ce qui pose des problémes théoriques en ce qui concerne les translaCions :
ce ne sont pas des bijections de & |, mais de simples fonctions. Cependant, dans
la pratique, on se place toujours "loin des bords" de®, ce qui fait qu'on n'a
pas de probléme pour définic l'image de P ; un moyen d'atténuer cette difficulté
est de considérer non plus les sons, mais les notes, dont l'ensemble peut &tre
-on 1'a vu- identifié a Z/ Les translations & considérer sont maintenant

des translations de Z/ 27 gonc bijectives et sans probléme. Une telle translation
associe une note 3 une adtre ; il reste donc 3 choisir, pour chaque note, le
représentant (son) gui convient, ce gui peut se faire aisément en comsidérant
l'amplitude des intervalles successifs dans le passage P. Reprenons notre bon
vieux "Frére Jacques'" ; du point de vue des notes, il s'écrira cette fois :

p = (00,02,04,00,05,07)

Le transformé de p doit commencer par un MI (c'est-3-dire 04) : la translatien
4 considérer est donc :

€ 2 g 122

i —— it

et on aura p' = (04,06,08,04,08,09,11).
Le son de départ étant MI 3 (3.04), le deuxime son de P' sera forcBment le FA#3
(par comparaison avec les deux premiers sons de P), et ainsi de suite...
Une telle imitation s appelle une trﬂnsqulLlon de P. Elle présente la particula-
rlte de fournlr un passage P' qui est écrit dans une autre tonalitd que P (om dit
qu'elle fait "moduler") : la tonalité de P' est, par constructionm méme, la trans-
latée de la tonalité de P.
Pour les &léves plus 3gés, on peut alors donner des exemples moins ElEmentaires.

—Z/

Voir un exemple musical tiré de la littérature classigue dans 1'Annexe (page
suivante).

28 type de contraintes : P' doit commencer par un son donné, mais &tre &crit dans
la méme tonaliré que P (imitation directe sans FOCU13L101)

Les enfants qui sont partis de la manipulation du carillon ont déj3 été confrontés

4 ce probléme (jouer "Frire Jacques" en commengant pas une barre gquelcongue, et sans
utiliser les barres de la seconde rangée). Ils ont déja remarqué qu'il admettait en
général pas de solution et qu'i fallait utiliser une ou plusieurs bd-re de la seconde
rangee si on voulalt obtenir cofits que cofite un résultat. Si 1l'on s'impose de ne pas

"tricher", on n'obtiendra qu'une "zpproximation'" de 1'air initial. Les enfants pour-—
ront canstater expérimentalement gue la meilleure approximation possible (la barre
de départ &tant fixée) sera obtenue par une translation sur les barres de la premiére
tangée du carillon.
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{12) Utilisation dea chif-
fres romains pour dviter
toute confusion avec le
codage dans 2/122. Il a
fallu inventer un "pseudo
zéro”.

Il est donc plus simple, en ce qui concernme ce type d'imitation, d'utiliser un codage
qui ne fasse intervenir que les 7 notes de la tonalit@ & 1'intérieur de laguelle

on s'impose de rester (et non plus les 12 notes de la gamme chromatique}. Le plus
naturel consiste 3 identifier les 7 notes de la tonalité donnée (majeure ou mineure)
aux 7 &léments de Z/.,.

Ce codage présente l?avantage intéressant que les translation envisagées ci-dessus
correspondent aux translations habituelles dans Z{?Z.

. dans 1a tonalité de DO Majeur, nous aurons !

Exemple
MI ; IT 3 FA : ITII ; SOL : IV ; LA : V ;

po :Q ; RE : T SI : VI .

(12

"Frére Jacques' mra donc cette fois codée :
T =¢0,1,11, 0 ,II,IIL,IV)

Si on en cherche 1'imitation directe sans modulation commengant pas le MI 3, elle sera
obtenue gr3ce & la translation :
t HA Z
l9z > 2l gy

5
T ———T + II

ANNEXE

1) TRANSPOSITION

Extraits du "Solo per il Cembalo” (J.-5. Bachl), du Xlavierblichlein :

" - L
L
1 Y BQFQFQ o
i 4 = T ) S 5 S S s e D =
B =11 B T P S TG 5 [0 S5 5 [ ™ 080 S Y
o P00 B O == | o 07 g g R TS 1 o
0 2 W 1 L S W
o 4 M »+T . k= L E

Transcription dans Z/12% :

A £ 0307 10 10 10 00 02 03 03 05 07 08 07 05 03 02 00 10 08 07 10 03
B : 100205050507 09 10 10 00 02 03 02 00 10 09 07 05 03 Q2 05 10

N.B.: Noter les changements d'octave dans la transposition du théme.

2) IMITATION DIRECTE SANS MODULATION

Extrait du Menuet de la Deuxidme Suite Frangaise (J.-S. Bach)

T P e . 2, -
1 ¥, 1 1 r ! = 1 -~ | At T GRE WY _i 1 r 51
= T T 11 &7 1 | R RN TR 6 | A | r_d - Vil R
1n D B ™ N N 0O s S S O I S T 7 T
s s S 8 R~ o S P S ——

Y

Transeription dans Z/12Z (urh Majeur).

A+ IITIT I IIIVIVIVVIIIIIIII
p:ITIQIIVIVIIIVO III QO

3) IMITATION A L'UNISSON DANS LA TONALITE HOMONYME

Extraits du ler mouvement de la Sonate pour piaio K.533 (Mozart)

. ) O e T'Td-ﬂ D
A Tt B £
| r ] = .4 i
T —— v g +
w
Transcription dane Z/7Z (Pour A: FA Majewr. Pour B : FA Mineur).
IVIITII T O IIITIIIVI O IV




Expérimentale
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Et nous aurons alors

g (I1,111,1V,11,IV,V,VI), c'est-a-dire (MI,FA,SOL,MI,SOL,LA,SI).
Quant & la déterminarion des sons, elle se fera sans probl®me comme dans le cas de
la transpositien.; il y aura cependant ici, dans certains cas, de légdres variations
d'amplitude des intervalles

(Exemple musical ! voir Annexe ci-contre)

38 type de contraintes : P' doit commencer par le méme son que P, mais 8tre &crit

dans une autre tonalité (imitation 3 1'unisson)

Le cas le plus fréquent est celui de 1'imitation 3 1'unisson dans la tonalité
homonyme (deux tonalités sent dites homonymes si elles portent le méme nom, mais
5 o= . -

1'une étant majeure et 1'autre mineure).

Exemple : "Frére Jacques" est Zcrit en DO Majeur, c'est-3-dire en n'utilisant que les
Eéléments de ¥ = {00;02;04;07;09:11}

Q

81 on veut 1'imiter i 1'unisson dans la tonalité homonyme, son transformé sera éerit
en DO mineur, g {00;02;03;05;0?;08;11} J

Comme on 1'a aejd remarqué, DO mineur s'obtient partir de DO Majeur en remplagant
simplement MI (04) par MIb (03), et LA (09) par LAP (08).

On aura donc 1'imitation cherchée en remplagant, & chaque fois qu'elles apparaltront
les notes MI et L& respectiv nt par MIp et LAP . Ceci revient a remplacer chaque
note de DO Majeur par la nots de DO mineur portant le méme numéro (dans 1'identi=
fication avec ijz}. Dans le cas de "Frire Jacques" on aura donc :

i Ef?7 D0 Majeur oo mineﬁr
0 00 00
I 02 ! 02
T D& 03
III 05 05
v 07 07
v 09 08

1 VI 13 11

L'imitation de "Frére Jacques" sera donc iei :

p' = (00,02,03,00,03,05,07), soit en définitive

H 1 Ly ; J

- E
7 ) 1 1 . S
BT, % " —— H —3f
v 2 I 7 §
o < ¥ 4

48 type de contraintes : P' doit commencer par un son donné, 8tre Ecrit dans la
méme tonalité cue P, mais le sens des intervalles successifs de P doit Btre.
inversé, et ieur it respecté d i imi i
mouvement contraire)

Premier probldme @ Quel type de notation utiliser ? Celle qui est basée sur 2;122‘
ou celle qui est basée sur Z/__ 7

Puisque 1'on s'impose de restef & 1'intérieur d'une méme tonalitd, la seconde notation
sera certainement plus adaptée.

Un premier résultat qui peut &tre constard par les Eléves (sur un exemple) est que

le respect intégral de 1'amplitude des intervalles est en général ilmpossible. Soit i

imiter "Frére Jacques" (pourquoi changer 7} par mouvement contraire, en commengant par
S0L 3

nt, si 1'en veut respecter 1'amplitude des intervalles, on obtient
le résultat suivant (en écrivant les sons de F erf en notant 1'amplitude des inter-
valles successifs par le nombre de demi-tons séparant les deux sons, affectd du
signe + si on passe du grave 3 1'aigu, et du signe - dans le cas contraire)




FRE —_ RE JA = CQES DOR — MEZ yous ?

@ @ & @

ORIGINAL : 3.00 —3.02 =——>-3.04 ~—=3.00 —=3.04 —=3.05 —==3.07

@ @ @ @ Q@ D

IMITATION ; 3.07 ——>3.05 —>3.03 —3.07 —> 3.03 =3 3.02—>3.00

On obtient ainsi, on le voit, la note 03 (MIB )}, étrangére i la tonalité@ de DO Majeur.
On peut penser 4 la remplacer par la note 04 (MI}, inutilisée jusque-13 et voisine
de 03, Cette recherche expérimentale montre que le principe consisted dtablir une
permutation de Z/ qui "inverse" le sens des intervalles, en changeant aussi peu
que possible leur amplitude. L'idée qui peut venir 3 ce moment est de considérer les
symétries de Zf?z, c'est-3-dire les applications de la forme :

8. & Z;‘?z—) U?Z

T -—e—2UT

Reprenons 1'exemple de "Frére Jacques" que 1'on veut imiter cette fois par mouvement
contraire en commengant par SOL 3. DO doit &tre transformé en S0L, donc on doit avoir
sU(D) = IV ; d'oi U = IV. On aura donc
Syt Bl > 23y

O ——s 1V

I —a— III

IT —ea— II

IIl —e—4a 1

W —a— O

v — a— VI

VI e V

et, puisque T = (O,1,1I,0,11,I1I1,IV), on aura :
w'= (IV,111,11,IV,1I,I,0) ; scit finalement

u

= o I
e it 4
J e

(Exemple musical : wvoit annexe ci-contre).

5& type de contraintes : Le "Canon & 1'@crevisse" (imitation ré&currente)

Il s'agit cette fois du procddé ~tout i fait abstrait du point de vue musical-
qui consiste 3 Enoncer une phrase musicale en commengant pas le dernier son ;
c'est--dire que, si 1'ona P = (8,,....,5 ) on aura P' = (5§ ,...,8 ).

Ce procédé n'est pas du tout imaginaire, et 3 &t& utilisé par des compositeurs
aussi illustres que J.S., BACH (voir exemple en amnexe).

Voici ce que donnerait "Fr2re Jacques" (jusqu'i "Dormez~vous ?") transformé par ce
procédé :

et

| et
-i#q}f;Jl-

N.B. : Cette transformation n'introduit bien sfir aucun changement de tomalité.
D'autre part, il est normalement impossible (& moins d'avoir un esprit extra-
ordinairement abstrait) de reconnaitre i 1'auditiom la phrase dont on est parti.

(Exemple musical : voir anmexe ci-contre)

Voici donc passds en revue les principaux types d'imitation utilisés par les
compositeurs "classiques". Ces divers types peuvent bien siir étre combinés entre
eux pour donner de nouvelles imitarions (les exemples fourmillent). D'autre part
on peut, avec les &l2ves les plus dgds, prolonger 1'étude pré@cédente pour déboucher
sur la musique "sérielle", dont —comme on le verra- un certain nombre de régles
sont issues des procédés imitatifs rencontrés ci-dessus.



ANNEXE

¢) IMITATION SANS MODULATION PAR MOUVEMENT CONTRAIRE

Eztraits de "L'Art de la Fugue" (J.-5. Bach).

Transeription dang 2/7% (RE Mineur).

A Iv IT VI I ITIITITI I
B: IV IT IV V IV ITLI I T I III IV

5) CANON A L'ECREVISSE

Le n® 3a (Canon a deur voix) de "L'Offrande Musicale” (J.-5. BRachl.

(La premiédre voiz joue la partition dmma le sens habitusl tawdis que la seconde la
Jous de drotie & gauche, en commengant par la fin).

ITT - OU KLEIN FAIT POINTER LE BOUT DE SON GROUPE

$i nous jetons un regard en arri2re sur celles des imitations rencontrées qui
ns font paz moduler, nous trouvons :

- les imirations directes sans modulation (bien siir)
= les imitations par mouvement contraire
= 1'imitation récurrente.

les deux premiers types ont &té repfésentés, en premiére approche, comme des
permutations de Z/,z = {O;I;II;I11;IV;V;VvI}
= les imitations directes comme translations :
&y T —-a-—p'nt_r
- les imitations par mouvement contraire comme symftries :
8y ¢ T ——0T

En fait, une phrage nus_icale &tant représe.ntée comme lm_h-plet d'éléments de z(n 3
T’:.- (XI ,xz,._...,xn), ses imitations directes seront les 7 n-uplets

TU (}) = (t‘U(xl)’tU(xz)”"’tU(xn))' (Bien sir, on a TglR) =%).

De wéme, ses imitations par mouvement contraire seront les 7 n~uplets.

Su(li.) - (sU(xl),sU(Xz)_,....,sU(Xn)), et 1'imitation récurrente deli sera

RO = (xn.xn_l,....,xl).

Comme nous 1'avons dit plus haut, ees procédés peuvent &tre composés les une
avec les autres de toutes les fagons possibles, et ceci peut servir de base I une
recherche des &l&ves (par groupes, pas exemple) :

" = Qu'obtient-on alors 7"
" - De nouveaux types d'imitation apparaissent-iIs 7"

Donnons ici sans démonstration les résultats d'une telle recherche (gui bien siir
se ramépe 3 des compositions d'applications) :

13
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SR

SR

SR| E

SR

Pl [P |\
b
m

a) Méme proc&dé utilisé deux fois
TwoTy = Tysy

SUc;S‘r = TU—V {en particulier, SD o Sy est 1'identité)

RoR estil'identitd.

{Remarque : ks 7 imitations S_ peuvent &tre considérées comme les produits de compo-
gition de la symétrie Sp par les translations T_ ; on a en effet

u
SU TUOSU (s o DT_U)
b) Composition de_deux procédés différents

T oSV = 5

u U+v

SUDTV = Sy—y

TUOR = RoT est d'un nouveau type

5,0R = RoS est galement d'unmuveau type, et on a de plus § oR = RoS, = T,0(50R

Conclusion : Tous les types d'imitation sans modulation rencontrés jusqu'a
présent peuvent done &tre considérés comme les composés, par les translatioms,
des &léments de 1'ensemble K = {e:5p;R;5 oR} € Ecant 1'identité de (Z/ Z)

La table de la loi o dans cet ensemble K est, d'apr8s ce que nous venons

de voir, la table ci-contre :

On reconnait 13 la table d'un groupe de Klein. Consiquence de la stabilité

de K pour la loi : en composant autant de fois qu'on le voudra les procédés
imitarifs étudiés, on n'en obtiendra pas de nouveaux. En d&finitive, un théme
rusical pourra donc se présenter sous 4 formes : )

- l'original
- son "renversement” S g ()
- sa forme récurrente R (f),
- le renversement de sa forme récurrente S oR(T) (qui est d'ailleurs également
la récurrence du renversement).
Ces 4 formes sont définies, en quelque sorte,

"i une translation prés'.

IV - LES REGLES DU DODECAPHONISME

(13) in "La Musique du
XXe stécle” (R. Laffont-

Grammont 1978).

{14) Il y en a d'autres,
mais qui sortiraient du
cadre de cet article.

Les années 1880-90 marqudrent la désagrégation de la musique tionale, par un besoin
général de "dépasser les limites des lois harmoniques" (13). Partni les musiciens
qui cherch8rent alors i créer un nouveau langage musical, on ne glaurait ignorer
Arnold SCHOEMBERG (1874~1951) qui, vers 1923, codifia le résultat: de ses recherches
sur le "dodécaphonisme". En effet, les régles de la tonalitd une fois abolies,
la Musique se trouvait dans une situation quelque peu anarchique ; la nécessité
d'un systéme de remplacement se fit alors sentir, et c'est ce 3 quoli se consacra
-entre autres- SCHOENBERG. Voici quelques-unes des régles qu'il édicta (14)

1) Aucune des 12 notes de la gamme tempérée ne doit &tre priviilégiée, de quelque
fagon que ce soit, par rapport aux autres. En particulier, la frEquence d'appari-
tion devra @tre la méme pour toutes.

2) Régle du "total chromatique" : elle impose i une note quelconque de ne pas
réapparaltre avant que toutes les autres aient &té énoncées, Allant mlme plus loinm,
SCHOENBERG impose que

3) toute ceuvre musicale soit basfe sur un arrangement, choisi & 1'avance, des
12 notes (la série) : S = (ni’nZ"""“li)’ olil n; €2/ ,5, ot (i ¢ ) == (n; # nj).
Cet arrangement est chronologique, c'est-3-dire que, dans un tel I2-uplet, une note
placée i gauche d'une autre gera émise avant (ou en méme temps que} celle-ci,

C'est cette série qui fondera 1'unité de 1'oeuvre musicale ; elle 1remplacera en
quelque sorte (bien qu'étant d'essence différente) & la fois la tonalité et le théme
des ceuvres antérieures. Se souvenant des techmiques du contrepoint, et en parti-
culier des procédés imitatifs, SCHOENBERG applique & ZIIZZ les procédés que les
musiciens antdrieurs utilisaient dans Z/., (voir ci-dessus) : puisqu'ici la "série"

a remplacé le "th&me" tonal, SCHOENBERG impose i § de n'apparaitrie -3 une tramslation
prés=- que sous 1'un des quatre avatars suivants




(15) Pour une étude plus
détaillés de ce Théme,
votir la brochuve de 1°'
IREM de Paris Sud intitu—
lde : la Musique adoucit
les Maths.
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§ elle-méme, bien sir : § =g£(8) = (n],nz, ..... ’n]2)

son renversement : rv(§) = (—n],—n SRy,

g1

. 8a récurrence : rec (8) = (RIZ’HII""’ni)

la récurrence de son renversement : rcerv(S) = (-nlz,—n] e B

prtt s
Bien entendu, comme dans le cas de la musique tonale, 1'ensemble K' = {£;rvirc;rcarv}

muni de la composition des applications est un groupe de Klein.

On peut alors, avec une classe, se proposer d'&tudier de ce point de wvue un
passage d'une ceuvre sérielle, pour veoir comment y sont utilisées les régles qui
viennent d'8tre décrites. Voici, & titre d'exemple, la série servant de base aux
"Variations pour orchestre", op. 31, de SCHOENBERG :

$ = (10,04,06,03,05,09,02,01,07,08,11,00)

Cette sErie apparait au début du "Theme" sous la forme suivante :

b,

ey
it

ﬁ
e
ind
TR
o

W

(cf la partie de violoncelle (n® 7) page 6)

On retrouve d'ailleurs dans ce Thame les 4 formes de la série (13)

+ S, déja indiquée, ainsi que T,(S) = (01,07,09,06,08,00,05,04,10,11,02,03)
. Teorv(S) = (07,01,11,02,00,08303,04,10,09,06,05)

. re(8) = (00,11,08,07,01,02,09,05,03,06,04,10)
- Tgercerv (S) = (05,06,09,10,04,03,08,00,02,11,01,07)

Aprés ce tour d'horizon qui nous a conduits 3 travers divers aspects dela
de la Musique, je n'ai qu'un seul souhait i formuler : c'est que cet article
incite certains colldgues 3 envisager une coordination de leur enseignement
avec celul de la Musique, en s'assurant, bien siir, le concours du collégue musicien
enseignant dans la classe concernée. :
Ceci aurait pour avantage d'offrir 3 nos &léves un champ d'application des
Mathématiques un peu différent de ceux auxquels ils sont habituds, et ne méme
temps de leur permettre d'appréhender un peu mieux les oeuvres musicales,
c'est-3-dire i la fois avec leur intelligence et leur sensibilité.
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