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DE LA GEOI'IETR I E DE PREI'IIERE A LA PROGRAMT4ATION LINEAIRE

Querques exenples irypiques de problèEes éconnllques nous

pernettenl: de préciser les notions éLénentâtres ü+,iIisées en pro-
gramation linéaire. Dans Ie cas de 2 variables Ia résôIution du

Drobiène peut se fai.e par: Ces méahodes gralhiques iaisant appel

à la gécnétrie de La classe de Lère. ce cas dont L'intérêr pratiqùe

est ninime, aide bien à corrprendre les tnéo.ème: généraux et les

techniques nathématiqres mises en oeuvre ia.s iâ .ésoIL:tion des

problènes effecÈivênent .raités en entreprise.

r Qù-.qr,.. "po r-aLions à I'ëconm e :
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considérons un atelier fabriquani- deut pr.üLits À et B à

I'aide de tr.ois machines M1 , M2, Ml. Les tenls ie passâqe pour

rn kg de prcduat À ou E sur chacune Ces maci.ines sont indiqués
ê êotê.L . r_dêçso-s :

D. FREDON 1REM dE LIM'X]ES

exposé fai. à PoITIERS le 3 décenbre 1915

M1
"2

M:

lo 11

B 15 I 2A



25
Les Eachines nê sont respectivêmeût disponibles que 1OO h,

12O h, 15O h pa.r mois et on néglige toutes les autres contraintes
têch$iques ou comerciales. On sait que 1e bénéfice est ite 10 F IEur
uû kg dê À, eÈ de 13 E pqrr un kg ate B, et on se propose ale atéter_
oinêr ur progla@e de fa}'rication qui rênde ûaximrn le béréfice
globà1.

Soit xl (resp. x2) 1a production nensuelfe exprimée en k9
de proaluit A {resp. B), On suppose que les têmps de fabricatior eÈ

1e bénéfice sonÈ propo:itionnels aux quantités produiÈes-
Le bénéfice expriné en E, est donc :

z=1ox7+13x2

Ccl.nDe M1 ne peut être utilisée que 1OO h pai mois, soit
6000 0rl. it faut :

5x1 +15x2 S 6000

De mêroe : 10 x1 + I x2 < 7 2(n

tt xl + 20 r.2 { 9ooo

Le problène est donc de détêrtdner fe I)rogradne de fàbri_
catton (xl, x2) qui naxi-ûise z - 10 xt + 13 x2

en vélifia[t 1es conÈraintes

5xI + 15x2<6000

10:1 + I x2<72æ

11 x + 20I x2 s 9ooo

x1 >o *2r-o

ExÊnDIe 2 :

Oû disl)ose de :

2OOO tonDes d.un néta1 À ayant coûté 70 E Ia tonne
3æO tonnês d'un hétèI B ayant coûté 50 F la tonne

alont on peut réaliser les alliages suivânts :

alliage n. 1 vendu 11o r/È er coElrosé de 30 * ale À

etTOSdêB
alliage n. 2 venalu 12O E/t êt coEposé ate 40 i ale À

eÈ60*deB
alliage nô 3 ÿendu 1OO F/t et coùposé ate 20 * ale À

etSO*deB
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on veut {téterminer r-È ?rogrmne de

fri donnera ]e bénéfrce Eaxinun. lradulre

nathématique, les seirles contr.aintes étant

fabrication des alliâges
]e problème soüs fome

alûes aux stocks di sDonibles '

br Droduction nécessaire pour sdLisfdire une denande au

Eornqrg gogt.

Eè9.j19=l (MÀURIN 1 e6t )

Une raffinerie peut traitêr: quatre pétroles bruts d'origLnes

géoqraphiqùes cif f éren!es.

Le brut no 1 iui
Le brùt n' 2 lui
Le brut nÔ : Iui
le brut nc .1 lui

revient à 2oo F/T

revrent à 18o F/t
re?ient à 21O F/t
revieni à 1?O F /t.

On suppose que ces bruts sont traisfo"ié: intégralement

essence, gas oil, fùel-oiI selon les rendenents :

3o

40

30fuel-oil

2A

20

60

4a

30

lo50

cette raffinerie doit satisfaire une demande annueLle de :

I 25o OOo t d'essence

1 loo OOO t de gas-oll

I 8OO OOo t de fuel-oi]

Il s'agit de déterniner les quantités de chacun des brut:

à mettre en .euvre Pour que ]a dépense totale soit-miniDale'

St cn appelle ,t, ,2, *t, x4 Ie: quantités en oilliers

le tonnes des bruts n' 1, 2,3,4 à raffiner, le problène srécril :

mininiser z = 2oa xl + 18O x2 + 21O xl + 17o x4



sous les contraintes

*t

*1

t1

*t) o.

1'énergie électri$re.
chaque instant, 1,!f)F doit être

12 500

x2>-O

,:

t

x3) o *4 Z A

> f3 500

>- 18 o@

2,5 x2+ 4

2,5 x2+ 3

5x2+3

+2x4
+ 2 x,

+6x4

2) Problèoes de nélande.

l,orsquloa souhaitse obtenir un prcËuit présentant atês carac_
térisliques précises pâr le toéIange ale prcduj ts dont on connalt Ia
cooposition et 1e prix, ]a proqrammatio. linéaire permer de trouver
le néIange le plus éconcniq\re.

3)

quantité d'énergie répondant à Ia dàande.
contrainle, on Deut cllercher à définir un

niniiise ]e coût total d ' invertissemenr et
actualisés).

99:!3]9:-pr9!1È999_-dli!y9:!]!9eEenr.

de fournir une

Tout en r:espectant cetre
équi5eûent optj-Eun qui
de ronctionneDent. (coûts

4 !91!!:_sgrgr!:_-.!r_p:g!lÊ_.9:_sri _p!99eget!.

Dans 1es problènes cités, it s,agit toulours de atéterminer
des valeurs positrves ou nulIes d'inconnues de façon À oprimiser une
fonction .1inéaire de ces inconnues tôu. er satisfaisant à certaines
inéqa1ités ôu égalités linéèires qui Èraduiserri diverses contrainrês
techniques , co@erciâles, finàücières... La validité de ces hypothèsês
de llnéaiité doit toujolrrs être disourée àvant d'appliquer 1es rech_
niques de ld progràDDdtron .ineaire.

II - gruDE D'UN EXEI'IPIE SIHPLE - RESOIUTION GRÀPHTÔIIF :

1 ) !!ili::!19!_g3r!__1.er_9lgr!9:_gr_:999!9_ggcrÉ

La résolution graphique dàns te cas de 2 variables
alrutilise! diverses notlons de gécoétrie analytique :
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à) Dans ull -.lan muni C'un repère, la f.rme généraLê de

1'équatio. C'une droite esl :

ax + bY + c =O

où a, b, c sont des constanÈes .éelles Connées'

une têlle droite détermlne deux deni-plans dont 1'un a pour

équation ax + by + c I c et llaDtre ax + bv + c ' O

b) Deüx droites

(or)

(o r)

(DL) et (D2)

ax+by+

a'x + b'y +

d' équatior,s r.espectives

4 = ! . .'... Le cas ensont paralIèles si, et seulement si,

particulter pour a=a' et b=b'

c) si (D) est L: Croite d'équation

ax + bY =k
la distance de L'orisine o à (D) est éqale à (sik>o)

crest-à-dire que, Pour

àk

cônstants, e1le est proPortiennelle

2) 5É99lÈ:t199-c!ePllg:9-99-!r9!lÈ19-g,1lEI9EP19-!

chaque programe de fabrication (xl, x2) peut êt're représenté

par le po.int !l de coralonnées (x1 x2) ddns rn plan mun i d'un

repère arthonorBé par exeBple. ],es diverses contrêintes correspondênt

alors à 1'obliqation faite au point M d'appartenir' sinultanément à

un certain nombre de demi-pfans, soit en résumé au pofygône convexe

OÀBCD, dit polyqône des contralntes.
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Drautre paiÈ, lorsque 1e polnt 14 déùit unê droite d,é@a_
tion lo xl +13x2=k
(ou plus préciséEent la par.tie ale cette alroire conteûre dans 1e poty_
gône des coitralntes) le profit est constant et égat à k. 11

appêrà1t ainsi une soLution graphique :

- déplacer une alroj.te d'éqration 10 x1 + 13 x2 = k paraftè_
lenent à elfe-ûêne ,

- nraccepter que les positions tê11es que la droite xenconrte
Ie polligône des contraintes putsql.}ê seuls tes points du polyqône
(ferné) correspondenÈ à des progra[ees ale fabrication $ri vérifient
1es contraintes ;

{nr
(D3 )

(or,



30 - chercher Iê position telle que Ia distânce de I,origine
à 1a droite soit Ddiduh puisquron cherche k maxnnum.

On constate graphiquement que le progrirlme optinal cor-
respond au son]let B. d'où :

4 500*r = ---j- b4r

er z-53 1'15 a i 682

615
^z 7

B9=.9c99 ,

Lâ mérhode graphique ne convient que poui des problèmes à deux

va-riâbles. Elfe ne peut C.nc pas servir à résoudre des problèmes réels.
Mais elle a Dn qrand inLérêt péCagoglq,re pour .onprenCre les théoremes

généraux et les aLqorithr]les,

1I] _ GENSRÂIITES SUR LE§ PROGFÀMI'IES IINEÀIRES :

on appelle prc?1amne linéâ1re 1ê !..t]ère de ]a recherche de

1'élément (ou des éréûents) x de tsr'

qua maxinise f (x)

sous les contraintes S. (x) 50 i=l,--,m où t,9i-, 9n

sont des icnctions données de 3n Oans n, avec f tinéaire et
gi âffine pour i = 1,__,8.

on appelle programe réalisalLe tout éléEent de

P=ix; s1(x) .< 50 i = L,---,m]

et so1ùtion tout proqrame réalisable qui maxirise f (x) f est drte

1) Définitions

fônction éconoûique ou fonction critère.

a) P est un polyèdre convexe. If peut être vide. 11 peut

être non borné.

b) Le naxinun de f nrest pas attelnt à l'intér.ieur de P.

s'it est fini, i1 est atteint en au nojns un somnret.
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En effêt, 3o1t ilB L'iflterseëtiolr d'une droj_te et du polyèdle

dês eontrrlntes P. 5i üêÀB

d - oÏ ' i tôE - oîl u"";e.o':-

f étàrlt lInéÀlte :

+() = r(&) = r,6ir * "trrcË' - ' 'ôi'l

{ êst une fonction de lo,! a""" G{ de la fôrne

ÿ(À) - o + ÀÊ où d et B sont des coûstantes' I coûtinue sur Le

.","p".t lo,ü attêint sa bolne supérieure en tr = o ou I = 1

suiÿant le signe de B.

!a restrictio. ale f au segdênt ÀB atteint donc sor'

naxlxtuE ên À ou B.

rv - DESSERTXUETÿr DES CONTRÀTNTES - VÀrms I{ÀRGINÀLES

Reprenôns l'exellple traité gtaphiquêxtêni et suPposons qu'au

Iieu d'êtrê limitée à 6 ccll nn par ioois, Ia capacité de production

de !,{, passe â 6 OOO + tr si I est faible, c'est encore au point

d'intersêction de {D..) et (D^) que 1'optlaun est alteint : l'ap-.J
port su! 1â fonction éconcmique est nuL. cela corresPond au fait que

M. n'était pas cceplétellent utiliséê à 1'opÈl_ûrrn I

Unê augrûênÈation de lr ûn sur la capacité de production de M2,

avec ! faible" conduit à un nôuvel optiEuln :

4 500 5..
"t - l * ze '

615 11
''2 1 tt2

53 775 57eE rr2 -

57 est 1€ bâ1éfice Eâlqinal (en francs) de Ia côntrainte len Dn)

lt2
"Ii-EIcÀLlon du tenps d'uLllrsation Ml". c'est 1'augment-âLion du

béûéfice qui résulte du desserredent de I'a cônt-rainte drunê unité
25

on EloJve de Ia façon Pour Mj : 
56

BrbllooraDhre très so0Eaire

!.|ÀlrRIN plograrMation linéaiteappfiquées TeêhniP

SIMONNÀRD progratation llDéairê Dunod


