La parole a...

Les probabilités entrent au collége :
quels enjeux, quelles activités ?

Rémy Coste

Rémy Coste a écrit cet article pour les « Chantiers de pédagogie mathématique », publication de la régio-

nale Ile De France dont il est un membre actif. Compte tenu de I’entrée des probabilités au programme de

3éme il nous a semblé important de proposer cet article, riche en exemples, a un public plus large.

Rémy Coste est pro-
fesseur de mathéma-
tiques au lycée Blaise
Pascal a Orsay (91)
et a 'TUFM de
Versailles, site
d'éfiolles, pour la
formation des PE.

I http://www.univ-
orleans.fr/irem/cii/module
s/news/article.php?sto-
ryid=68

L’introduction de 1’aléatoire dans les pro-
grammes de la classe de seconde en 2000,
avait suscité beaucoup de perplexité et
d’interrogations, voire de vives réactions.
Peut-on enseigner conjointement des élé-
ments de statistiques et de probabilités ?
Quels savoirs et compétences sont visés ?
Que recouvre précisément une « approche
fréquentiste des probabilités » 7 Quelle

est la place et le role de la simulation ?

Passés les premieres inquiétudes et 1’in-
confort a prendre en charge un enseigne-
ment pour lequel on n’a pas une vision
claire, pas de recul, peu de ressources, et
au mieux une formation universitaire qui
est en net décalage avec les enjeux didac-
tiques du secondaire, il est finalement
apparu pour beaucoup d’enseignants,
apres une premiere année de pratique, que
cette introduction a 1’aléatoire aurait par-
faitement sa place des le college. A ce
sujet, Guy Brousseau, lors de I’¢labora-
tion de sa théorie des situations dans les
années 70, a choisi d’expérimenter dans
une classe du primaire, une situation rele-
vant de 1’aléatoire! (une bouteille opaque
laisse voir dans le bouchon, quand on la
retourne, une des billes blanches ou noires
qu’elle contient. Question : quelle est la
proportion de billes blanches et noires ?).
Ce n’est donc pas une surprise de voir
apparaitre cette nouveauté dans les pro-

grammes de 3°Me¢, Comme enseignant en

seconde, je propose de faire le point sur ce
que j’ai compris des enjeux de cette partie
du programme apres quelques années.
Notons que la mouture du programme de
troisieme franchit un seuil par rapport a
celui de seconde, en s’appelant « Notions
de probabilités », en indiquant explicite-
ment de « calculer des probabilités », et
en demandant d’étudier « des situations a
une ou deux épreuves ».

L’une des interrogations tres souvent
entendue est la suivante : quel est I’intéret
d’expérimenter des lancers de dés ou de
pieces, tout ¢a pour « découvrir » que
chaque face du dé a 1 chance sur 6 d’ap-
paraitre ? Comme scoop, ce n’est certes
pas tres excitant ! Il y a la un malentendu
qu’il faut lever.

Une loi de probabilité est un modele, que
I’on choisit pour caractériser une expé-
rience aléatoire. Trois cas de figure doi-
vent etre rencontrés avec les éleves, dans

1’ordre suivant.

1¢r cas : on connait la loi de proba-
bilité. 11 n’y a rigoureusement aucun
doute sur la pertinence de la loi de proba-
bilité choisie (la loi n’est pas et ne sera
pas remise en question). C’est justement
le cas des dés ou des pieces (éléments de
symétrie attestés), des roulettes (secteurs
parfaitement mesurables), des urnes
(nombre de boules connu), etc. Le but de

I’expérimentation est ici de faire constater
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que, alors que I’on connait les probabilités
de chaque éventualité (vues comme des
« fréquences théoriques »), on ne
retrouve pas ces fréquences en répétant
I’expérience aléatoire un petit nombre de
fois. De plus, en répétant des séries de
meme taille (réduite), on ne trouve pas
des répartitions comparables. Ci-dessous,
on a lancé un dé 20 fois et noté les fré-
quences observées des 6 occurrences (les
points noirs ont pour ordonnée 1/6). On a
recommencé ainsi 3 fois. Les 3 séries ne
donnent pas la méme répartition. Le 5
sort-il « trop souvent » (série 1) ou « trop

peu » (série 3) ?
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L’enjeu est de casser les représentations
intuitives fausses, souvent bien ancrées,
qui induisent un comportement détermi-
niste. Il existe des magazines tirant a plus
de 100 000 exemplaires qui, constatant
que la fréquence d’apparition de la boule
24 du loto lors des tirages de 1’année est
inférieure a celle des autres boules, pres-
crivent de la jouer : elle va rattraper son
retard ! D’autres au contraire, face au
meéme constat, reconnaissent la une
preuve de plus de I’existence du grand
complot, et recommandent de ne pas la
jouer. A ce propos, lors de I’introduction
du chapitre, je commence par un test du
meme type que celui proposé par le docu-
ment d’accompagnement (page 16)2. Ce
meme test est rediscuté en fin de chapitre.
La phase suivante consiste a augmenter le
nombre de répétitions de 1’expérience (i.e.
la taille de 1’échantillon). On constate
alors que, d’une part il y a moins de dis-
parités entre les séries d’expériences,

d’autre part les fréquences observées ont
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tendance a se rapprocher des fréquences
« théoriques ». C’est la fluctuation
d’échantillonnage : elle existe, mais elle
est d’autant plus faible que le nombre de
répétitions est grand. Il y a donc bel et
bien de I’aléatoire, mais il est quand
meme possible de faire des prévisions sur
le résultat lorsque le nombre de répéti-
tions est grand. C’est cette dualité aléa-

toire/prévision qui est en jeu.
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Fréquences observées sur 3 séries
de 1000 lancers d’un dé

Evidemment, on en reste a des formula-
tions qualitatives, les premiers calculs
quantitatifs relevant de la classe de
seconde (fourchettes de sondage) et des
classes terminales (test d’adéquation avec
une loi équirépartie). Pour éviter les
confusions, avec des exemples de lois
équiréparties, il faut impérativement ren-
contrer des exemples de loi non équiré-
partie. Ces dernieres sont plus probantes
pour distinguer ce qui est imputable a la
fluctuation (ce qui est dli « au hasard ») et
ce qui est imputable a la loi de probabilité.

2eme cas : on ne connait pas a priori
la loi de probabilité (en tout cas les
pas).
L’expérience, réalisée et répétée, donne

éleves ne la connaissent
des indications sur la loi adéquate a trou-
ver et permet de formuler une conjecture
ou de ruiner celle qu’on avait faite a
priori (en probabilité I’intuition est sou-
vent erronée, 1’équirépartition naturelle-
ment adoptée par les éleves... souvent a
tort). Puis, c’est par un raisonnement, un
calcul, un arbre, un tableau, ou plus sim-
plement en dévoilant le dispositif de 1’ex-
périence, que 1’on va élucider a posteriori

la situation et trouver la loi de probabilité

2 http://eduscol .edu-
cation.fr/DO015/LLP
HAGO0.htm#college
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qui a prévalu. Les observations expéri-
mentales ont pu éventuellement constituer
une aide, dans la mesure ou elles donnent
des indications sur les valeurs a trouver.

Dans le document d’accompagnement,
c’est ’exemple du « franc carreau », tres
riche par la consistance des considéra-
tions géométriques nécessaires pour

aboutir a la loi.

3eme cag : on ne connait pas la loi de
probabilité et on est dans I’impossi-
bilité de la déterminer par un rai-
sonnement ou un calcul. Soit parce
que les éleves ne sont pas encore outillés
mathématiquement pour le faire, soit
parce que ce n’est de toute facon pas pos-
sible. Ce sont alors les fréquences obser-
vées expérimentalement qui vont définir
la loi de probabilité que 1’on retiendra.
C’est I’exemple du lancer de punaises
évoqué dans le document d’accompagne-
ment.

Mais il faut tenir compte de I’existence de
la fluctuation d’échantillonnage. Pour
cela, on recommence plusieurs séries de
meme taille. Si la répartition est a chaque
fois sensiblement la méme, c’est que la
fluctuation est faible (nettement plus fai-
ble que les écarts constatés entre les fré-
quences). On pourra donc valider avec
confiance la loi de probabilité définie par
les fréquences observées expérimentale-

ment.

Fréquences observées sur 3 séries de taille 200
d’une expérience a 3 éventualités (A, B et C)
non équiprobables :
la fluctuation est faible, la loi de probabilité
0,1/02/0,7 peut étre validée.

Ce qui tranche avec les pratiques habi-
tuelles en mathématiques, c’est qu’il ne

s’agit pas d’une validation au sens preuve

mathématique qui garantit a 100 % que le
modele est bon. Dans certains cas, les cal-
culs probabilistes savants rencontrés dans
les mathématiques universitaires ne le
pourront pas plus ! Ils seront par contre
capables d’évaluer le risque que 1’on
prend en décidant d’adopter tel ou tel
modele, uniquement sur la base des fré-
quences observées expérimentalement
(tests d’hypotheses statistiques). Dans les
applications scientifiques des statistiques
et probabilités, 1’évaluation de ce risque
est nécessaire, mais tres souvent suffi-
sante pour mener efficacement les tra-
vaux. En particulier, et quoiqu’on dise,
c’est le cas des sondages lorsqu’ils sont

bien faits.

Quelle est la place de la simulation ? Elle
est évidente : elle sert a faire tres vite un
grand nombre d’expériences, et d’ttre
assistée par des outils numériques et gra-
phiques puissants.

Mais il y a lieu de faire 2 remarques :

- Il ne faut pas faire I’économie de réali-
ser des expériences réelles. La dévolution
des situations proposées est bien plus effi-
cace. C’est tout a fait possible en mettant
a contribution les éleves de la classe et en
mutualisant au tableau (tableau de classe
ou tableur) leurs données (pour une fois le
nombre d’éleves est un atout !). On peut
aussi leur demander de réaliser ce travail
de collecte a la maison.

- En passant ensuite a la simulation sur
calculatrice ou tableur, on utilise un géné-
rateur pseudo-aléatoire. Il ne me semble
pas opportun d’évoquer avec les éleves
les questions de fiabilit¢ de ces généra-
teurs. D’abord parce qu’ils le sont tres lar-
gement pour les besoins de cet enseigne-
ment, ensuite parce que cela risquerait
d’apporter de la confusion sur les conclu-
sions que 1’on cherche a leur faire identi-

fier.
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Pour mettre en ceuvre concretement cet
enseignement, a coté du document d’ac-
compagnement, plusieurs brochures de
I’APMEP ou des IREM (celui de Paris
Nord notamment), rédigées pour le lycée,
sont en partie facilement recyclables pour
le college. Le site Statistix, dédié a cet
enseignement, est également une res-

source pour les enseignants.

Comment simuler
une expérience aléatoire ?

Avant de répondre a cette question, je pré-
cise qu’il est important selon moi de faire
réaliser quelques expériences réelles aux
éleves avant de faire des simulations (lan-
cer de pieces ou de dés, prélevement de
billes dans une urne, tirage au sort, etc.).
Cela permet une meilleure identification
de la situation par les éleves et des ques-
tions que 1’on se pose. La simulation per-
met ensuite de renouveler I’expérience un
grand nombre de fois, mais aussi de réali-
ser virtuellement des expériences aléa-
toires que 1’on ne peut pas réaliser réelle-
ment (c’est le cas de mon 1°f exemple).

Je fais ici le choix d’utiliser une calcula-
trice. A titre d’exemple, je préciserai entre
parentheéses comment accéder aux ins-
tructions sur la TI College Plus (on trou-
vera I’équivalent sur les autres modeles).
On peut bien sur utiliser un tableur, mais
je veux montrer qu’une calculatrice est
tout a fait opérationnelle et sans doute
plus explicite pour les éleves, sans comp-

ter que la logistique en est simplifiée.
Le générateur aléatoire

I est accessible par la commande
Random, notée en général rand sur les
calculatrices (maths, RND, 1:rand). Par
un algorithme interne tres sophistiqué
reposant sur des savoirs d’arithmétique,
I’exécution de cette commande simule le

tirage aléatoire équiprobable d’un nombre
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décimal a 14 chiffres pris dans [0;1] (a
I’affichage, on ne voit que 10 chiffres).

Ci-contre, I’exécution réitérée de rand

(appuyer plusieurs fois sur ).

Utilisation de rand pour la simula-
tion d’expériences aléatoires

1¢re jdée : On convient d’un codage des
10 chiffres de la partie décimale des nom-
bres que renvoie rand. Par exemple, pour
le lancer de pieces, on convient que si un
chiffre est pair c’est Pile, s’il est impair
c’est Face. Ainsi, chaque exécution de
rand donne une liste de 10 lancers. Dans
la copie d’écran ci-dessus, on a ainsi :
FFFPFPFFFP, puis PPFFFFFPFF, puis
FFFFPPFPFP (le 108Me chiffre est 0, ce
qui explique qu’il ne soit pas affiché).
Pour le lancer de dés cubiques, on ignore
les chiffres 0,7, 8 et 9. Les autres chiffres
nous donnent les faces du dé obtenues.
Dans I’exemple ci-dessus,ona:33123
112,puis4315,puis33362525.
Avantage : c’est rapide car un seul nom-
lancers.

bre simule plusieurs

Inconvénient : la lecture n’est pas tres

confortable.

2eme jdge : Il est possible de régler la pré-
cision de I’affichage des nombres (
FLOTT n pour I’affichage de n chiffres
apres la virgule). Par exemple, pour le
lancer d’une piece, on regle I’affichage
sur FLOTT 0, ce qui revient a arrondir les
nombres a 1’unité la plus proche. rand
renvoie alors O si le nombre est inférieur a
0,5 (Pile) ou 1 si le nombre est supérieur
20,5 (Face).

De méme, si I’on veut obtenir un nombre
aléatoire entre 0 et 99, on regle 1’affichage
sur FLOTT 2. Avantage : ce que I’on fait
ressemble plus a I’expérience réelle, on
lance une piece a chaque appui sur
Entrer|, il y a deux issues, immédiates a
décoder, ce qui permettra sans doute aux

éleves de mieux etre convaincus que cela

rand
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est conforme au lancer d’une piece.
Inconvénient : a chaque appui de la

touche, on ne simule qu’un seul lancer.

3eme jdée : En multipliant rand par un
entier n, on obtient un décimal dans
[0 ; n[. Or il existe une commande qui
renvoie la partie entiere d’'un nombre, en
général int ou partEnt (maths, NUM,
partEnt). L’instruction int(randxn) ou
partEnt(randxn) renvoie donc, de facon
équiprobable, un entier compris dans
[0 ; n[, c’est a dire 0, 1, 2, ..., ou n—1.
Ainsi partEnt(randx2) renvoie 0 ou 1 et
simule le lancer d’une piece,
partEnt(randx6)+1 renvoie 1, 2, 3,4, 5,
ou 6 et simule le lancer d’un dé cubique,
etc... Avec les éleves, il suffit de leur faire
expérimenter randxn, ensuite partEnt(n),
puis  partEnt(randxn), et enfin
partEnt(randxn)+1, en leur faisant for-
muler a chaque étape ce que 1’on obtient.
Remarque : certains modeles de calcula-
trices disposent d’une commande, en
général randn ou randInt (maths, RND,
randn) qui permet d’obtenir directement
la meéme chose. randn(p;n) ou
randInt(p,n) renvoie aléatoirement un
nombre entier compris entre p et n. (N.B.
sur TT college Plus, le séparateur d’argu-
ment est le point-virgule, et le séparateur

décimal est la virgule et non le point).

4eme jdge : Pour simuler une expérience a
deux issues mais non équiprobables (une
piece truquée par exemple), 'une des
issues ayant une probabilité égale a p, et
I’autre une probabilité égale a 1-p, il suf-
fit d’utiliser I’instruction int(rand+p) ou
partEnt(rand+p). En effet, rand+p ren-
voie un nombre décimal dans [p;l1+p[.
Donc partEnt(rand + p) renvoie O si le
nombre décimal est dans [p;1[ et 1 s’il est
dans [1;1+4p[. Ainsi, O code I’issue dont la
probabilité est 1-p, et 1 code celle dont la
probabilité est p.

Trois exemples d’activités

Exemple 1 : Sondage pour un reéfé-
rendum

Objectif : Dans une situation ou la loi de
probabilité est parfaitement connue,
constater 1’existence d’une fluctuation
dans les échantillonnages (ici les son-
dages) et I’ampleur de cette fluctuation
selon la taille de 1’échantillon (ici le nom-

bre de personnes interrogées).

Situation : un référendum vient d’avoir
lieu. 54 % des personnes ont voté OUI, et
46 % ont voté NON.

Question : un sondage a la sortie des urnes
aurait-il permis de prévoir cette réparti-
tion avant la proclamation officielle ?

De la situation a la simulation : On est
dans une situation ou la loi de probabilité
est connue (0,54 ; 0,46).

Pour expliquer la situation aux éleves, on
peut expliquer que ce sondage sorti des
urnes nous place exactement dans la
meme situation que si I’on tirait au hasard
des cartes bleues ou blanches dans un jeu
de 100 cartes dont 54 sont bleues et 46
sont blanches. On peut méme réaliser
vraiment ce jeu de 100 cartes. Les 54
cartes bleues sont numérotées de 00 a 53,
les 46 cartes blanches sont numérotées de
54 2 99. 1l y a bien concordance entre le
numeéro et la couleur, et c’est cette traduc-
tion numérique qui sera utilisée dans
notre simulation. Quelques essais avec les

cartes expliquent clairement le codage.

Reéalisation de la simulation : Les
éleves, regroupés en bindmes, simulent
chacun un sondage de taille 50 (par exem-
ple) dans une population virtuelle conte-
nant 54% de OUI et 46% de NON. Pour
réaliser cette simulation, on peut utiliser
avec les calculatrices la 2¢me idée décrite
ci-dessus on regle I’affichage sur

FLOTT 2 (2 chiffres apres la virgule). A
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chaque exécution de rand, on regarde le
nombre a 2 chiffres formé par la partie
décimale. Si ce nombre est compris entre
00 et 53, c’est OUI, s’il est compris entre
54 et 99, c’est NON (cela fait bien 54
éventualités pour OUI et 46 pour NON).

rand Dans I’écran ci-
%g contre, on a
a% obtenu 2 OUI et

2 NON.

Mais on peut également utiliser la 4°me
idée : D’instruction int(rand + 0,54) ou
partEnt(rand + 0,54). OUI est alors codé
par 1 et NON par 0, avec les probabilités
voulues.

Une fois les simulations réalisées, les
éleves calculent la fréquence observée de
OUI sur leur sondage, ainsi que ’écart
avec la fréquence réelle (54 %). Dans une
classe de 28 éleves, cela fait 14 sondages
de taille 50. Le relevé de ces résultats au
tableau permet de constater la fluctuation
des résultats et I’amplitude des écarts
avec la valeur réelle. On fait I’hypothese
que cette amplitude est grande car la taille
des échantillons est faible (50). On veut
observer ce que 1’on obtiendrait avec des
échantillons de taille plus grande. Pour
cela, il suffit de regrouper 4 sondages de
50 pour obtenir des sondages de taille 200
(on fait ainsi 3 sondages de taille 200 avec
12 sondages de taille 50). La fluctuation
est moindre, les écarts avec la valeur
réelle sont en général plus réduits. On
regroupe finalement tous les sondages
pour faire un seul échantillon (de taille
700 dans mon exemple, c’est-a-dire la
taille couramment pratiquée dans les son-
dages d’opinion réels).

A T’aide d’un tableur vidéoprojeté, le pro-
fesseur peut réitérer plusieurs simulations
de sondages de taille 700, puis de taille
encore plus grande. Sur tableur, rand cor-

respond a ALEA(). La formule a écrire est
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=ENT(ALEA()+0.54) que 1’on recopiera
sur une plage voulue (A1:N50 par exem-
ple, pour avoir un sondage de taille 700).
Pour comptabiliser le nombre d’occur-
rences DE 1 sur cette plage (c-a-d de
oul), c’est la
=NB.SI(A1:N50;"=17).

On peut alors constater que la fluctuation

formule

est réduite, mais faire la remarque qu’elle
ne l’est pas dans les mémes proportions
que la taille de 1I’échantillon : en passant
d’échantillons de taille 50 a 700, la fluc-
tuation n’est (en général) pas divisée par
14. On peut enfin répondre a la question
initiale : la plupart des sondages prévoient
I’issue du référendum. Mais pas tous ! La
proportion étant proche de 50 %, il arrive
que le hasard fasse mal les choses.

En conclusion, on peut a la fois montrer
I’intéret des sondages (interroger 700 per-
sonnes pour estimer I’opinion de millions
de personnes a un sens), mais faire perce-
voir la prudence a observer quand on en
donne le résultat. En particulier, on peut
commenter les informations du type « La
cote de popularité du président de la
République a perdu 2 points depuis le
mois dernier ». Toutefois, une erreur est a
&viter : en insistant de fagon excessive sur
I’aspect incertain des sondages, on peut
laisser penser aux éleves que les sondages

sont a proscrire.

Exemple 2 : Le Vrai / Faux

Objectif : Dans une situation ou la loi de
probabilité n’est pas connue a priori (et
ne se devine pas intuitivement), la simu-
lation permet de mettre fortement en
doute certaines conjectures intuitives, ou
éventuellement d’en conforter d’autres,
ou encore d’en formuler de nouvelles a la
lumiere de ce que 1’on observe. Puis, la
constitution organisée d’une liste des
éventualités ou la réalisation d’un arbre

de choix, permet d’élucider a posteriori la
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situation et de trouver la loi de probabi-
lité.

Situation : Dans un devoir, un exercice
comporte 4 affirmations pour lesquelles il
faut dire si elles sont vraies ou fausses. En
répondant completement au hasard,
quelles sont les chances d’avoir toutes les
réponses correctes ? Quelles sont les
chances d’avoir exactement la moitié des
réponses correctes ? Quelles sont les
chances d’avoir au moins la moitié des
réponses correctes ?

Ce scénario est un grand classique, rele-
vant de la loi binomiale. Mais un éleve
« débutant » a tres peu d’intuition pour
conduire un calcul ou un raisonnement
solide. Pour la 2°Mme question, par exem-
ple, il est fréquent qu’il formule la conjec-
ture : il y a 1 chance sur 2 que la moitié
des réponses soient correctes. La simula-
tion va mettre en doute cette conjecture,
puis une démarche raisonnée va clarifier

la situation.

De la situation a la simulation : ici,
chaque éventualité est un quadruplet du
type (V;, F,, F3, V). Les indices, outre
qu’ils rappellent le numéro de la question
dans I’exercice V/F, permettent de distin-
guer I’événement « [’affirmation 1 est
vraie » de I’événement « 1’affirmation 4
est vraie ». En effet, considérer indistinc-
tement 1’événement « 1’affirmation est
vraie » pour les 4 affirmations, ce que ’on
voit souvent dans les exercices de ce type,
entraine beaucoup de confusions chez les
éleves.

Réalisation de la simulation

On fera remarquer également que I’ex-
pression « répondre au hasard » revient au
meéme que s’il s’agissait d’'un lancer de
pieces répété 4 fois, ou de toute autre
situation ou I’on répete 4 fois une expé-
rience a 2 issues équiprobables.

On regdle la ¢alculatrice pour obtenir un

affichage des nombres arrondis a 104

pres ( mode FLOTT 4). Apres chaque
exécution de rand, on regarde la parité
des 4 chiffres apres la virglle. Un chiffie
k)air code Vrai ét unl chiffre impair‘ code
Faux. Ci contre, on obtient F1 F2 F3 F4 |
V1 V2 F3 V4 et F1 V2 F3 F4 . La
séquence de 20 tirages est donc tres
rapide. U terminé, ne pas oublier
de remettre la calculatrice en affichage
normal : ( mode FLOTT).

Les éleves (en VI[V2[F3F4

A RS F1|F2 | F3|F4
bindme) répetent la FI V2 V3 V4

simulation 20 fois

(par exemple) et recensent les résultats
dans un tableau comme ci-contre. Le pro-
fesseur dévoile alors quelle est la
séquence correcte (on peut proposer aussi
un exercice réel dans lequel les éleves
peuvent valider les bonnes réponses).
Chaque bindme compte combien de fois il
observe le bon quadruplet dans son
échantillon de 20. Puis on calcule le nom-
bre d’occurrences du bon quadruplet pour
I’ensemble de la classe (avec une classe
de 32 éleves, on a ainsi un échantillon de
640 quadruplets aléatoires). La fréquence
observée du bon quadruplet donne une
estimation des chances d’obtenir un sans-
faute en procédant au hasard.

Pour estimer les chances d’avoir exacte-
ment, ou au moins la moitié de bonnes
réponses, les éleves reprennent leur

tableau de 20 quadruplets. Pour chacun

s . S V2 TR
d’eux, ils barrent les LY R F4

mauvaises réponses. |F1|V2[V3 V4

Par exemple, si le bon
quadruplet est F1 V2 V3 V4, on barre

comme ci-contre.

Cela permet ensuite de compter rapide-
ment le nombre d’occurrences de 1’événe-
ment « il y a exactement 2 bonnes
réponses », puis de I’événement « il y a
au moins 2 bonnes réponses ». La encore,

une mise en commun permet d’estimer les
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fréquences recherchées et d’éprouver les

conjectures initiales.

Résolution du probleme

Les éleves réalisent la liste exhaustive des
16 quadruplets possibles. Chaque V ou F
ayant les mémes chances d’étre attribué
pour constituer un quadruplet, on en
conclut que les 16 quadruplets ont les
memes chances d’etre obtenus. Pour ren-
forcer cette conviction, un arbre de choix
pondéré par les fractions 1/2 permet de
représenter le processus de fabrication et
la liste des quadruplets. L’approche fré-
quentiste de la situation joue ici un rdle
essentiel car elle permet de donner une
interprétation de cette pondération : sur
un tres grand nombre de tirages aléatoires,
la moitié des cas contiennent V,, parmi
eux la moitié des cas contiennent V,, etc.
Les ¢éleves peuvent repasser en couleur le
chemin de ’arbre correspondant au bon
quadruplet, dans une autre couleur ceux
qui contiennent exactement 2 bonnes
réponses, etc. Pour la mise en ceuvre, don-
ner aux éleves des arbres vierges évite les
« buissons » fantaisistes... Le calcul des
probabilités par le quotient du nombre de
cas recherchés sur le nombre de cas total
permet de connaitre les valeurs théoriques
des fréquences que 1’on compare a celles
que I’on a obtenues expérimentalement, et
bien stir a celles que ’on avait conjectu-
rées de facon intuitive au début de I’acti-
vité. La place de la simulation est ici cen-
trale : outre qu’elle met en doute les
conjectures intuitives, elle rend plus natu-
rel et cohérent le recours a la liste des
éventualités, ainsi que la constitution d’un
arbre pondéré dont le sens est plus expli-

cite.

Exemple 3 : Croix et pile

Objectif : rencontrer une situation ou,

contre toute attente, les issues ne sont pas
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équiprobables, et dans le cadre de ce que
le programme a prescrit : « expériences
aléatoires a une et deux épreuves » (celles
a 2 épreuves ne sont pas dans le socle
commun).

Situation : 11 s’agit d’un jeu pratiqué sous
I’ancien régime. Il se joue a 2. Les 2
joueurs déposent chacun une mise. L’'un
d’eux lance une piece, si ¢’est CROIX, il
remporte les mises. Si c’est PILE, il
relance la piece. Si c¢’est CROIX, il rem-
porte les mises, sinon c’est [’autre joueur
qui les gagne.

Quelles doivent etre les mises de chacun

pour que le jeu soit équitable 73

De la situation a la simulation : Les
éleves percoivent que des mises égales ne
seraient pas équitables, et admettent intui-
tivement qu’elles doivent &tre proportion-
nelles aux chances respectives des joueurs
de gagner.

Les éleves ont pour 1¢T€ tache de détermi-
ner les différentes issues de ce jeu. Il y en
a trois que 1’on peut coder par : C, PC, PP.
Ils émettent ensuite des conjectures
répondant a la question. Il serait surpre-
nant que la répartition 2/3 1/3 ne soit pas
envisagée. Si elle n’est pas proposée, on
pourra évoquer la correspondance entre
Diderot et D’Alembert, ce dernier soute-
nant la répartition 2/3 1/3. On réalise donc
une simulation pour mettre cette conjec-
ture a I’épreuve (ou d’autres s’il y en a).
Réalisation de la simulation :

Pour simuler une partie, il suffit d’exécu-
randn(0;1) ou
partEnt(randx2) qui renvoie de facon

ter I’instruction

équiprobable 0 (Croix) ou 1 (Pile) donc
simule le lancer d’une piece. Si c’est 1, il
faut donc exécuter a nouveau l’instruction
pour lancer la piece une 28m¢ fois. Une
partie est donc simulée par I’exécution de

1 ou 2 fois l'instruction selon les cas.

3 Pour en savoir plus sur
ce jeu, sur la controverse
entre Diderot et

D’ Alembert, et pour réali-
ser des simulations en
ligne, voir http://irem-
fpb.univ-lyonl fr/feuilles-
probleme/feuille11/enonce
s/croixoupile.html



La parole a...

4 Les éleves auront a
comprendre que ce
n’est pas équivalent a
2Xrandn(0;1) ou
2XpartEnt(randX2).

10

Entre 2 parties, il vaut mieux effacer
I’écran pour ne pas se perdre (pour les
écrans a plus de 2 lignes d’écriture).
Chaque bindme réalise une série de 100
simulations. Les fréquences observées sur
chaque série font apparaitre une valeur
tres souvent au-dessus de 0,7, et ne sont
pas réparties autour de 2/3, ce qui est
contraire a [’intuition du novice. Pour
réduire [’ampleur de la fluctuation
d’échantillonnage, on met en commun
toutes les séries des éleves pour obtenir
une seule série de taille 1400. La fré-
quence observée reste bien éloignée de
2/3, alors que la taille de la série est
conséquente (estimation qualitative qui
n’a de sens que si I’on a précédemment
rencontré des situations comme celle du
sondage, dans lesquelles on a pu quanti-
fier ’ampleur de la fluctuation selon la
taille de 1’échantillon).

Pour savoir si on peut quand me€me en
imputer le résultat au hasard seul, on peut
réaliser une simulation d’une autre expé-
rience aléatoire, a 3 issues dont on est sur
qu’elles sont équiprobables. Les diffé-
rentes séries de 100 obtenues par les
éleves sont cette fois nettement mieux

réparties autour de 2/3.

Résolution du probleme

Pour ¢€lucider la situation, on peut propo-
ser de reformuler le scénario de la fagon
suivante : on joue avec 2 pieces, 1’une
rouge, I’autre bleue, que 1’on jette simul-
tanément. Si la piece rouge est Croix, le
joueur gagne, que la piece bleue soit
Croix ou Pile. Si la piece rouge est Pile,
on regarde la piece bleue. Si elle est
Croix, le joueur gagne, sinon il perd.
Pour convaincre de l’équivalence des
deux scénarios, on pourra faire [’arbre
pondéré de ce nouveau scénario, puis
effacer les deux branches « inutiles », ce

qui donne D’arbre du 1°' scénario. La

répartition 3/4 1/4 est établie, et elle est
conforme aux estimations obtenues avec
les premieres séries de simulations.
Enfin, on peut réaliser une simulation de
ce 2d scénario en exécutant 1’instruction
randn(0;1) + randn(0;1) ou
partEnt(randX2) + partEnt(randX2)*.

Le tableau ci-dessous montre la confor-

(R:B) 0:0) | Os1) | (1;0) | (L;1)
Somme 0 1 1 2
Issue obs. 0 1 2
Partie Gagnée ‘ Perdue

mité de 'instruction avec le scénario et
renforce la compréhension de la réparti-
tion 3/4 1/4.

Les résultats des séries de simulations
sont bien conformes a ceux obtenus dans
la simulation du 1€ scénario (les fré-
quences sont proches de 0,75). Dans cette
activité, les simulations ont eu a nouveau
un role central puisqu’elles ont permis
d’invalider la conjecture initiale (en éta-
blissant en particulier que la fluctuation
ne pouvait expliquer le décalage observé),
mais également de mieux comprendre le
raisonnement qui a prévalu pour résoudre

le probleme.

Parmi les inquiétudes initiales des profes-
seurs de seconde en 2000, il y avait celle
de penser que les éleves ne prendraient
pas au sérieux ces activités, estimant
qu’elles manquent de consistance et les
jugeant peu dignes du cours de mathéma-
tiques. L’expérience permet de faire un
démenti formel. Les questions qui émer-
gent chez les éleves sont souvent surpre-
nantes et pertinentes. De plus, cet ensei-
gnement est particulierement propice a
une démarche sous forme de travail en
groupe, de mise en commun, de débats,
étayés par une expérimentation qui inter-
roge sur la nature et le sens de la formali-

sation mathématique.
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