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~ la rentrée de ’année scolaire 1975-76, il y a déja plus de vingt cing
X\ ans, le bureau de la régionale APMEP d’Orléans-Tours décidait la

7MW création d’un bulletin régional qui avait pour objectif de renforcer la
commumcatlon entre les adhérents au niveau régional. Outre I’actualité de
I’enseignement des mathématiques dans I’académie, 1’annonce ou le compte
rendu de manifestations organisées par la régionale, notamment les Journées
Nationales de I’APMEP des 19, 20 et 21 septembre 1975, on pouvait y trou-
ver des articles de mathématiques rédigés par quelques collegues de la régio-
nale. Ce bulletin (intitulé BROT, Bulletin Régional d’Orléans-Tours) devait
étre I’amorce d’une nouvelle revue, rassemblant les forces de trois régionales
voisines : Poitiers, Limoges et Orléans-Tours (PLOT). C’est donc en 1975
que le premier numéro de PLOT a vu le jour. Rassemblant essentiellement
des articles de mathématiques, trés 1ié aux questions d’enseignement, chaque
numéro se voulait porteur d’un théme fédérateur parmi lesquels on peut
citer : Symétrie, spécial chaos, curiosité en mathématiques,horizons mathé-
matiques, mathématiques du ballon rond... Si les themes abordés furent tres
nombreux et divers, certains numéros ont rassemblés les comptes rendus
d’ateliers de diverses journées nationales, dépassant ainsi de loin le caractere
régional du début de la revue. On cite par exemple « Mathématiques a la
pointe » pour les journées bretonnes de Loctudy ou « Mathématiques en
révolution » pour les journées de Paris en 1989.

Si le contenu de la revue a évolué vers des articles a vocation nationale,
I’équipe de rédaction, essentiellement animée par Michel Darche, est restée
treés locale et I’élargissement a d’autres régionales a une époque n’a pas per-
mis d’atteindre les objectifs espérés : la formation d’une véritable équipe de
rédaction stable et productive. La petite équipe d’Orléans s’est, & la fin,
réduite & quelques bonnes volontés et n’a pu étre productive que par la téna-
cité et le dynamisme de son rédacteur en chef. Aprés 1’échec de tentative de
reprise de la revue par une autre équipe, souhaitée par la régionale, et comp-
te tenu des lourdes contraintes tant financieres que rédactionnelle qu’impo-
sait le maintien de cette publication, 1’assemblée générale de la régionale
d’Orléans-Tours réunie a Chateauroux en 1999 a décidé la cessation de cette
publication a I'issue de 1’année mondiale des mathématiques de 1’an 2000.

Quelques numéros ont €t€ publiés pour atteindre le défi des 100 numéros
réalisés en 25 ans et c’est avec un grand plaisir que la régionale a appris le
souhait de poursuite sous le titre PLOT (qui change de signification :
Partager Lire Ouvrir Transmettre) qui deviendra a partir de 2003 une revue
a Dintention des collegues de mathématiques en début de carriére.

A titre de souvenir, chaque numéro futur contiendra le petit texte suivant :
« Revue fondée par les régionales d’Orléans-Tours, Poitiers et Limoges en
mars 1976 ».

Jean Claude SACHET
Président le la Régionale APMEP
D’Orléans-Tours

1




Journées Nationales APMEP de Nice-2000

c une transmon

"équipe orléanaise de PLOT, animée, depuis de nombreuses années, avec beaucoup
de savoir-faire et d’intelligence par Michel Darche et son épouse, a décidé d’arréter.
s [1s ont su faire une revue de grande qualité, appréciée de ses lecteurs et ont droit aux
plus grands éloges.

Sur une proposition de Christiane ZEHREN, rédactrice en chef du bulletin vert, le bureau
et le comité ont décidé de reprendre ce titre prestigicux. C’est ’occasion d’exprimer la
forte volonté de I’APMEP de s’ouvrir davantage aux préoccupations des collegues, tout
particulierement les “débutants” 1 et d’étre encore plus efficacement & leur service. Dans
cette optique, une équipe spécifique, entourée d’un college de jeunes enseignants pour une
lecture critique des articles proposés, se met en place autour de Valérie LAROSE 2. Elle pré-
pare pour janvier 2003, la parution du futur PLOT. Ce sigle signifiera désormais :
Partager, Lire, Ouvrir, Transmettre. Il y aura 4 numéros par an, de 32 pages en A4, sous la
méme présentation que celle-ci, avec des articles courts, proches du “terrain” (complémen-
taires de ceux du bulletin vert) regroupés en rubriques nombreuse et variées.

Cette heurcuse concrétisation, en 2003, des intentions de I’APMEP devrait permettre
d’inaugurer une belle aventure qui favoriserait, en retour, la croissance et le nécessaire
renouvellement de 1’association. Tous les adhérents devraient s’y sentir mobilisés... et sou-
tenir PLOT par des propositions d’articles et des abonnements. Pour les y aider le n° 104,
premier PLOT 2003, sera offert a tous les adhérents, cependant que, entre autres “cadeaux”,
tous les PLOTS 2003 le seront aux nouveaux. Les conditions d’abonnement figureront sur
le serveur, la plaquette de rentrée, le BGV et Bulletin Vert de septembre, ces derniers
contiendront également le sommaire du n° 103.

En attendant, le présent numéro double 101-102 perpétue la tradition de ’ancien PLOT
puisqu’il propose les comptes rendus d’Ateliers des Journées Nationales de I’APMEP de
Nice 2000. Le n° 103 proposera ceux des journées Nationales de Lille 2001, il complétera
ainsi utilement le bulletin vert n°® 441 consacré presque entierement aux conférences de ces
journées. Ces numéros de PLOT seront vendus comme brochures, sauf pour ceux qui ont
souscrit un abonnement a “I’ancien PLOT” pour 2002.

Je vous laisse savourer la présente sélection d’Ateliers des journées de Nice. Elle en vaut
la peine! Mais, bon appétit, aussi, pour le futur PLOT.
Jean-Paul BARDOULAT

1 On peut débuter a tout 4ge, par exemple a 1’occasion d’une migration college-lycée.
2 ylarose @club-internet.fr - TéL. : 01 64 49 39 29
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AVIS A LA POPULATION

Ce numéro de PLOT, que vous avez entre les
mains, est consacré aux ateliers des
Journées Nationales de Nice (2000). Le pro-
chain sera consacré aux ateliers des
Journées Nationales de Lille (2001).

A partir de 2003, PLOT deviendra une revue
a l'attention des professeurs de mathéma-
tiques "débutants”, sans pour cela que les
"non-débutants” en soient exclus...
Participez a l'aventure du nouveau PLOT :
propositions d'articles, abonnements ... 1l
compte sur vous !

PLOT 101 - 102
~ SOMMAIRE
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Une enquéte effectuée aupres des
employés d'une entreprise, concernant
le sexe et le salaire, a donné les résul-
tats suivants, présentés dans un

a) Tableau de Carroll
salaire < 8 000 F | salaire == 8 000
femmes 400 300 } F
hommes 600 200
A

Notons P l'ensemble des employés de
l'entreprise, A l'ensemble des employés
dont le salaire est inférieur a 8 000 F et
F l'ensemble des employées de sexe
féminin.

Ces notations P, A, F représentent des

ensembles statistiques et ne doivent pas
gtre confondues avec les notations €2,
A, F, introduites ensuite pour désigner
les événements associés dans le mode-
le probabiliste.

Autres schémas possibles pour traduire
ces renseignements :

b) Diagramme de Venn :

A B
\

¢) Tableau de contingence

On peut compléter I'énoncé par un cal-
cul des effectifs marginaux, on obtient
un tableau de contingence des effec-
tifs :

salairet <8000 F | = 8000 F Total

A A par

SEXE S€XC

femmes F 400 300 700

hommes #| 600 200 800

Total par
tranche de | 1000 500 1500

salaire

ot ‘A désigne le complémentaire de A
dans la population P et on notera dans

la suite Z 1'événement contraire de A
dans le modele probabiliste.

d) Tableau de contingence des fré-
quences

De ce dernier diagramme, on déduit le
tableau de contingence des fréquences
absolues ou proportions de chaque par-
tie dans la population :

duquel on peut extraire quatre sous-
diagrammes donnant les fréquences
relatives :

salaire| < 8000 F | > 8000 F | fréquence
A A par
sexe sexe
4 3 Z
Femme F 15 15 15
Homme H 5 2z 3
15 15 15
fréquence
par 10 2 1
salaire 15 15
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diagramme de la répartition des sexes
parmi les employés qui gagnent moins
de 8000 F :

salaire| < 8000 F
A
sexe
4
Femme F 0

Homme H o

diagramme de la répartition des sexes
parmi les employés gagnant plus de
8000 F:

salaire| > 8000 F

A

sexe
3

Femme F

5
Homme H %

1

diagramme de la répartition des salaires
parmi les femmes :

salaire| <8000 F | > 8000 F
A A
sexe
4 3
Femme F 7 7 1

diagramme de la répartition des salaires
parmi les hommes :

salaire{ <8000 F | > 8000F
A A
sexe
6 2
L = 1
Homme H 3 3

PASSAGE AUX ARBRES

Le schéma en arbre nécessite le choix
d'un ordre dans la considération des
caracteres salaire et sexe dont les
modalités sont nommées a, a et f, 4. 11
y a donc deux arbres possibles pour les
effectif’s :

1500 1500
a a I h
1000 500 700 800
fAh f/\h al \a al \a
400 600 300 200 400 300 600 200

Desquels on déduit les deux arbres des
fréquences absolues :
1

a z i f h
10715 515 ¢ 715 8/15
W f /\h - af\a a/ \@

4/15 6/15  3/15 2/154/15 3/15  6/15 2/15
arbre A

Si la construction de ces arbres parait
naturellement issue des arbres précé-
dents et s'il est vrai que

4/15 + 6/15 = 10/15
etque 3/1542/15=5/15,
cela ne correspond pas a la spécificité
de l'arbre. En effet, sur I'arbre A on a
plutdt tendance a lire par exemple les
4/15 des 10/15 car dans ce schéma, le
caractere f suit le caractere a. Ces
arbres de fréquences absolues ne sont
jamais utilisés et il serait dangereux de
les présenter aux éleves. Il faut réser-
ver les arbres pour des schémas mul-
tiplicatifs et les tableaux pour les
schémas additifs.

On a aussi quatre arbres des fréquences
relatives que 1'on peut construire ainsi :

la 17 | 1f 1h
£/ \n f/\h L af\z af \a
25 3/5 35 2547 37 34 /4

‘
sous-arbre 1  sous-arbre 2!

Un arbre probabiliste ?
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| NOTES |

' Une situation statistique
donne lieu & une situation
probabiliste en introduisant
I'expérience standard : « pré-
levement au hasard d'un él¢€-
ment de la population P.

8 000 F = 1219,59 euros |

2 Ce dernier renseignement
est inutile pour construire
I'arbre 1, mais indispensable
pour l'arbre 2, comme on va le
voir dans les exercices qui
vont suivre. On peut déja
remarquer que, pour construi-
re un arbre, on peut ignorer
les effectifs ; seules les fré-
quences ou les proportions
sont indispensables

3 ixN est 1'espérance

3
mathématique de la variable
aléatoire binomiale du
nombre de réalisations de {a}
lorsqu'on répete N fois cette
expérience.

4 C'est Ie meilleur estimateur
d'apres la théorie statistique
de I'Estimation.

5 En réalité, cet énoncé repré-
sente la propriété selon
laquelle la probabilité con-
jointe P(A1NF1) est égale au
produit des probabilités
P(A}) X Py (Fy).

L'idéal serait de remplacer les deux
sous-arbres de I'arbre A précédent par
les deux sous-arbres 1 et 2 ci-dessus. 1l
faut alors contourner la difficulté¢ de
faire coincider la fréquence absolue de
a, 10/15 avec la fréquence lorsque a
sert de référentiel, c'est-a-dire 1. On
peut alors échanger sur l'arbre les posi-
tions des modalités et de leurs fré-
quences, on obtient ainsi l'arbre 1 ci-
dessous qui est un premier pas vers les
arbres probabilistes.

De I'expérience aléatoire
vers les arbres probabilistes

On choisit au hasard une personne
employée dans cette entreprise et on ne
s'intéresse qu'aux caractéres statis-
fiques sexe et salaire 1.

Pour mettre en évidence l'avantage de
'arbre par rapport au tableau, chan-
geons 1'énoncé en supposant que les
guatre renseignements initiaux sur
cette entreprise soient les suivants :

2/3 des personnes employées gagnent
moins de 8 000 F. Parmi elles 2/5 sont
des femmes et parmi celles qui gagnent
plus de 8 000 F, 2/5 sont des hommes.
7/15 des personnes employées sont des
femmes2.,

Désignons encore par a 1'événement
« la personne choisie est de caractere
a », de méme pour a , f, h. Le dérou-
lement des événements de cette expé-
rience aléatoire peut se représenter par
l'arbre 1 suivant :

2/3 1/3 7”5
a a E f h
2/5A3/5 3/5 AZ/S; 4//\3/7 3/4/\1/4
f h f h a a a a
arbre 1 : arbre 2

L'arbre 1 conduit a 1'univers :

Q={@f);an;(a,f);(a,n)

Pour nos éleves, on peut justifier 'attri-
bution de probabilités aux événements
élémentaires de Q de la maniére sui-
vante :

D'aprés la conception fréquentiste de la
probabilité, si on répete N fois cette
expérience a deux épreuves, on peut

. 2 ..
espérer? que 3 des N expériences

donneront @ (une personne qui gagne

moins de 8 000 F) puis % de ces

2 .
ng expériences donneront f (une

femme) donc %X% des N expé-

riences donneront {a, f}. Ce qui
conduit 2 estimer*
2 2 4
Pa fP=5%3 =15
si on note P la probabilité définie sur
Q.

Ce raisonnement conduit a cet énoncé :
« Sur l'arbre, la probabilité du couple
(a, f) s'obtient en multipliant les proba-
bilités successives de a et de f »°

D'ol la loi de probabilité associée a
cette expérience :

Q la Hla W (@hH)|@h
4 6 3 2
P({Q2}) S5 1

Ce raisonnement précédent se générali-
se a une expérience comportant n
épreuves aléatoires et conduit a cette
“regle d'arbres” :

« Sur un arbre, la probabilité d'un
n-uplet s'obtient en multipliant les
probabilités successivement rencon-
trées ».

Les deux arbres précédents sont des
schémas d'aide a la compréhension et a
la décomposition de 1'énoncé pour un
traitement adapté aux probabilités. Ils
nous ont également servi a suivre le
raisonnement précédent qui nous a
conduit a une premiere regle. Mais ils
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ne sont pas encore des arbres probabi-
listes. Pour cela, il faut définir avec
précision les différentes probabilités
qui interviennent et il faut également
donner des régles de construction et
d'utilisation de ces arbres qui soient
cohérentes avec la théorie des probabi-
lités.

Voici les deux arbres probabilistes qui correspondent 2 cette situation aléatoire et
dont les explications sont au paragraphe suivant :

15 ] 15

et d'utilisation -

dans les cas élémentaires

1 - Un arbre se fabrique et se lit de la
gauche vers la droite ou du haut vers le
bas. L'origine de l'arbre est I'événement
certain, l'univers Q sur lequel est défi-
nie une probabilité qui sera notée P.

Q

A A
P,(B)

B B B B

2 - Une branche représente un lien
probabiliste entre un événement A,
considéré comme antécédent, et un
événement B considéré comme succé-
dant a A. La probabilité notée sur cette
branche est la probabilité de B condi-
tionnée par la réalisation de 1'événe-
ment A.

Remarquons que cette définition s'ap-
plique dés la premigre branche puis-
quona:
P(ANQ)  PA
P (4) =—(W: % =P(A).

3 - Une succession de plusieurs
branches avec leurs événements est un
chemin. Au bout d'un chemin se trouve
une feuille, pas toujours indiquée, qui
représente I'événement conjoint des
événements rencontrés sur ce chemin et
sa probabilité est égale an produit des|
probabilités notées sur chacune de ses
branches.

événement| probabilité
P(4) , P(B) P(ANB)
Q—A2—"B| ANB
=P(A)x B (B)

4 - La conjonction, notée ANB, de deux
événements A et B étant commutative,
un chemin n'est pas ordonné.

Par exemple, on peut écrire :
P(ANB) = P(A)XP,(B)
=P(BNA) = P(B)xPz(A).

Ainsi, lorsque deux ou plusieurs arbres




Journées Nationales APMEP de Nice-2000

6 La régle 4 est souvent utili-
sée dans des situations de
passage d'un arbre a l'autre
encore appelées situations de
retournement (ou d'inversion)
de l'arbre probabiliste. Elle
permet d'illustrer la formule
de Bayes.

7 Voir A. TOTOHASINA
dans [9] ou un exercice vécu

traduisent la méme situation aléatoire,
la probabilité relative a une feuille peut
étre transférée d'un arbre a l'autre ou
aux autres.5

Pour illustrer des expériences aléatoires
moins élémentaires, on peut ajouter des
régles complémentaires comme les sui-
vantes :

5 - Sur un arbre, si les événements suc-
cédant & un événement A en forment

par J.P.Grangé€ dans [4]. L
une partition, alors la somme des pro-
babilités notées sur les branches qui
suivent A est égale a 1.
PAnBl(C) C —
P.(B) Bl\%mBl(O Py (O =P p (D=1
A PQ(BZ)B P (O

P~

: Si B, B,, B, forment une partition de A,

P,(B)+P,(B)+ P.B,)=P A =1

BB
Q
A
De cet arbre, on peut extraire le chemin
qui mene a I'événement feuille :
AnB NC:
événem' E probabilité P(E)
P@)  PB) P, 5O
Q B C |AnBNC |PA)X P,(B) X P, , (O)

6 - On dit qu'un arbre est complet si,
pour chacun de ses événements, les
événements succédant en forment une
partition. Sur un arbre complet, 1'en-
semble des chemins qui joignent Q a
un événement final représente des évé-
nements qui forment une partition de
Q, ainsi, la somme de leurs probabili-
tés vaut 1.

Par exemple, sur 1'arbre ci-dessus,
lorsque By, B,, B; forment une parti-

tionde A,ona:

P(ANB,NC) + PAANB,NC ) + P(ANB,) + P(ANB3) + P(A ) = 1

Ces dernigres régles donnent un apercgu
des difficaltés qui vont surgir si on veut
progresser dans la voie des arbres pro-

babilistes alors que, dans la voie
mathématique, les théoremes probabi-
listes, comme les définitions, sont
rigoureux et décontextualisés, c'est
donc vers elle qu'il faut peu a peu se
diriger. En ce qui concerne les arbres, il
serait donc préférable de s'en tenir aux
cas simples et ne pas croire que ceux-ci
sont un reméde a toutes les difficultés
rencontrées dans 1'enseignement des
probabilités. Comme toute représenta-
tion, I'arbre a ses limites et il engendre
ou renforce des conceptions réduc-
trices’, principalement la conception
chronologiste. Il existe d'autres repré-
sentations, comme les tableaux a
double entrée qui, eux aussi, sont une
aide efficace a la compréhension de
certaines notions en probabilités, mais
qui, eux aussi, ont leurs limites et leurs
conceptions réductrices.

D'aprés l'exercice commun 2 tous les
candidats du Baccalauréat S, sujet de
Nouvelle Calédonie, novembre 1997.

Un artisan est contacté a domicile par
ses clients sur appel téléphonique et
dispose d'un répondeur. On a constaté
que chaque jour entre 11 heures et
midi :

a) Quand l'artisan est absent, il
branche systématiquement le répon-
deur.

b) Quand il est présent, il le branche
une fois sur trois.

c) Quand un client téléphone, il a
quatre chances sur cing d'obtenir le
répondeur et une chance sur cing d'ob-
tenir l'artisan.

Un client téléphone a l'artisan un jour
entre 11 heures et midi.

Si 1'on veut aider les éléves a s'appro-
prier cette situation en tant que situa-
tion aléatoire, on peut poser la question
suivante qui est tout a fait dans I'esprit
du programme des classes de
Premitres : Indiquer les issues pos-
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sibles concernant cette expérience
aléatoire.

Pour les correcteurs, il est ensuite pré-
férable d'imposer des notations :

On note P la fonction probabilité asso-
ciée a cette expérience® et on note :

* R l'événement : « le client obtient le
répondeur » ;

* A l'événement « l'artisan est pré-
sent ».

Pour tout événement X, on note X
l'événement contraire de X.

L'objectif est de faire trouver aux éle-
ves la probabilité que l'artisan soit pré-
sent et on peut s'y prendre de plusieurs
facons :

Premiere facon

celle utilisée par l'auteur de 1'énoncé
initial :

1°) Déterminer la probabilité P(R),
ainsi que les probabilités condition-
nelles Py(R) et P—(R).

2°) Exprimer P(R) en fonction de
Py(R), P—(R) et P(A).

3°) En déduire l'égalité
42
—==PA)+1
5 =3 P4

et calculer la probabilité que l'artisan
soit présent.

Ce cheminement choisi pour obtenir
P(A) semble prévu pour étre résolu sans
l'aide de représentations mais principa-
lement en exploitant, grice a une cer-
taine expérience, les formules de pro-
babilités du programme. Les quelques
résultats dont je disposais au moment
des corrections montrent que ceci éva-
lue principalement une bonne mémoire
et une bonne aptitude au calcul algé-
brique, mais pas nécessairement une
bonne compréhension de la notion de
probabilité conditionnelle.

Solution attendue :

1°) D'apres I'énoncé, on a :

PR =% PR =1 et PRI =1.

2°) D'apres la formule des probabilités
totales :

P(R) = P(RNA) + P(RNA ) et
d'apres les probabilités conditionnelles,
on obtient :

P(R) = P(A) X P4(R) +P(A) x P=(R)
avec P(A)=1—P(A).

3°) En utilisant les résultats du 1°),
I'égalité précédente devient :

%:P(A)x;—+[1—P(A)]x1.
D'ou on déduit :

4 2
—=—PA)+1

5 3 A) +

- __1 .3\ 3
soit P(4) = 5 X( 2)_10

A T'aide d'un tablean

1°) Déterminer la probabilité P(R),
ainsi que les probabilités condition-
nelles P4(R) et P~ (R).

2°) On pose P(A) = x, exprimer en
fonction de x les probabilités P(ANR)

et P(ANR).
3°) En déduire P(A).

Ce cheminement pour obtenir P(A)
semble prévu pour étre résolu avec 1'ai-
de d'un tableau car dés qu'on propose
au candidat de poser la probabilité mar-
ginale P(A) = x, on lui permet de com-
pléter deux cases intérieures du tableau
(voir explication ci-dessous). Puis, en
appliquant la formule des probabilités
totales, de remplir ce tableau en entier,
donc de trouver une relation concernant
P(A). Dans cette situation, la démarche
est trés proche de la précédente et elle
nécessite aussi plusieurs questions
intermédiaires.

8 Cette précision est indispen-
sable comme on €crit « on note
f la fonction définie par ... ».
Sans cette précision, 1a lettre P
a tendance a étre pergue
comme une abréviation du mot
probabilité, d'autant plus que
I'événement de Q auquel elle
s'applique a lui aussi tendance
a étre confondu avec 1'événe-
ment au sens familier.
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Solution attendue :

1°) D'aprés 1'énoncé, on a :

P(R) =4 P,(R) =1 et PyR) = 1.

2°) Si on pose P(A) = x, on obtient le
tableau suivant ot I'on a complété en
caracteres gras la probabilité de I'évé-

nement contraire A ainsi que les pro-
babilités conjointes :

P(AYXP,(R) = x X A

P(ANR) = 3

et P(ANR)=P(A)XP; (R)
=(l-x)xl=1-x

A

X 1-x

| = S

= |

X 1-x

3°) D'apres les résultats précédents, la
formule des probabilités totales :

P(R) = P(ANR) + P(A NR)

) 4 1

d —=— -
evient 5 =3 x+l—-x
ce qui donne — 1__ ix
5 3

. 3

tx=—.
softx = 7o

A I'aide des arbres

1°) Dessiner deux arbres possibles
décrivant cette expérience aléatoire en
y faisant figurer les probabilités que
l'énoncé permet de connaitre, par

exemple P(R) = —

Ce cheminement, qui impose des
arbres pondérés comme outil de résolu-
tion, est trés directif, mais il est tout a
fait dans l'esprit de ce que pourrait &tre
un début d'énoncé de Baccalauréat a
partir de la session 1999. La représen-
tation en arbres est tout a fait justifiée
ici, car on reconnait dans 1'énoncé des

renseignements se traduisant par des
probabilités conditionnelles.

Solution attendue :

arhre 2

P(A/\ MA\P(R)— 1/5

A
P (R (R) P4 (R)
1/3 2/3

Le résultat 1/5 obtenu sur le second
arbre s'explique par :

P(R nA)=P(R)x P~ (A)=1/5

arbre 1

P (A)

D'ou la réponse, grdce au premier
arbre, en expliquant :

P( R MA) =1/5
P(A)xP,(R)=1/5
P(A)x23 =1/5

P(A) =1/5x%3/2=3/10.

Regardons un peu, comment ces trois
approches de la probabilité sont a 1'ori-
gine de ces différents cheminements.

Explications

La formalisation est, comme dans tout
domaine mathématique, la finalité de
cet enseignement des probabilités
conditionnelles mais elle n'est peut-étre
pas le moyen le mieux adapté pour son
apprentissage. Elle correspond exacte-
ment & la définition telle qu'elle est
imposée par les programmes :
P,(A) = P(;\mB)
(B)

C'est une définition d'essence ensem-
bliste, elle rassure car elle fait penser a
un quotient et rappelle, a tort, la formu-
le de Laplace dans le cas d'équiproba-
nombre de cas favorables Elle
nombre de cas possibles

bilité

se heurte trés vite au vide de connais-
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sances en théorie des ensembles des
éleves actuels auxquels on fait croire

que A = (ANB)U(AN B) est une évi-
dence, que 1'on justifie parfois comme
on peut a partir de la situation concrete
de I'énoncé. Il en est de méme pour
(AUB)NB = B, et que dire des lois de

Morgan telles que AUB =ANB pour
lesquelles le retour au diagramme de
Venn est le seul recours de l'enseignant,
mais est-il apte a convaincre les
éleves ?

Le tableau est une représentation assez
fréquemment choisie par les ensei-
gnants parce que c'est un peu Venn ou
plus exactement Karnaugh dans la
théorie des ensembles et qu'on le ren-
contre dans différentes parties des
mathématiques comme diagramme de
Veitch en algebre de Boole et comme
tableau de contingence et diagramme
de Carroll en statistiques et probabilité.
Ce dernier diagramme est fond€ sur la
formule des probabilités totalesl? :

P(AnB) + P(An B) = P(A), formule
additive, donc tres simple d'approche
pour les éleves. Elle correspond a la
compréhension suivante de la probabi-
lité conditionnelle :
P (4)=—LANB)
P(ANB) + P(ANB)
duit dans le cas ol il y a équiprobabilité
P,(A) = card(ANnB) _
card(ANB) + card(ANB)
Son avantage est de ne pas étre séquen-
tiel, c'est-a-dire de ne pas induire de
chronologie entre certains événements
et ses inconvénients majeurs sont :
1°) 11 renforce la conception cardinalis-
te par le calcul systématique d'une pro-
babilité par une fraction.
2°) On ne peut y faire figurer d'une
maniere simple et pratique des probabi-
lités conditionnelles, ce qui est particu-
lierement génant lorsqu'on veut faire
comprendre et utiliser cette notion.

qui se tra-

par

L'arbre probabiliste est la représenta-
tion la mieux adaptée pour exploiter

des probabilités conditionnelles car
dans des situations aléatoires chronolo-
gistes ou causalistes, il retrace la suc-
cession des événements comme ils sont
décrits dans 1'énoncé. L'arbre corres-
pond davantage & l'écriture suivante qui
donne la probabilité conjointe :

P(ANB) = P(B) X Pz(A) ou la probabili-
té conditionnelle Pp(A) apparait comme

coefficient multiplicateur inférieur a 1,
donc réducteur, ce qui est logique puis-
gu'elle intervient pour calculer la pro-
babilité de AnB qui est une partie de B.
Il convient également aux situations
ensemblistes grace auxquelles on com-
prend trés bien 1'existence de plusieurs
arbres pour une méme situation aléatoi-
re. Son inconvénient est que, dans des
situations chronologistes ou causalistes,
il empéche justement de concevoir le
second arbre. Ceci correspond a la dif-
ficulté épistémologique que rencontrentl
certains éleéves lorsqu'on leur pose la
question de déterminer la probabilité
d'une cause ayant observé un événe-
ment ultérieur.

L'exemple précédent montre comment
notre approche personnelle des proba-
bilités influence le questionnement
qu'on propose, oriente vers la représen-
tation éventuellement attendue et donc
impose la démarche vers la solution.

Conclusion

Pour résoudre un exercice de probabili-
té, il y a en général une des trois
approches décrites précédemment qui
est mieux appropriée que les deux
autres. L'enseignant doit donc surmon-
ter sa propre approche, qui est souvent

| inconsciente, pour proposer 2 ses

éléves des exercices ol interviennent
équitablement ces différentes facons.
C'est lorsqu'on a dépassé les différentes
facons de concevoir la probabilité qu'on
est arrivé au concept mathématique de
la probabilité.

10 1.a formule des probabilités
totales pour un systéme com-
plet d'événements n'est plus au
programme officiel des classes
Terminales S depuis 98, mais
dans le cas particulier de deux
événements et de leurs complé-
mentaires, il semble impro-
bable de s'en passer car c'est la
justification des tableaux qui
disparait.

11
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Si on choisit une représentation
congrue avec un énoncé, la solution
sera plus simple et ne nécessitera pas
une résolution comportant des incon-
nues ou des questions intermédiaires.
Parmi ces représentations, les arbres
probabilistes sont des supports tres
pertinents pour organiser des données,
s'approprier certains énoncés et élabo-
rer les raisonnements a mettre en
ceuvre, en particulier en probabilités
conditionnelles. Ils fournissent une
aide tres efficace a la compréhension
des concepts et a 1'assimilation des
théoremes ou formules de probabilités.

B. PARZYSZ dans [8] et dans [1] p. 233
a 238, valide l'arbre en tant qu'outil de
résolution de problémes, en explicite
des régles de traitement et de conver-
sion, il en indique la portée et les
limites. Il ne faudrait certes pas abuser
des arbres car des éleéves pourraient
croire que l'objet de l'apprentissage est
le mode d'emploi des arbres, le concept
de probabilité conditionnelle ne serait
alors pas acquis. Il y aurait évitement
de 1'obstacle qui ne serait donc pas sur-

monté comme le signale M. HENRY
dans [6].

Il apparait donc souhaitable que les
éleves sachent utiliser d'autres supports
visuels comme les tableaux a double
entrée (diagramme de Carroll) qui ont
'avantage de ne pas étre séquentiels. Il

semble également souhaitable qu'ils
voient l'utilisation des arbres, pondérés
ou non, dans d'autres situations, par
exemple les dénombrements.

Concernant ces schémas et ces outils
en Probabilités, d'importantes ques-
tions pédagogiques se posent :

* Notre enseignement peut-il se satis-
faire du choix par 1'éleve de la repré-
sentation-outil la mieux adaptée a la
situation aléatoire rencontrée ? ou
encore ;

* Doit-on enseigner systématiquement
ces outils et leurs fonctionnements, et
entrainer les éleves a passer de 'un aux
autres comme le proposent C. DUPUIS
et S. ROUSSET-BERT dans [2] ?

Remarquons que ces questions se
posent également en Analyse avec les
représentations graphiques et d'autres
schémas comme les tableaux de varia-
tion.

Il semble que l'enseignant doit princi-
palement garder présent a l'esprit que
toutes ces représentations, aussi perti-
nentes et formatrices soient-elles, doi-
vent &tre passsageres pour peu a peu
laisser place a 1'écriture formelle des
calculs probabilistes, relevant d'une
compréhension en profondeur et seule
garantie de la validité mathématique
des résultats obtenus.
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Quelques exemples « vu a la TV », qui
souleve des questions que 1'on peut
aborder en quelques secondes :

» Bulletin météo : « nous aurons 2° au-
dessus des normales saisonnieres »

2° degrés au-dessus des normales sai-
sonniéres, est-ce anormal ?

* Ariane 5 : Envoyé spécial France 2,
juste avant le cinquieme lancement de
la fusée Ariane : «Les ingénieurs sont
trés tendus, ils savent qu'il y a une
chance sur deux pour que le lancement
soit un échec. En effet, sur les quatre
premiers lancers, deux ont été un
échec. »

La probabilité d'un échec est-elle
constante ?

Et méme si elle était constante, 2
échecs sur 4 permettraient-ils d'en
conclure qu'il y avait 1 chance sur 2
pour qu'il y ait un échec ?

Les 4 lancers représentent un échan-
tillon de quelle population ?

o Sécurité routiere:« En 1999, les nou-
velles mesures de sécurité routiere ont
permis de sauver 547 vies. »

Si ces mesures n'avaient pas été prises,
aurions-nous observé exactement le
méme nombre de morts ? Sinon, aurait-
il été plus grand ou plus petit ?

théorique dont on connait la distribu-
tion des fréquences :

- On observe et on quantifie expérimen-
talement la fluctuation sur des échan-
tillons de méme taille.

- On observe et on quantifie l'effet de
taille sur la fluctuation d'échantilionna-

ge.

* On ne connait pas la loi de probabi-
lité, on réalise une étude statistique sur
des échantillons pour l'estimer, avec
toute la prudence qu'impose la fluctua-
tion d'échantillonnage.

» Dans les thémes d'étude, on exprime
cette incertitude par l'utilisation des
intervalles de confiance & 95%.

. 1 1
L'intervalle |f - — ; f + ——| estune
Er ! W]

forme simplifiée de l'intervalle :

Ec_l,%J F=0) o gef J=0) ]
n n

Cela donne des intervalles trés voisins
pour 0,3 < f < 0,7, et des intervalles
trop pessimistes (trop larges) sinon.

Remarque :

i
n Vn_

seconde fea e

seconde

* On connait la loi de probabilité,
c'est-a-dire que 1'on a choisi un modele

*11 fiches de statistiques, dans le
document d'accompagnement du pro-
gramme de seconde.

Egalement disponible sur le site :
http://www.cndp.fr/lycee/maths

Deux sites & ne pas négli-
ger:
http://www.cndp.fr/lycee/
maths
http://www.ac-grenoble.
fr/maths

13
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* Edition augmentée 2001
Brochure APMEP n°138

ENSEIGNER LA STATISTIQUE AU
LYCEE ! DES ENJEUX AUX
METHODES.

Jean-Louis Piednoir

et Philippe Dutartre

IREM Paris Nord 2001
co-diffusion APMEP

14

* Statistique en seconde a la rentrée
2000, brochure de I'APMEP, par
Pascale POMBOURCQ*.

« Statistique de seconde, brochure de
la Régionale APMEP de Grenoble, 22
pages (sans programme)

Disponible sur le site :
http://www.ac-grenoble.fr/maths/

* Simulation d'expériences aléatoires
pour la classe de seconde, IREM de
Paris Nord (sur TI, Casio, Excel).

* Statistiques, phénomeénes aléa-
toires, fluctuation d'échantillon-
nages, par Alain Soléan, professeur au
lycée H. D'Estienne d'Orves a Nice
(sur TT).

*Un livre :

STATISTIQUE, économie, gestion,
sciences, médecine.

Thomas H. et Ronald J. WONNACOTT
(ECONOMICA).

* Une revue :

LE HASARD

Dossier Pour la Science (Avril 1996)
8 rue Férou, 75278 PARIS Cedex 06.

a - Fixer la précision de l'arrondi
Ex 1 : Pile ou face

Régler la calculatrice en mode Fix 0
puis exécuter la commande rand.

Ex 2 : Theme d'étude “Filles et gar-
cons”.

Régler la calculatrice en mode Fix 4,
puis appuyer sur rand

(chiffre 5). Dés qu'un garcon apparait
(chiffre impair), on arréte.

On peut alors remplir un tableau du
type :

F/G | 4G {3F1G|2F1G|1F1G| 1G | Tot.
Nbre 50

b - Utiliser les listes, la commande
Seq, les commandes de test

Seq(expr, variable, valeur
initiale, wvaleur finale,
pas)

Seqg(N2, N, 1, 100, 1) génere

la suite des carrés de 1 a 100.

Exemple : Combien de fois 6 dans
100 lancers d'un dé ?

Dans I'écran de calcul, on tape :
Seg(RandInt(1l,6), N, 1,
100, 1) — L1

Puis L1=6 —> L2

Cette ligne teste si chacun des nombres
de la liste 1 est égal a 6, et, pour cha-
cun d'eux, renvoie 1 si c'est le cas et 0
sinon. La liste 2 ne contient donc que
des 0 ou des 1. On peut voir le résultat
dans I'éditeur de listes (STAT Edit).

Puis :
Sum(L2)

Cette ligne calcule la somme de la liste
L2, donc le nombre de 1, et donc le
nombre de 6 de la liste L1.

On peut recommencer en rééditant les
lignes précédentes avec

| 2nd | | ENTER |

tapé plusieurs fois.

Sci Eng rand
loat 81 23ES67FET

- ar Pal Seqa
MulgELANR ot
SEEETAREM Simul

CEY atbl re”gi
8 Horiz G-T

SERO IS
Sl BT 00—

Codage : un chiffre pair pour une fille,
un chiffre impair pour un garcon. Par
exemple, le résultat 0.2541 correspond
a une fille (chiffre 2), puis un garcon
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5 - Exemples d'activités.
utilisant un programme
Programme SONDAGE

(voir en annexe)

+ Réaliser 10 sondages de taille 100,
représenter chaque fois la proportion
observée et l'intervalle de confiance.

* Quelles sont les valeurs extrémes
parmi les 10 valeurs obtenues, 1'éten-
due ?

» Combien d'intervalles ne contiennent
pas la valeur 55% ?

* Mémes questions sur l'ensemble des

résultats de la classe.

» Recommencer avec des échantillons
de taille 250.

Programme SONDAGE2

(voir en annexe)

» Réaliser 10 sondages de taille 100,
représenter a chaque fois la propor-
tion observée et l'intervalle de
confiance.

« Si la vraie propostion est dans tous
les intervalles, quelles sont les
valeurs possibles ?

» Dévoiler la valeur en tapant :

P X 100 ENTER

* La vraie proportion se trouve dans
combien d'intervalles ?

* Pour combien d'éleéves la vraie pro-
portion se trouve dans les 10 inter-
valles a la fois ?

Programme MENDEL
(voir en annexe)
Sur 132 croisements

Observé 35 67 30
Théorique 33 66 33

» Exécuter 10 fois le programme et
noter les résultats obtenus dans un
tableau comme ci-dessous :

» Dans la classe, combien de résultats
sont meilleurs que celui obtenu parl
Mendel ?

» Refaire un tableau, en prenant le cri-
tere des carrés :

A B C (A-33)?

(B—66)?

(C-33)?

Somme

35 67 30 4

9

14

On pourra utiliser les listes de la calcu-
latrice : on rentre les valeurs de A-33,
B-66 et C-33 dans les listes 1, 2 et 3.
On redéfinit ces listes en demandant le
calcul des carrés des valeurs, puis on
définit la liste 4 comme la somme des
listes 1, 2 et 3.

On classe la liste 4 par ordre croissant.
Conclusion.

Programme TOSCANE

(voir en annexe)

a - Expérience réelle

En dehors de la classe

» Lancer les trois dés jusqu'a ce qu'on
obtienne 10 sommes égales a 9 ou a
10, en notant le nombre de sommes
égales 4 9, et celui de sommes égales
a 10.

« Se regrouper a trois, quatre ou cinq
éleves et calculer, parmi I'ensemble
des sommes égales 2 9 ou 10 obte-
nues, la proportion de 9 et de 10.
Laquelle de ces sommes a-t-elle €t€ la
plus fréquente ?

« Calculer et représenter, sur le méme
graphique, les 12 intervalles de
confiance a 95%.

En classe

On recopie dans un tableau les propor-

tions observées par chaque groupe, et

le nombre d'éleves de chaque groupe.
(Tableau page suivante)

A | B ¢ |a-33B

— 66|

|C - 33| | Somme

35 67 30 2

1 3 6

» Combien de résultats sont meilleurs
que celui obtenu par Mendel ?

15
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0,54

0,46

.........

40 |

» Combien de groupes ont obtenu plus
de sommes 10 que de sommes 9 ?

* Comment calculer les proportions
globales de 9 et de 10 ?

“ |o Calculer et représenter, sur le méme

graphique, les 2 intervalles de
confiance a 95%.

b - Simulation sans programme

Seg{(RandInt (1, 6)
+RandInt (1,6)
+RandInt(1,6),I,1,100,1)
— L1
L1=9 — L2
L1=10 — L3
Sum(L2) — S
Sum(L3) —> T

* Calculer S+T, S/(S+T) et T/(S+T)

* Se regrouper a trois ou quatre éleves
et calculer, parmi I'ensemble des
sommes égales a 9 ou 10 obtenues, la
proportions de 9 et de 10. Laquelle
de ces sommes a été la plus fréquente
o

* Calculer et représenter, sur le méme
graphique, les deux intervalles de
confiance a 95%.

b’ ~ Simulation avec programme

* Exécuter le programme TOSCANE
(voir en annexe) en prenant N = 50
(= S+T).

* Suivre le méme plan de travail.

Epilogue :

On démontre que la proportion théo-
rique de la somme 9 est de 0,481 et que
celle de 1a somme 10 est de 0,519.

* Avec les listes de la calculatrice (ou
mieux, avec un tableur), calculer le
rayon et les bornes des intervalles de
confiance a 95% lorsque N (nombre
total de sommes égales 2 9 ou 10) est
égal a 20, 50, 100, 500, 1000, 5 000.

* Représenter, pour chaque valeur de
N, les deux intervalles de confiance
sur le méme graphique.

N.B. Les programmes ci-joints (saisis
sur une TI 83) sont groupés en un seul
fichier PRGMSTAT.83G. Avec le logi-
ciel TI Graph Link pour TI83, il faut
les dégrouper puis les transférer sur une
TI83 (céble Graph Link nécessaire).

Pour lancer un programme PRGM, puis
s€lectionner le programme, puis
ENTER

Pour interrompre un programme : ON

Pour relancer un programme : ENTER

Programmes de base :

Ces programmes sont destinés a étre
expliqués par le professeur, puis saisis
par les éleves pour une utilisation dans
un T.D.

On trouvera le détail de ces pro-
grammes en annexe 2.
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DE : Lance un dé cubique N fois, H; OE SUR °
affiche aprés chaque lancer, le nombre _%g
de 6 sortis et le nombre de lancers Done
effectués, puis, a la fin, la fréquence o
finale.

—
PIECE : Lance une pi¢ce N fois, ﬁ:gnEiEBE 1

5 1@ SUR
affiche, aprés chaque lancer, le nombre 1%2!
de PILES sortis et le nombre de lancers Done
effectués, puis, a la fin, la fréquence
finale.
‘|

DES : Répete N fois de l'expérience | [promDES 6]
suivante : Lance un dé jusqu'a ce que le N=za 1%
6 apparaisse, affiche le nombre de lan- i2
cers qui ont été nécessaires. Q, %%
Affiche a la fin, le nombre moyen de Done

lancers qui ont été nécessaires pour
obtenir le 6.

Programmes plus complets :

Ces programmes sont destinés a étre transférés sur les calculatrices des éléves par
le cable (ou bien sur celles d'une valise achetée par le lycée), pour une utilisation
dans un T.D., ou bien étre utilisés par le professeur pour animer sa classe.
Remarque : certains programmes modifient la configuration de la calculatrice.
Pour la restituer aprés utilisation du programme, il faut aller dans les menus
Mode et/ou Format.

DE6 : Lance 1 d¢ cubique N fois. On
visualise la progression du nombre de
sorties des différentes faces

/
Effectifs de chaque face / /
_________.-—-"

£
,.Il 1Yy ¥ 25 11 18 @

444 Il

1/6éme de 1'effectif total

Nombre de tirages —_—

GALTON : Simulation du lacher de 2F RBEWY
100 billes sur une planche de Galton a

7 niveaux. On voit les billes s'empiler
et les effectifs s'afficher l
s B 8 1

SOMMEA4 : Effectue N lancers de 3 paLaLl

dés tétraédriques, calcule a chaque fois ..
la somme des faces, puis représente
graphiquement la distribution des fré- e piaas o 99,
quences. =9 ¥=49

17
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SOMMES$ : Effectue N lancers de 2
dés cubiques, calcule, chaque fois la
somme des faces, puis représente gra-
phiquement la distribution des fré-
quences

PILE : Lancer d'une piece 300 fois, et
affichage de 1'évolution de la fréquence
des Piles sortis depuis le début. La
droite affichée a pour équation y = 0,5.
I faut exécuter la commande
ClrDraw entre chaque exécution si on
veut effacer le graphe précédent (mais
c'est intéressant d'en superposer
quelques-uns).

-

i e

o B

PILE2 : Méme programme que le pré- - 4438
cédent avec un partage d'écran, ce qui

permet d'afficher la valeur de la fré-

quence.

LOTO : A chaque appui sur Entrée, un —

numéro apparait. Puis la liste s'ordon-
ne. On peut rechercher la fréquence de
2 bons numéros, de 3 bons numéros,
des tirages avec 2 numéros consécutifs,
3 numéros consécutifs, etc.

i1 31 47 34 413 29

44 4> 17 29 31 34

SERIEG6 : Ce programme simule le
tirage au sort d'une série de N lancers
du dé, puis compte le nombre de sin-
gletons de 6, de doubletons de 6, de tri-
plets de 6, etc. contenus dans la série
obtenue.

La série de N lancers est mémorisée
dans L1. Le programme affiche la liste
L2 dans laquelle il y a : le nombre de
singletons de 6, puis celui de double-
tons de 6, de triplets de 6, etc.

Exemple

Par exemple, si L1={4625166235566646466},0naura

L2={22610000...},

soit 2 singletons, 2 doubletons et 1 triplet.

Dans I'exemple ci-contre, on a effectué 100 lancers du dé, on a obtenu 10 single-

tons de 6, 3 doubletons de 6 et 1 triplet de 6.
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SERIE : Ce programme est une varian-
te du précédent : il détecte tous les dou-
bletons, tous les triplets, etc. quelle que
soit leur valeur.

Ci-contre ; on a effectué 100 lancers du
dé, on a obtenu 11 doubletons, 3 tri-
plets et 1 quadruplet.

SERIEPF : Ce programme est encore
une variante de SERIE6, mais avec une
piece : il détecte tous les doubletons de
PILES ou de FACES, tous les triplets
de PILES ou de FACES, etc.

P
N=7"

4IIT1810.
Done

Ci-contre : on a effectué 50 lancers de
la piece, on a obtenu 4 doubletons, 3
triplets, 3 quadruplets, 1 quintuplet et 1
septuplet.

SONDAGE : On suppose que, dans la
population, il y a 55% d'avis favorables ;’;%‘i' A
4 une personnalité (P = 0,55). Ce pro-
gramme simule un sondage sur un
échantillon de taille N, calcule le pour-
centage F d'opinions favorables obser-
vées sur cet échantillon, et donne l'in-
tervalle de confiance a 95%.

57.0
P ENTRE
47.0 ET &7.0

En exécutant plusieurs fois ce program-
me en prenant N = 100, on pourra
observer l'étendue des valeurs obte-
nues, la valeur médiane, le nombre de

résultats a plus de 2 points du pourcen-
tage réel, I'écart moyen, etc. On pourra
représenter graphiquement les résultats
de ces expériences : en abscisse, le
numéro de 1'échantillon, en ordonnée la
proportion observée. On tracera pour
chaque échantillon, un segment centré

sur le point du graphique et représen-
tant l'intervalle de confiance. Lorsque
le vrai pourcentage sera dévoilé (voir
remarque plus haut), on pourra compter
les intervalles qui ne contiennent pas la
vraie valeur. On recommencera avec
des échantillons de taille 500.

1

W;f-l-

. 1
simplifiée [f - a—
VN
la valeur de P.

SONDAGE?2 : Cette fois, on ne connait pas la proportion réelle. Le programme
choisit au hasard une proportion P, comprise entre 0,3 et 0,7 pour que la formule

] reste valable. Le programme boucle en gardant

Attention : si le programme est interrompu, une nouvelle valeur de P est géné-
rée. On ne dévoile la proportion réelle qu'a la fin de 1'étude en interrompant le
programme (appuyer sur ON), eten tapant: P X 100 ENTER.
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PILFACE : Toujours sur le théme
« Intervalle de confiance », ce pro-
gramme répete 50 fois 1'expérience sui-
vante : Il simule 100 fois le lancer
d'une picce, calcule la fréquence de
PILES obtenus, trace le point de coor-
données (I, f), ou I est le numéro de
I'expérience et f la fréquence calculée.

Les droites d'équations y = 0,5 (fré-
quence théorique),

1 1
y=05- ety=0,5+——
Y100 V100

(soit y = 0,4 et y = 0,6) correspondant
aux bornes de l'intervalle de confiance,
sont également tracées. On peut ainsi
observer le nombre de points en dehors
de la bande.

Remarque : En principe, lors d'une
¢tude statistique, les intervalles de
confiance sont centrés sur chacune des
proportions observées sur les échan-
tillons, et on espere que la vraie pro-
portion (celle du modele théorique),

qui est inconnue, est dans cet interval-
le. Ici, par souci de simplicité, on a
centré tous les intervalles sur la valeur
théorique 0,5.0n pourra démontrer (ou
faire démontrer) aux éleves que :

| |
05c fo — - f4 L
EEC w ot wv]
e fe|05-— 05+
VN VN
@lO,S—f[<%

Si on modifie, dans le programme, le
nombre de lancers, il faut aussi modi-
fier les bornes de l'intervalle de
confiance.

ECHANT : Une liste de valeurs étant
entrée dans L1, le programme tire au
hasard un échantillon de taille P et le
place dans L2. Ce programme est utile
pour toutes sortes de test de fluctuation
d'échantillonnage (NB : sur TI82 ou
TI80, la dimension d'une liste ne peut
excéder 99, sur TI83, c'est 768).
Exemple : On rentre les carrés des 100
premiers nombres entiers dans L1
(avec la commande Seq, voir en
annexe 3), et on extrait avec ECHANT
un échantillon de taille 30. On compare
la moyenne de I'échantillon L2 avec
celle de la population L1.

CV
MEAML? 2eaz. 5

2)
ean e, pe6eeT
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ECHCARRE : Automatise et répete ce
qui est écrit dans l'exemple ci-dessus
(carré des 200 premiers nombres dans
L1, tirage au sort de 50 échantillons de
taille 30), et visualise au fur et a mesu-
re les moyennes des échantillons obte-
nus. A la fin, s'affiche la droite d'équa-
tion :

y = moyenne de (L1)
afin de comparer les moyennes des
échantillons avec celle de la popula-
tion. A 1'écran, Y varie entre 8 000 et
18 000 (la moyenne des 200 premiers
carrés est égale & 13 433,5).

TELEPATH : Ce programme termine
une activité dont le scénario est le sui-
vant :

Un éleve A lance une piece a I'abri du
regard d'un éleve B qui doit donner le
résultat, ceci 50 fois de suite. On calcu-
le ensuite le pourcentage de bonnes
réponses de B. On peut ensuite rempla- : "
cer A par la calculatrice (qui simule le | 1 ¢ programme TELEPATH remplace
lancer de picce), I'éléve B devine. Pour | 3 13 fois A et B sur 20 séries de 50
estimer s'il faut s'étonner de certains
taux de réussite (et donc d’en conclure
a des pouvoirs télépathiques de B), on | tg1e visualise un taux de 50% de
permute les roles : un €leve A lance la | rgyssite, les graduations verticales
piéce et la calculatrice « devine » le | sont de 10%. On voit bien qu'un taux

résultat (elle simule un choix au | ge réussite de 60% n'a rien d'excep-
hasard). tionnel.

lancers, visualise le taux de réussite
au fur et & mesure. La droite horizon-

ROBOT : Simulation d'une promenade
aléatoire. Un robot est sur une table
carrée et avance dans les quatre direc-
tions de facon aléatoire. Arrivé au bord,
il tombe et la partie s'arréte. Le nombre
de pas effectués s'affiche. On appuie
sur ENTREE pour repartir.

Le probléme posé aux éleves est le sui-
vant : Si on convient que j'ai gagné la
partie lorsque le robot fait au moins
quatre pas avant de tomber, quelles sont
mes chances de gagner 7 On essaie de
savoir par une étude statistique.
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Galilée (1564 - 1542)

22

MENDEL : Mendel, célébre scienti-
fique, pere de la génétique, a fait de
nombreuses expériences pour
convaincre de la validité des lois de la
génétique qu'il avait établies. Par
exemple, le croisement de "Aa" avec
"Aa" donne, selon sa thése, une des-
cendance théorique de "AA", "Aa" et
"aa" dans les proportions 1, 2, 1.

Sur les 132 croisements observés par
Mendel, il a obtenu la répartition 35,
64, 30, a comparer avec la proportion
théorique 33, 66, 33. Est-ce un "bon"
résultat ?

Pour le savoir, on prend 1'hypothese
que la proportion théorique 1, 2, 1 est
correcte, on simule 132 croisements,
on observe la distribution obtenue, et
on la compare 2 la distribution théo-
rique.

Le programme Mendel réalise cette
simulation, affiche les valeurs obtenues
et les écarts entre ces valeurs et les
valeurs théoriques. Il permet de recom-
mencer l'expérience un grand nombre
de fois.

{ELE-E 5T
-3

Il reste a convenir d'un critere pour éta-
blir dans quel cas on a obtenu un résul-
tat meilleur ou moins bon que celui de
Mendel. Un premier choix possible est
le suivant : en notant A, B, C les
valeurs obtenues, on peut calculer :

|A - 33| + [B - 66| + |C - 33|.

L'utilisation des listes de la calculatrice
ou d'un tableur permet d'automatiser le
calcul de ce nombre. On peut alors
compter combien de fois on a obtenu
un meilleur résultat que Mendel.

Remarques :

1 - On peut également rajouter dans le
programme, la ligne :
Disp
abs {(A-33) +abs (B-66) +abs (C-33)
2 - Un autre critre peut &tre également
(A -33)2 + (B - 66)%+ (C - 33)2 o0
I'on reconnait le carré de la distance
euclidienne dans un repere orthonor-
mal. Obtient-on le méme classement ?

-1 4}
flone

TOSCANE : Le Duc de Toscane a
remarqué que lorsqu'on lance trois dés,
la somme des 3 faces est plus souvent
10 que 9. Cela lui semblait contradic-
toire. En effet, d'apres lui, la somme 9
ou la somme 10 s'obtiennent de 6
facons différentes :

Somme 9 : 126-135-144-225-234-333
Somme 10 : 136-145-226-235-244-334,
A ses yeux, les sommes 9 et 10 ont
donc les mémes chances d'étre obtenues.
Galilée, dans un texte lumineux, donna
l'explication : chacune des possibilités
énumeérées ci-dessus n'a pas les mémes
chances de se produire. Il faut imaginer
que l'on peut différencier les trois dés
(en les supposant de couleurs diffé-
rentes par exemple).

Le résultat 126 a six manieres de se
produire : 126-162-216-261-612-621.
Le résultat 144 a trois manieres de se
produire : 144-414-441.

Le résultat 333 n'a qu'une maniere de
se produire : 333.

On trouve ainsi que la somme 9 peut se
produire de 25 mani¢res différentes,
toutes avec les mémes chances, mais la
somme 10 peut se produire de 27
manieres différentes.

Mais l'histoire ne s'arréte pas 1a. Nous
voyons que 1'écart entre les chances
d'obtenir 9 et 10 est faible ! Comment
alors le Duc de Toscane a-t-il pu obser-
ver expérimentalement ce résultat au
point que cela 1'a perturbé ?




Journées Nationales APMEP de Nice -2000

Apres une étude réelle (que 1'on peut
réaliser a la maison, avec mise en com-
mun des résultats), le programme TOS-
CANE permet de faire porter ['étude
sur un plus grand nombre d'expé-
riences. Il simule les lancers de 3 dés,
calcule a chaque fois la somme, comp-
tabilise le nombre de fois ou les
sommes 9 et 10 sont obtenues.
Lorsqu'on a obtenu N sommes égales a
9 ou 10, le programme affiche la fré-
quence de chacune d'elles.

En effectuant des séries de 100 lancers,
on pourra observer le nombre de fois
ol la fréquence de la somme 9 est
effectivement inférieure a celle de la
somme 10.

Epilogue
25 27

La répartition théorique des sommes 9 et 10 est ) et ) soit 0,481 et 0,519.

Si l'on prend W comme rayon de l'intervalle de confiance, on trouve :

N 10 20 50 100 500 | 1000 | 5000
1
— 0,316 | 0,223 | 0,141 | 0,1 |0,0447(0,0316(0,0141
VN
Intervalle de confiance | 0,165 | 0,258 | 0,340 | 0,381 |0,4381 10,4494 | 0,4669
pour S =9 0,797 | 0,704 | 0,622 | 0,581 10,527510,5126{0,4951
Intervalle de confiance | 0,203 | 0,296 | 0,378 | 0,419 |0,4743|0,4874 |0,5049
pour S =10 0,853 | 0,742 | 0,660 | 0,619 |0,5637|0,5506|0,5331

Remarque : Pour obtenir N sommes égales a 9 ou 10, il faut lancer 4N fois les
dés environ !

rogrammes de base "
_ ProgrammeDE | =~ '~ = Commentaires =
O—>P Initialise le compteur P 2 0
Input "N=", N Demande le nombre N de lancers
For(,1,N) Début de la boucle répétée N fois
IfrandInt(1,6)=6  (*) | Test: Sile nombre entier tiré au hasard entre 1 et 6 est égal 4 6
Then Alors
P+1—P Augmente le compteur P de 1
End Fin du test
ClrHome Efface I'écran
Disp P, "SUR", 1 Affiche 1a valeur de P, SUR, le nombre de tirages déja effectués I
End Fin de la boucle
Disp P/N Affiche le quotient P/N c'est-a-dire la fréquence

(*) sur TI82, taper : If Int(rand*6)+1=6

23
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Les commandes entre
crochets s'obtiennent par
la touche 2.

24

If randInt(0,1)=0 (*)
Then

P+1—>P

End

ClrHome

Disp P,"SUR",I

End

Disp P/N

0P Initialise le compteur P 20
Input "N=",N Demande le nombre N de lancers
For(I,1,N) Début de la boucle répétée N fois

Test : si le nombre entier tiré au hasard entre 0 et 1 est égal 2 0
Alors

Augmente le compteur P de 1

Fin du test

Efface 'écran

Affiche la valeur de P, SUR, le nombre de tirages déja effectués [
Fin dela boucle

Affiche le quotient P/N, c'est-a-dire la fréquence

(*) Sur TI82, taper : If

Int(rand*2)=0

O

ClrList

Input "N=",N
For(I,1,N)
0O—-P:.0—-R
While R<6
randInt(1,6)>R (*)
P+1—P

End

P—L1{I)

Disp P

End

Disp mean(LL1})

Efface le contenu de la liste L1
Demande le nombre N de lancers

Début de la premigre boucle répétée N fois

Initialise le compteur P 2 0, initialise la valeur deR a0
Début de la deuxieme boucle répétée tant que R<6
Range le nombre entier tiré au hasard entre 1 et 6 dans R
Augmente le compteur de tirages nécessaires de 1

Fin de la deuxi¢me boucle

Range le nombre de tirages nécessaires P dans la liste L1
Affiche le nombre de tirages nécessaires P

Fin de la premigre boucle

Affiche la moyenne de la liste L1.

(*) Sur TI82, taper : If Int(rand*2)=0

Input, Disp, ClrHome
For, If, End et Then
Lbl, Goto et Stop

Rand

RandInt(TI 80 et 83) (*)
Int

= <

and

KI/O =0PS

K CTL =MATH
K CTL Lletl2 et <
IPRB Xmin, Xmax etc. A Window
IPRB DrawF, & DRAW
INUM Pt-On @ POINTS
A ClrAllLists \:
ALOGIC

(*) Sur TI82, remplacer les commandes :

Rappel : pour interrompre un programme : ON

RandInt(0,n) par Int(Rand*(n+1))
RandInt(1,n) par Int(n*Rand)+1
Pour relancer un programme : ENTER

Syntaxe : Seq(expression, nom de la variable, valeur initiale, valeur finale, pas)

Sur TT 83, le pas n'est pas indiqué, il est égal a 1 par défaut.

Exemples : Seq(N2,N,1,100,1) génere la suite des carrés des entiers de 1 a 100
Seq(N,N,1,100,1) génere la suite des entiers de 1 a 100

Seq(N,N,1,100,1)—L1 remplit la liste L.1 des entiers de 1 & 100.
Seq(RandInt(1,6),N,1,100,1) génere une liste aléatoire de nombres entiers de 1 a 6.
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Le « test de conformité d’une propor-
tion », figure dans le programme du
module D11 (Mathématiques appli-
quées et statistiques) en filiere BTS de
I’enseignement agricole. Sa mise en
ceuvre avec les étudiants n’est pas tou-
jours sans embiiche des qu’il s’agit de
déterminer la loi de probabilité a partir
de laquelle on élabore la régle de déci-
sion.

L’objectif de I’article est de présenter
trois possibilités d’élaboration de cette
regle : a partir de la loi de probabilité

« exacte » de la variable de décision
retenue ou d’une loi normale qui per-
met d’approcher les valeurs numé-
riques de la loi « exacte », 1’approxi-
mation étant réalisée avec puis sans
correction de continuité.

Une machine est considérée opération-
nelle si sa fabrication ne contient pas
plus de 6% de pieces défectueuses.

On préléve au hasard dans cette fabri-
cation un échantillon de 200 piéces. La
fabrication étant supposée de grande
taille, on admet que cet échantillon est
un échantillon aléatoire simple. Il
contient 17 pieces défectueuses.

Est-il possible, au seuil de risque 0,05,
de conclure que la machine n’est pas
opérationnelle ?

Notations :

Soit p la proportion de pieces défec-
tucuses de la fabrication. Ce nombre p
est une valeur certaine mais inconnue.
Soit F la variable aléatoire qui, pour
chaque échantillon aléatoire simple de
taille 200, extrait de la fabrication,

QUELLE _iE

prend pour valeur la proportion de
picces de cet échantillon qui sont
défectueuses.

Premiére proposmon i
de corrlge '

Nous envisageons dans cette proposi-
tion de prendre en compte la loi de pro-
babilité « exacte » de la variable de
décision retenue en mettant en ceuvre
un test binomial, qui n’est pas explici-
tement au programme du module D11.
1. Formulation des hypotheses du test:
H; : "la machine n’est pas opération-
nelle" (hypothese déduite de la ques-
tion posée),

H, : "la machine est opérationnelle".
H,:p>0,06;

Hy: p =0,06.

C’est-a-dire

2. Nature du test :
D’apres la formulation de H; le test est

unilatéral 2 droite.

3. Variable de décision sous Hy

La variable aléatoire nF, que nous
notons X, est la variable aléatoire qui,
pour chaque échantillon aléatoire
simple de taille 200, extrait de la fabri-
cation, prend pour valeur le nombre de
picces de cet échantillon qui sont
défectueuses. Cet échantillon étant un
échantillon aléatoire simple, X est de
loi binomiale.

Sous I’hypothese Hy, , la variable aléa-

toire X est de loi binomiale B(n ; pg)
avec n=200et pqy=0,06.

— Choisissons X pour variable de
décision.

Cet article est extrait du
bulletin n°10 du Groupe
de Réflexion  sur
I'Enseignement de la
Statistique dans l'ensei-
gnement agricole
(GRES).

Adresse du site :
http://enfa.mip.educagri.
fr/enfadraf/gres/.

ENFA : Ecole Nationale
de Formation
Agronomique.

G.R.E.S. Groupe de
Réflexion sur
I'Enseignement des
Statistiques.

(dans l'enseignement
agricole)
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4. Valeur critique :

Le seuil de signification du test est
o = 0,05. Le test est unilatéral a droite.
Donc la valeur critique pour X est le
plus petit nombre entier naturel k tel
que P(X = k) < 0,05.

Ce nombre, que nous notons k,, est
donc le plus petit nombre entier naturel
ktel que P(X < k) = 0,95 c’est-a-dire
tel que PX=k-1) =095 car X est
une variable aléatoire discréte.

¢ Usage du tableur Excel pour
déterminer k.

Détermination par balayage :

I I
p 200
P) 0,06
k-1 P(X<k—1)
17 i 09429
18 "y 09672
/

LOLBINOMIALE(LC(-1);L1C3;L.2C3;1)

Détermination directe :

G 3
n 200
p 0,06
I-o 0,95
ke—1 |y 18
—

CRITERE.LOLBINOMIALE(LIC3;L2C3;L3C3)

26

On obtient donc &k, = 19. C’est la

valeur critique pour la variable aléatoi-
re X.

S. Regle de décision :
Relativement a la variable X, la zone de
rejet de "hypothese Hj au seuil de

risque 0,05 est [19 ; 200].

6. Décision :

L’échantillon prélevé contient 17
pieces défectueuses. Ce nombre
n’appartient pas a la zone de rejet de
H, . Donc, au seuil de risque 0,05, au
vu des 200 observations, 1l n’y a pas

lieu de rejeter Hy,.

Au seuil de risque 0,05, au vu des 200
observations, on ne peut pas conclure
que la machine n’est pas opération-
nelle.

Denxi¢me proposition

de corrigé

Dans la démarche précédente, nous
avons utilisé la loi de probabilité
« exacte » de la variable de décision
retenue. La taille de 1I’échantillon préle-
vé est assez grande (n = 200) pour
envisager une approximation de cette
loi par une loi normale.

La mise en ceuvre « usuelle » d’un test
de conformité d’une proportion consis-
te a réaliser une approximation sans
correction de continuité de la loi de
probabilité « exacte » de la variable
aléatoire discréte F par une loi norma-
le. On peut présenter cette mise en
ceuvre de la facon suivante :

Mémes étapes 1. et 2. que dans la pre-
migre proposition de corrigé.

3. Variable de décision sous H, :

Sous I’hypothese Hy , nF est de loi
binomiale B(n ; pg) avec n = 200 et
po = 0,06.

L’espérance et la variance de nF sont
respectivement :

E(nF)=npy et V(nF) =npy(l - pp).
Donc celles de F sont respectivement :
E(F) =pg=0,06
et V(r) =22 = 0,000282.

— Choisissons F pour variable de
décision.

n est assez grand pour admettre que la
loi de probabilité de la variable aléatoi-

re F peut étre approchée par une loi
normale.

Sous ’hypothese Hy,, cette loi est la
loi normale N(0,06 ;  0,000282 ).
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Il en résulte que la variable aléatoire U,

définie par U = F;O’%, est

v 0,000282

approximativement de loi normale
N(@O; 1).

4. Schéma de décision et valeur cri-
tique :

I1 s’agit de représenter graphiquement
le seuil de signification o du test et la
zone de rejet de Hy et de déterminer la

valeur critique pour U.

A

o
0 1,65 U
0,0877
non rejet de H, rejet de H,)

Seuil de signification : o = 0,05.
Le test est unilatéral a droite.
D’apres la table de la fonction de répar-
tition de U :
P(U > 1,64) > 0,05
P(U > 1,65) < 0,05
La valeur critique pour U est donc
1,65.
D’ou la valeur critique pour F :

0,06 + 1,65 x  0,000282 =0,0877
a 104 pres
S. Regle de décision :

Relativement a la variable F, la zone de
rejet de 1’hypothése Hy au seuil de

risque 0,05 est [0,0877 ; 1].

6. Décision :

La proportion de pi¢ces défectueuses
dans 1’échantillon prélevé est égale a
17/200 soit 0,085.

Cette proportion n’appartient pas a la
zone de rejet de Hy .

Donc, au seuil de risque 0,05, au vu des
200 observations, il n’y a pas lieu de
rejeter Hy .

Au seuil de risque 0,05, au vu des
200 observations, on ne peut pas
conclure que la machine n’est pas
opérationnelle.

de corrigé

L’application de la correction de
continuité lors de 1’approximation de
la loi de probabilité¢ de F' par une loi
normale, permet "d’améliorer” cette
approximation. On peut alors présenter
la mise en ceuvre du test de la facon
suivante :

Mémes étapes 1. et 2. que dans la pre-
miére proposition de corrigé.

3. Variable de décision sous Hy :

Sous I’hypothese Hy, , la variable aléa-
toire nF, que nous notons X, est de loi
binomiale B(n ; py) avec n = 200 et
po = 0,06. L’espérance mathématique et

la variance de X sont respectivement :
EX) =npy=12

et V(X)=npy(1—po) = 11,28 .

— Choisissons X pour variable de
décision.

n est assez grand pour admettre que la
loi de probabilité de la variable aléatoi-
re X peut &tre approchée par une loi
normale. Sous I’hypothese Hy, , cette

loi est la loi normale N(12 ;v 11,28 ).

Soit Z une variable aléatoire de loi nor-

male N(12 ; /11,28 ). Il en résulte
que la variable aléatoire U définie par

Z-12 )
=———— est de loi normale

v 11,28

centrée réduite N(O ; 1).
4. Valeur critique pour X :

Le seuil de signification du test est
o = 0,05. Le test est unilatéral & droite.
Donc, la valeur critique k, pour la
variable aléatoire X est le plus petit
nombre entier naturel non nul %, tel que
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Cette présentation
peut, par exemple,
étre faite lors d’une
séance de travaux
dirigés avec 1’outil
informatique (usage
d’un tableur) ou la
calculatrice (avec loi
binomiale intégrée),
d’autant plus que la
démarche mise en
ceuvre ici est confor-
me a la méthodologie
exposée dans les
recommandations
pédagogiques qui ac-
compagnent ce pro-
gramme.
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P(X = k)< 0,05.

En appliquant la correction de conti-

nuité lors de I’approximation de la loi

de probabilité de X, on a :
PX=k)=P(Z>k-0,5).

Donc la valeur critique &, est le plus

5. Régle de décision :

Relativement a la variable X, la zone de
rejet de I’hypothése Hj au seuil de
risque 0,05 est [19 ; 200].

6. Décision :

L’échantillon prélevé contient 17
pieces défectueuses. Ce nombre

n’appartient pas a la zone de rejet de
Hg. Donc, au seuil de risque 0,05, au

petit nombre entier naturel non nul % tel
que P(Z > k — 0,5) = 0,05 c’est-a-dire
k-05-12

v 11,28

La fonction de répartition de U est
strictement croissante, donc k. est le

tel que PU > )< 0,05.
vu des 200 observations, il n’y a pas

lieu de rejeter Hy,.

plus petit nombre entier naturel non nul
k-0,5-12
v 11,28
k>18,04. D’ou k., = 19. La valeur cri-
tique pour X est 19.

Au seuil de risque 0,05, au vu des
200 observations, on ne peut pas
conclure que la machine n’est pas
opérationnelle.

k tel que > 1,65, soit

' Conclusion

Pour comparer ces trois démarches, on peut, par exemple, exprimer la zone de
rejet de I’hypothese relativement & la variable aléatoire binomiale nF :

Démarche Zone de rejet de H,
1) Approximation (numérique) de la loi de nF sans
correction de continuité. [18 ;200]
2) Approximation (numérique) de la loi de nF avec
correction de continuité. [19 ; 200]
3) Pas d’approximation de la loi de nF. [19 ; 200]
P . Pl -py)
Par contre, si ’on choisit py = 0,05 alors % =0,0154 2 10™* pres.

Dans ce cas, la zone de rejet de Hy est la méme pour les trois démarches, & savoir
[16 ; 200].

En poursuivant la simulation a I’aide d’un tableur, on observe que pour certaines
valeurs de py , la zone de rejet de H, est la méme pour les trois démarches et que
pour d’autres valeurs de py, la zone de rejet de Hy déterminée par la premiere
démarche contient celle qui est déterminée par les deux autres démarches.

Alors, quelle attitude adopter face a nos étudiants dans le cadre d’un test de
conformité d’une proportion ?

5765 D436
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Dans une population, le pourcentage
des individus qui posseédent un caracte-
re A estp.

On préleve dans cette population un
échantillon aléatoire simple de taille #.
On appelle f le pourcentage d'individus
possédant le caractere A dans I'échan-
tillon et F la variable aléatoire d'échan-
tillonnage correspondante.

Nous allons traiter le cas ol n est
“grand’.*

Dans ce cas donc, la loi de probabilité
de F est approximativement la loi nor-
male de moyenne p et d'écart-type :

| p(-p)
n

On note u le nombre tel que
Du)y=1-0/2

ol @ est la fonction de répartition de la

loi normale centrée réduite.

On a alors :
1_—
p(p_u [ pA-p) _ .
n
1—
<p+ p(np) >=1—0c (1)
d'ou

p(F_u /p(ln_p) <
<F+u /Lln_i) )=1~0c

Cette derniere égalité ne permet pas de
construire un intervalle de confiance

pour p, car celui-ci figure dans les trois
membres de la double inégalité.

Comment faire 2

Dans certains ouvrages, on lit :

“On ne connait pas p, mais on en
connait une estimation, c'est f. On
remplace donc p par f dans les
bornes de l'intervalle et l'on obtient
un intervalle de confiance a (I — o)
avec la formule : (2)

Il y a la une sorte de tour de passe-
passe un peu rapide. Essayons d'aller
plus loin.

Une autre possibilité consiste a trouver
un intervalle indépendant de p conte-
nant, quel que soit p, l'intervalle :

[F_u / p(l};p) ; F+u/ p(ln—m ]

Pour cela, il suffit de remarquer que,
pour tout p, p(1 — p) est inférieur a 1/4.
On obtient donc l'intervalle de confian-
ce aléatoire :

o o]

on est slir que :

F : <p< F+ ® 1s1
mais la précision (c'est-a-dire 1'amplitu-
de de l'intervalle) n'est pas la meilleure.
Remarque : Ce résultat permet de

comprendre la formule donnée dans le
premier Théme de Statistique du nou-

(*) Que se passe-t-il
pour les petits échan-
tillons ? Les lois nor-
males ne seraient plus
d'un grand secours. 11
faudrait donc travailler
avec des lois binomiales.
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(*) Si on appelle [a,, ; b,,]
l'intervalle (2) et [a’,;b’,]
l'intervalle (3), on
démontre assez facilement

que (a, —fret(a’,-f)
d'une part, (b, — f) et
(b’, — f) d'autre part, sont

équivalents lorsque n tend
VEIS + oo,

(**)P. DAGNELIE :
Statistique Théorique et
Appliquée.
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veau programme de Seconde, appli-
cable a la rentrée 2000. Dans l'explica-
tion de ce théme consacré aux “four-
chettes” ou intervalles de confiance
d'une proportion, on lit :

“... on incitera les éléves a connaitre
l'approximation usuelle de la fourchet-
te au niveau de confiance 0,95, issue
d'un sondage sur n individus (n > 30)
dans le cas ou la proportion observée

P est comprise entre 0,3 et 0,7, a

savoir

~ 1 ~ 1 »
_—_— + —_—
[” m P Jﬁ}
P représente la proportion constatée

sur 1'échantillon et n la taille de
I'échantillon. On comprend donc la
simplification du 1,96 (notre u pour
95%) avec le 2 du dénominateur.

Une autre solution consiste & résoudre
de maniere rigoureuse la double
inéquation en p de la relation (1) :
I'événement
F-p
<u

| p(1-p)
n

est égal a I'événement

F-p

| p(1-p)
n

nous allons résoudre cette inéquation
du second degré en p, qui peut s'écrire :

(n+ u2)p? — 2nF + ud)p + nF2 < 0.

—u<

2

< u?

Le coefficient du terme du second
degré de ce trindbme du second degré en
p est strictement positif, donc, si le dis-
criminant de ce trindme est positif,
I'ensemble des valeurs de p solutions
de l'inéquation est 1'ensemble des
valeurs comprises entre les deux
racines du trindme.

Calculons le discriminant :
A=(2nF + u?)? —4(n + u2)nF?

A =4n?F? + 4nFu? + u* — 4n?F?

— dnu’F?
A=4n?F(1 - F) + u*
F prenant des valeurs comprises entre 0
et 1, cette quantité est strictement posi-
tive, donc le trindme admet les deux
racines suivantes :
nF + u?) - J4nF(1 - F) + u*

2(n + u?)

QnF +u?) + {4n®F(1 - F) + u
2(n + u?)
d'ou l'intervalle de confiance :

|: Qnf + u?) -] 4mf(1 - + v’

2n + ) ;

et

Qnf+ &)+ 3fl—) + J
2(n + u?)

en essayant de simplifier un peu ces

expressions (division par 2z des numé-

rateurs et dénominateurs et extraction

de u des radicaux) on obtient : (3)

f+;—;—u\/f(1_f) L0

n 4n*
1+l2 |
n
u? -0
I+ 2n +u\/ n 4
1+i2
n

On constate que, pour obtenir l'inter-
valle de confiance (2), on est amené a
négliger certains termes(*).

Lorsqu'on utilise la formule :

on proceéde a deux approximations :
I'approximation d'une loi binomiale par
une loi normale, et le fait de négliger
certains termes dans la formule (3).

C'est pour cette raison que, dans cer-

tains ouvrages(**), on préconise les

conditions suivantes :
nf=20etn(l-f)=20.4)

Remarque : Le probleme qui se pose
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ici est de nature trés différente de celui
qui se pose pour l'intervalle de confian-
ce d'une moyenne lorsque 1'écart type
de la population n'est pas connu. Ce qui
fait la spécificité du cas des proportions
est le fait que p se trouve dans les trois
membres de 'inégalité, il ne s'agit donc
pas de remplacer, dans les deux
membres extrémes p par son estimation

f ni pd -p) par son estimation, qui
n

serait fa-H (en utilisant un estima-

n—1
. o p(l=
teur non biaisé), ni M par une
estimation.

11 est d'ailleurs & remarquer que, s'il est
pratique de dire aux éléves pour une
moyenne, lorsque 1'écart type de la
population n'est pas connu : « on rem-
place o par son estimation et on utilise
une loi de Student », ceci ne correspond

pas a la réalité mathématique qui est
derriere(*). De plus, S est un estimateur
biaisé de ©.

Exemple : déterminons les intervalles
de confiance avec les formules (3) puis
(2) pour un échantillon sur lequel on a
constaté une proportion f = 0,8, le pre-
mier de taille 50, le deuxieme de taille
100. On obtient :

taille 50 : [0,669 6 ; 0,887 6]
et [0,689 10,910 9]

pour l'approximation.

taille 100 :  [0,711 2 ;0,866 6]

et [0,721 6 ; 0,878 4]
pour l'approximation.

On constate une meilleure approxima-
tion pour n = 100.

A titre d'exemple, les deux graphiques qui suivent, réalisés avec Excel, représen-
tent, pour # = 50 et n = 100, les courbes donnant p en fonction de f, en traits
pleins, les bornes des intervalles de confiance a2 95% calculées avec la formule
(3), et en traits interrompus avec la formule (2).

Les traits verticaux correspondent aux conditions (4).

02 04 06 08 1 12

017

=100

e
09 E ',c'

07

03

02 04 0.6 08 1 12

(*) cf. Bulletin du GRES
n°® 7 : “Résumé sur les
lois de probabilité”

GREI : Groupe de Réflexion sur I'Enseignement de
I'Informatique
http://enfa.mip.educagri.fi/grei/liens.html

GRES : Groupe de Réflexion sur 'Enseignement des
Statistiques.
http://enfa.mip.educagri.fr/enfadraf/gres/gres.html
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Sur le site internet de
I'Irem de Toulouse, cet
Atelier est disponible a
I'adresse ci-dessus en cli-
quant sur Atelier Nice.
Une expérimentation ou
une validation est dispo-
nible en direct pour
chaque paragraphe.

* Enseigner et pratiquer
les mathématiques avec
Cabri.

IREM de Toulouse - 2002

A propos de Cabri :
CAhier de
BRouillon
Interactif

Version de démonstration
téléchargeable & partir de :
http://www.cabri.net
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LE NOUVEAU PROGRAMME
ECONDE AVEC CAI%

http://www.irem.ups-tlse.fr/Groupes/MathInfo.html

Montrer comment le logiciel de géomé-
trie dynamique peut étre utilisé pour
enseigner les nouveaux programmes de
seconde était l'objectif ambitieux de cet
atelier. Le temps qui m'était imparti
pour présenter le fruit de mon travail
(une brochure* de I'IREM de Toulouse
alors en cours d'écriture maintenant
publiée) m'a obligé a faire un choix
que je résume ici.

Cabrl peut étre une aide
verl able ala resolutlon de
problemes

Avant d'aborder l'utilisation de Cabri
dans nos gestes d'enseignants, il m'a
paru pertinent de convaincre mes inter-
locuteurs enseignants que Cabri était
un outil puissant pour résoudre des
problémes de mathématiques et en par-
ticulier des problémes qui soient de
vrais probleémes, c'est-a-dire qui néces-
sitent une vraie recherche ot Cabri va
jouer, sous notre impulsion, un rdle
décisif aussi bien au niveau de 'appro-
priation du probleme qu'a celui des
chances de réussite.

1 - Le probléme proposé (une
construction sous contrainte) :
Construire un triangle ABC dont les

bissectrices intérieures [Ou), [Ov) et
[Ow) sont données.

Ce probleme, je me le suis posé a moi-
méme comme un défi parce que je sen-
tais que l'environnement Cabri allait
me permettre de « faire des choses »
alors que jamais dans un environne-
ment papier-crayon je ne me serais mis
dans une telle situation.

2 - Compte rendu de ma recherche
(partie 1)

* Analyse : A une homothétie pres, si
solution il y a, elle est unique ; je vais
donc choisir arbitrairement un point A
sur la demi droite [Ou).

Ne sachant ou choisir le point B, je
décide de le positionner arbitrairement
sur la seconde demi-droite [Ov) ; je
sais qu'éventuellement je pourrais
modifier ma’ position si l'envie me
venait et je sais, qu'avec Cabri, cette
envie viendra.

Enfin, si A et B étaient les deux pre-
miers sommets d'un triangle-solution,
la construction de C s'en suivrait im-
médiatement : en effet, si [Ou) et [Ov)
¢taient les deux premi€res bissectrices
intérieures du triangle ABC, C serait a
'intersection des droites symétriques
de (AB) respectivement par rapport aux
axes portés par ces demi-droites.

Cette construction,
sans surprise, nous,
donne un point C
qui ne « tombe »
pas sur la troisicme
demi-droite.
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Nous essayons donc de changer B de
place sur la demi-droite [Ov). Sur la
figure ci-dessous on a laissé les traces
des positions intermédiaires de B et de
C.

Il semble donc qu'il existe une position
de B amenant C sur [Ow).

Nous allons examiner de plus pres la
trace laissée par C en faisant affficher
le lieu des points C quand B parcourt la
demi-droite [Ov).

11 semblerait que ce lieu soit un arc de
cercle ayant O pour l'une de ses deux
extrémités.

Pour valider cette conjecture, nous
avons construit le cercle passant par
trois points quelconques de ce lieu U, V
et W.

Ce cercle, centré en J, intersection des
médiatrices de [UV] et [VW] semble
bien contenir notre lieu et, en plus, il a
I'air de passer par A.

Si, dans un second temps, on déforme
la figure en faisant tourner la demi-
droite [Ov) autour de O, ces observa-
tions perdurent et méme beaucoup

mieux ; l'animation nous permet de
rajouter deux autres conjectures dont
une capitale pour la résolution de notre
probléme : le point J semble bien étre
aligné avec O et B.

La deuxi¢me extrémité de l'arc
détecté plus haut semble étre le
symétrique de A par rapport a J.

Résultat de'l'analyse .
existe, on‘doit I'obtenir;
Oniconstruit le-cercle pa
[Ov) en un point qu'on n
Lintersection de ce cerc
Le point B est sur le sup

Compte rendu de ma recherche

(partie 2) :

Synthese :

Donnons-nous un point A
sur [Ou).

Construisons J intersec-
tion de la médiatrice de
[OA] et du support de
[Ov). Construisons le
cercle de centre J et pas-
sant par O et A. Ce cercle
coupe [Ow) en C.
Complétons le triangle
par le point B intersection
des deux droites respectivement symé-
triques de (AC) par rapport a [Ou) et
[Ow).

Le point B devrait appartenir a la demi-
droite [Ov). Demandons-le au logiciel
qui répond affirmativement, méme si
on bouge les parametres de la figure.

On vérifie aussi, avec le logiciel, que
[Ov) est bien la bissectrice de l'angle
ABC en affichant les mesures des deux
autres angles ABO et ABC qui restent
bien les mémes si nous modifions les
positions des points ou droites
variables.
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- <

Un cours magistral
participatif ?
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Résultat de la syntheése : 11 semblerait
que notre probléme admette bien une
solution qui est celle mise en évidence
dans I'analyse et confortée par la syn-
these. Méme si le pouvoir de convic-
tion de cette démarche est tres fort :
c'est la démarche expérimentale menée
en sciences ; les physiciens tiendraient
le résultat pour bon jusqu'a preuve du
contraire ; nous, il nous reste I'étape
ultime de la validation : la démonstra-
tion.

Compte rendu de ma recherche
(partie 3) :

Démonstration : Inutile de préciser
que j'ai eu treés envie de démontrer ce
résultat ; j'y ai consacré quelques
moments en attaquant le probléme sous
des angles différents, mais sans succes.
J'ai posé ce probléme autour de
moi sous une forme classique et une de
mes colleégues, formatrice associée de
I'TUFM de Toulouse, Nicole GILABERT,
a trouvé une solution élémentaire utili-
sant les angles inscrits et les triangles
semblables. Vous trouverez cette solu-
tion dans la brochure dont il a été ques-
tion plus haut.

Introduire la notion de fonction est un
souci de l'enseignant de seconde, que
ce’soit sous forme d'activité introducti-
ve dévolue aux éleves ou sous forme
d'exposé magistral participatif. Le pro-
bleme est le temps, si on.fait exception
des contraintes techniques : comment
gérer son temps dans ['environnement
informatique pour rendre pertinente
'utilisation de cet environnement ? Il
est important, dans un premier temps,
de montrer ce que 'on peut faire d'élé-
mentaire (pour le connaisseur) et de
nouveau (pour le néophyte) afin de
pouvoir envisager un nouveau type de
transposition.

1 - Probleme de maximisation d'une
aire.

Peut-on construire un triangle ABC iso-
cele en A, d'aire maximum ? Si oui,
comment ?
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2 - Aborder ce probléeme avec Cabri.
Construction de la figure-fichier :

On construit un triangle isocele ABC ou
AB = AC (cette mesure est affichée et
peut étre modifiée). On s'arrange pour
que le triangle soit déformable en tirant
sur C : seule la longueur BC est modi-
fiable par cette action.

Dans le repere affiché on transfére en
abscisse la longueur BC et en ordonnée
l'aire du triangle ABC pour construire
un point M de la courbe de la fonction
donnant 1'aire en fonction de la base
BC.

Apres cette phase de construction, tou-
jours capitale dans Cabri, car les mani-
pulations qui vont &tre possibles vont
dépendre de ces constructions, vient la
phase de traitement dynamique.

Manipulations (presque tout s'ani-
me) :

Ici, on a tiré sur le point C, ce qui pro-
voque le changement de position du
point M de notre courbe qui commence
a apparaitre car nous avons demandé au
logiciel de laisser les traces de ces deux
points au cours de leurs déplacements.

La courbe compléte a été obtenue
comme le lieu des points M quand C
parcourt la demi-droite horizontale sur
laquelle il a été créé.

Quand on tire maintenant sur C, on
peut visualiser comment l'aire varie en
fonction de la base.

%Eichie; Editon  Options. Fendlia Hide

Aire

_________

VU §

2 -LIO) A% 1= Pl

7,06 em

Base

AIRE: 21,35 cm?

AB=AC =7

J

|

Aire

ase

AIRE = 21,35 cm?
AB=AC=7

Are| = - - -

@

B6,3Fcm

Base

AIRE = 19,31 cm?
AB =AC =7
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\

Que peut-il sortir d'une
bolte noire ?

On peut maintenant tirer sur le point C jusqu'a obtenir une aire maximum. Ceci
est présenté dans les deux cas de figures mais il est bien entendu que I'on peut
modifier la longueur de [AB] autant de fois que 1'on veut pour tester toute conjec-
ture qui pourrait nous apparaitre.

Aira

Ailgf = = = = —

89,853
858 AB=AC=10

AIRE = 49,9939 cm?2

B 980 cm C

ase X
AIRE : 24,5000cm2

] i4,160m

AB=AC=7

ase

TICE :

Techniques
d'Information et de
Communication dans
U'Education
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Mémes observations
L'aire maximum est obtenue quand on

atteint le sommet de la courbe et
l'angle ABC semble droit.

Conjecture : Il semblerait donc que
notre triangle ait une aire maximum
quand l'angle BAC est droit.

Demander a des éléves de venir a bout de la construction du triangle animable
n'est pas réaliste dans une phase de découverte ou d'initiation de Cabri ; on peut
concevoir de la faire réaliser en module. Par contre, la construction du point géné-
rique de la courbe, puis l'obtention de cette derniére sous forme de trace ou de
lieu me parait un bon travail sur la notion de fonction ; la répétition de cette
construction chaque fois que 1'éléve rencontre ce type de probléme me semble un
excellent travail sur le concept de fonction. Enfin, arriver a tout faire concevoir
par un éléve ou un groupe d'éleves permettra de s'assurer qu'un travail de modéli-
sation et d'abstraction a été mené avec succes. Un long chapitre de la brochure
montre d'ailleurs comment on peut tracer des courbes de fonctions définies for-
mellement.

Démonstration : Elle est laissée au
lecteur a titre d'exercice (Elle figure
dans la brochure IREM citée précé-
demment).

1 - Qu'est-ce qu'une boite noire ?

Lorsqu'on se donne une transformation
connue du plan, on sait quels sont les
effets de cette transformation sur
droites, cercles, sur le parallélisme, sur
l'orthogonalité, sur 1'éventuelle conser-
vation des distances ou des angles.
Mais si une transformation est donnée
de fagon inversée, c'est-a-dire par la
connaissance de ses effets et que 1'ob-
Jectif fixé est la reconnaissance formel-

le de cette transformation, on est en
face d'un probléme spécifiquement
TICE, c'est-a-dire réservé au domaine
de résolution des Nouvelles Techno-
logies. Ce probleme, dont un exemple
est donné ci-aprés se nomme « Boite
Noire » dans tous les cadres possibles
et pas seulement dans le cadre géomé-
trique (un exemple est d'ailleurs déve-
loppé dans ma brochure).
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La boite noire proposée : G Bty Edvon Datioe Feplon Aide

DR eI

Le point bleu et gras donne le point
rouge par une transformation non pré-
cisée. On peut tirer sur le point bleu et Points rouges
son image sera réactualisée. ‘ i

Pour l'instant, il est seulement question NAEREE!
de se familiariser avec le travail qu'on

SRR
est amené a fournir devant une telle H | } } Lk
A . Voo
tdche afin, dans un second temps, de j Jilob
. “yr - g [
voir comment on peut utiliser avec les Points bleus (&F—" g

éleves les nouveaux exercices qu'il fau-
dra concevoir a partir de cette nouvelle
activité.

Quelques manipulations qui peuvent
aider a analyser la transformation
donnée :

%

i~ Points rouges

On a tiré sur le point bleu en écrivant
« filou » et on observe ce qu'écrit le
point rouge. Cette manipulation permet
de se faire une petite idée de la répon-
se si jamais celle-ci était visuellement
et dynamiquement trouvable.

On a refait la méme chose ici, mais en
faisant décrire au point bleu une courbe
qu'on trace a la souris. Comme sur la
figure précédente, on a demandé l'acti-
vation des points bleus et rouges pour
voir leurs traces au cours de leurs mou-
vements. On a fait de méme pour les
segments joignant les points a leurs
images.

Courbes images
On a mis le point bleu sur une droite rouges
bleue et on a demandé le lieu du point T~
rouge quand le point bleu parcourt la f
droite bleue. Nous avons obtenu en
rouge la courbe image de la droite

bleue par la transformation cachée. % _Droites

bleues
On a modifié la position de la droite

bleue afin de voir comment se modifiait
son image.
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Cercle
bleu

oz

: o
5 | A i ov.:;/',"‘s’}}‘,'

SR Y, )

Ree

Le professeur qui
aurait essayé de
poursuivre sa
recherche aurait
pu prendre
conscience com-
bien il est difficile
de faire une
conjecture et
encore plus délicat
de la valider...
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Il est évident qu'a ce stade, on se rend
compte que la transformation cachée
est une transformation non classique
qui va étre difficile a débusquer bien
que la construction géométrique qui
m'a permis de la créer soit, on le verra
plus loin, simple. J'espére que le pro-
fesseur arrivera & prendre conscience,
dans ce probleme, combien il est diffi-

Méme procédure que pour l'activité
précédente, mais cette fois en mettant
le point bleu sur un cercle bleu.

On a ensuite tiré sur le cercle bleu pour
voir comment évoluait son image.

cile d'attaquer un probléme quand on
se sent désarmé, comme peuvent 1'€tre
nos éleves devant nos propositions de
recherche.

Méme pour ce type de travail, il va fal-
loir mettre au point des stratégies,
dégager des méthodes pour montrer
qu'en réalité nous sommes surarmés, et
c'est ce qui fait notre faiblesse.

3 - Solution de cette boite noire

Tracer un cercle centré en I.

Définir un point libre M et le tracer en

gras.

Tracer la droite (IM)

* Tracer la perpendiculaire a (/M) pas-
sant par H, point d'intersection du
cercle et de la droite (/M) avec H
entre [ et M.

‘Tracer le cercle de centre H et de rayon

HM.

Demander l'intersection de ce dernier

cercle avec la perpendiculaire tracée ci-

dessus.

Le professeur qui aurait essayé de poursuivre sa recherche aurait pu prendre
conscience combien il est difficile de faire une conjecture et encore plus délicat
de 1a valider. Actions, rétroactions sont,
matrices pour le développement d'un esprit scientifique, généré par ce type de tra-
vail. C'est & partir de 12 qu'il faudra peut-&tre mettre au point une évaluation
tenant compte des enjeux qui ne sont pas des enjeux de démonstration ou du
moins pas dans le sens ol on 'entend habituellement en mathématiques.

Une bofte noire qu'il serait pertinent de mener jusqu'a une solution finale validée
serait la reconnaissance d'une rotation car cette transformation attaquée de
maniere inversée peut €tre résolue avec les outils du début du Lycée.

Deux points apparaissent : nommez-les
respectivement M’ et N’ sur la figure.

La transformation qu'il fallait trou-
ver est celle qui transforme M en M.

semble-t-il des activités positives et for-
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des s1mulat10ns en Statisthues

1 - Un exemple de visualisation de
« Pile ou Face »

Sur la figure de droite, M est un point
du segment [S; §,] dont la position
géneére les nombres 1 ou 2 de facon
aléatoire. Pour visualiser le nombre
généré.

Ici, 515, = 19. De plus, nous avons cor-
rélativement réglé a 20 le nombre de
points ou d'objets d'un lieu.

Les segments obtenus constituent le
lieu des segments [MD] quand M par-
court [S; §,] (en réalité, 20 positions
équidistantes de ce segment).

OA=201cm
T 0B =2,99 ¢m

A B 0T =2,47cm

MD : 2,00 cm

i//)////%/////% s

>

X

Le peigne obtenu nous donne le résul-
tat d'une simulation de 20 « pile ou
face » : chaque dent du peigne ayant
une longueur égale a 1 ou 2 suivant le
résultat du tirage aléatoire. Il est a noter
qu'ici, un léger déplacement de ['origi-
ne provoque une nouvelle simulation
visualisée par un nouveau peigne.

2 - Modifier les parametres de la
simulation

Ceci est tout a fait possible en modi-
fiant n pour modifier le nombre de lan-
cers a condition de régler le nombre de
points ou d'objets d'un lieu & ce nou-
veau nombre.

Ici, on a choisi #» = 50. La visualisation
du nouveau peigne a été instantanée
apres modification des paramétres.

A
OA= 201 cm
T OB= 289 cm
B
° A QT= 247 em
1
MD :2,00 cm
n= 50
D
M
R M sn

3 - Enregistrer des séries de résultats
dans un tableur

Ceci est tout a fait possible et est
d'ailleurs abordé dans un chapitre de la
brochure IREM a 1'occasion de l'esti-

mation de 7 par bombardement aléatoi-

‘Cabri pour visualiser
des llgnes de n1'. heau' cpattn s

Dans le fichier figure de droite, quand
on déplace le point M, il laisse une
trace bleue si MA/MB est inférieur a
0,5 et une trace verte dans le cas
contraire.

On se saisit donc du point M avec la
souris et on lui fait balayer 1'écran dans
tous les sens pour voir apparaitre le
nuage bicolore qui nous permet de
conjecturer que la ligne de niveau cher-

re d'un carré. On y montre comment on
peut transférer sous Excel des données
captées dans le tableur de Cabri.

k=05
WA= H00 cm
ME= 207 om
MYKB = 245

Agauitat = 1,50

chée semble étre un cercle.

On imagine aisément la puissance de
conjecture d'un tel fichier qui permet de
trouver des réponses a toutes les ques-
tions classiques que 1'on peut explorer.
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Cabri pour visualiser l'espace
en perspectlve cavallere St

Cordbicin il cle rélnrian:

TATAT): g},ﬁ;

£t du caré frontals 2,36 om
CEHE du cand de bout: 3,69 cm

TG =G, ¥7 cm
TG*=3.29 cm

Dans cette figure, on voit apparaitre de maniére claire les trois parametres de la
perspective cavaliere :

* le plan frontal avec son repere ;

* la fuyante Ax

* le coefficient dit « de réduction ». ’
Ces données permettent de construire le rabattu’d'un cercle du plan frontal (donc
vu en vraie grandeur) sur le plan horizontal en tournant autour de [Ay).

On construit le rabattu G’ d'un point G et on demande le lieu du point G’ quand G
parcourt le cercle frontal pour obtenir l'ellipse horizontale.

PLUS QUE JAMAIS D'ACTUALITE
Brochures APMEP n° 124 et 125

FAIRE DE LA GEOMETRIE SUPERIEURE
EN JOUANT AVEC
CABRI GEOMETRE 11

Roger CUpPPENS (1999)
Grace a Cabri-Géometre II, qui introduit de nouveaux outils par rapport & la version initiale de Cabri,
nous nous trouvons dans le cadre de la géométrie supérieure de Chasles. Roger Cuppens, montre,
dans les deux tomes de son travail, comment Cabri II permet de réaliser effectivement les construc-
tions de Chasles.
“ Le principal intérét de cette étude est de montrer le passage de la géométrie euclidienne classique a
des développements modernes de la géométrie : géométrie projective formelle et transformations,
mais aussi géométrie algébrique”.
Tome 1 : 10,65 € ; Prix adhérent : 6,85 € Tome 2 : 8,40 € ; Prix adhérent : 5,35 €
Les deux ensemble : 17,55 € ; Prix adhérent : 10,65 €
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Le groupe de travail maths/frangais est
né a la suite de ’intervention de
membres de 1’ AFEF lors du séminaire
de 1’APMEP en mai 1999. Il est
actuellement formé de 10 membres de
1’APMERP et 5 membres de 1’ AFEF, et
reste ouvert aux membres de 1'une ou
I’autre association qui souhaiteraient
nous rejoindre*.

De¢s sa création nous nous sommes
rendu compte que notre démarche
n’avait rien d’original ni de nouveau,
car les documents sur le theme du rap-
prochement de nos deux disciplines
sont fort nombreux. L’ une de nos
taches sera de les recenser (voir biblio-
graphie en annexe).

Le point de départ d’'un désir de colla-
boration entre “matheux” et “litté-
raires”, rapprochement que d’aucuns
estimeraient contre-nature, est a cher-
cher dans 1’idée que nos deux enseigne-
ments ont au moins deux objectifs
communs : apprendre a nos éléves a
penser, et 4 exprimer leur pensée par
le biais de productions langagiéres
orales et écrites. Nous avons ainsi
I’ambition de contrecarrer la dérive uti-
litariste et techniciste actuelle : il suffi-
rait, par rapport a la commande sociale
(trouver du travail...), en mathéma-
tiques, de savoir compter et calculer, et
en francais, de savoir rédiger sans trop

de fautes une lettre de motivation et un
C.V.

Penser et s’exprimer sont deux actions
étroitement intriquées, mais néanmoins
distinctes: si la question de I’existence
de la pensée sans mot reste ouverte, il
est incontestable qu’en mathématiques,
certains éleéves parviennent a un résultat
exact sans pouvoir transcrire le chemi-
nement de leur pensée.

Les mathématiques s’enseignent en
francais, les solutions de problemes se
rédigent en francais. Certains ont
révé, dans les années 70, a des mathé-
matiques réduites a des assemblages de
symboles fonctionnant selon des régles
rigides; cette utopie est totalement
abandonnée actuellement, au moins au
niveau des enseignements secondaires
(par “retour de balancier” ont disparu
aussi certains des symboles les plus
élémentaires: =, <, V, 3 ,..., et leur
absence contraint parfois & de pénibles
périphrases). Les mathématiques sont
des manipulations d’idées (de diffé-
rents niveaux d’abstraction) ; ces idées
s’expriment par des phrases cohérentes,
en francais.

Cependant le “francais des maths”
n’est pas le “francais de tous les jours”
(qui n’est lui-mé&me pas le “francais de
la littérature™) ; on peut considérer que
les textes mathématiques sont constitu-
tifs d’un registre de langage (ou de
plusieurs, car le cours de 6™ et la these
de doctorat ne sont peut-étre pas a clas-
ser ensemble). Si I’enseignant de fran-
cais peut favoriser la prise de conscien-
ce de I’existence des différents registres

(*) Depuis que ce
compte rendu a été
rédigé, le groupe
maths-francais a
poursuivi ses activi-
tés, puis a décidé d'y
mettre un terme en
souhaitant une
releve.

AFEF
Association
Francaise des
Professeurs de
Francgais
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Borne je suis,

Borne je reste,
Borne, je marque les
limites du champ
Borne, sur moi,
l'oiseau lance son
chant...
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de langue (oral “copains”, oral familial,
écrit administratif, écrits scolaires...),
alors I’enseignement des mathéma-
tiques est facilité.

Citons quelques caractéristiques du
“francais des maths” :

- prédominance de la conjugaison au
présent (les vérités mathématiques
sont intemporelles, et n’ont donc pas
a étre exprimées au passé ni au futur)

- effort pour tendre vers la biunivocité
(un concept <> un mot), jamais tota-
lement atteinte

- refus de la redondance : une démons-
tration bien faite apporte la certitude
absolue de sa conclusion ; des argu-
ments supplémentaires en faveur de
cette conclusion sont pergus comme
totalement superflus, donc néfastes
car ils compliquent, rallongent et
obscurcissent le discours. Un
exemple : dans le sujet du bac S
2000, il était demandé de démontrer
qu’un certain triangle était équila-
téral ; certains candidats ont d’abord
prouvé que les trois cOtés avaient la
méme longueur (ce qui suffisait), et
ont en plus montré que les angles
avaient pour mesure 60°. Bien que
ceci n’ait pas été sanctionné par le
baréme officiel, tout prof de maths
estimera que “c’est moins bon” que
la copie ou on s’est borné a 1’égalité
des longueurs. Cette facon de faire
sera sans doute mieux intégrée par
I’éleve si le prof de maths et le prof
de francais soulignent de fagon
concertée que la démonstration diffe-
re fondamentalement de 1’argumen-
tation, dans laquelle aucun argument
n’est décisif a lui seul, mais ol ¢’est
leur accumulation qui emporte
I’adhésion de Vinterlocuteur.

- absence de phrases sans verbe (par

exemple, jamais de phrase exclamati-
ve comme “oh la belle courbe!”;
pourtant les mathématiques recélent
bien des beautés aptes a provoquer

I’enthousiasme). Ceci pose d’ailleurs
probléme car le verbe est souvent
“caché” dans I'un des symboles dont
’usage est resté courant : =, <, >,...

spécificité de la signification de cer-
tains termes :

parfois un mot a, en maths, I'une de
ses significations multiples du langa-
ge courant :

exemples : droit ; borne ; minimum ;
limite...

parfois (plus souvent) il a un sens dif-
férent (avec en général un lien plus
ou moins lointain avec la significa-
tion courante ; exemples : dérivée,
intégrale, hypothese...

encore deux remarques concernant le
vocabulaire proprement mathéma-
tique :

dans 1’enseignement secondaire, il se
réduit progressivement, a chaque
changement de programme : ainsi en
seconde ont disparu récemment “iso-
métrie”, “homothétie”,..., plus
anciennement “bijection”...

sa fronticre est floue. Par exemple :
les mots suivants appartiennent-ils,
selon vous, au langage mathématique
ou au langage courant ? isocéle,
paralléle, parallélépipede, sécant,
tangent, perpendiculaire, translation,
rotation, angle, inclusion, fonction,
fraction, équation, quotient, théore-
me, irrationnel, récurrence...
Comparez vos réponses avec celles
obtenues aupres d’enseignants de
francais, en juillet 2000, lors d’un
atelier dans le cadre du congres de la
FIPF (voir annexe 4).

Réciproquement, les mathématiques
peuvent apporter une aide a I’ensei-
gnement littéraire car elles ont voca-
tion a :

ancrer en profondeur 1’habitude de
justifier (démontrer, prouver...) toute
affirmation (ou alors, on en assume la
subjectivité : “pour moi,....,je suis
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persuadé que..” ; en maths, il s’agit
alors d’une conjecture, que 1’on
s’efforce ensuite de démontrer) ;

- créer ['exigence de ces mémes justifi-
cations dans les textes lus : base
essentielle de I’analyse critique et de
I’aptitude a résister aux manipula-
tions mentales ;

- faire réfléchir sur la polysémie de ces
petits mots si importants que sont les
connecteurs logiques comme *“donc,
car, or, si...alors, et, ou, non, au
moins,...” en comparant leur usage
dans des énoncés mathématiques et
dans d'autres types de textes, litté-
raires ou journalistiques.*

3.Les objectifs

On 1’aura compris, nous pronons la col-
laboration étroite entre les enseignants
de mathématiques et de francais (ceci
concerne essentiellement les niveaux
college et lycée, puisque en primaire,
c’est une seule et méme personne ;
dans ’enseignement supérieur, la spé-
cialisation est trop grande, et I’'une des
deux mati¢res est généralement absen-
te). Les effets positifs sur les éleves
devraient en étre :

- éviter le “saucissonnage” des connais-
sances, perrnettre le transfert de
celles-ci d’un cours a I’autre, tout en
insistant sur la spécificité de chaque
logique disciplinaire, et introduire
ainsi pour les éleves une cohérence
dans I’ensemble de leur formation.
C’est le but principal de toute expé-
rience interdisciplinaire ;

- comprendre I'intérét de la qualité de
I’expression pour construire sa pen-
sée ;

- éviter les blocages, les attitudes de
refus d’une discipline ou d’un groupe
de disciplines : combien de fois
avons-nous entendu des littéraires
(connus ou non, talentueux ou non)
s’enorgueillir d’avoir été “nuls en
maths” ?

4. Les moyens':: _

Parvenir a ces objectifs suppose
d’abord des rencontres : d’ou la créa-
tion du groupe; lors de chacune de nos
réunions, des échanges oraux, souvent
passionnés, portent aussi bien sur les
plans pratiques que théoriques, renfor-
cent notre désir de travail commun et
nous font avancer vers des réalisations
concretes.

Autre moyen incontournable : la lec-
ture de la littérature sur ce sujet (abon-
dante, comme dit plus haut) ; pour en
faciliter I’acces aux colleégues, nous
avons entrepris la rédaction de fichesbi-
bliographiques.

On peut d’ailleurs y relever une montée
en puissance des activités de produc-
tion écrite, comme dans la pratique de
la narration de recherche (voir plus
bas). On peut aussi souligner la prise en
compte dans le cours des représenta-
tions des éléves sur les notions abor-
dées dans nos disciplines. Il s’agit de
les faire émerger pour mieux les faire
évoluer. On s’est apercu, en effet, que
celles-ci pouvaient constituer un obs-
tacle majeur aux apprentissages, grace
aux travaux des didacticiens en
sciences expérimentales.

ﬂr

Mais 1’aboutissement logique de ce tra-
vail préparatoire est la mise en ceuvre
d’activités en classe par les deux ensei-
gnants conjointement.

Les cadres possibles pour ces activités
sont multiples : travaux croisés ou ate-
liers lecture en college, modules, aide
individualisée en 2"*, mais aussi les
TPE : on a cru, un temps, que le cou-
plage maths/francais y était interdit
puisque ces disciplines ne sont classées
ensemble “dominantes” dans aucune
série; mais dans la brochure de la
DESCO adressée aux lycées en juin
2000, 1l est écrit : “...les associations
disciplinaires peuvent varier a l'inté-

(*) Voir a ce sujet :
Rémy DUVERT :
Langage et raisonne-
ment.

IREM de Picardie, 1996.
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(*) Petit test de logique :
Annexe 1 - page 45-46

(**) Exploitation statis-
tique :
Annexe 2 page 46

Rémi DUVERT et Jean-
Michel ZAKHARTCHOUK
52 outils pour un travail

commun au collége
CRDP d'Amiens, 1999.

Jean-Pierre RICHETON :
Séances d'aide individua-
lisée « frangais-mathé-
matiques » au lycée Jean
Monnet de Strasbourg.
Bulletin APMEP n° 431 -
page 728.
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rieur d’une classe ou au sein d’une
méme série, afin d’associer a la
démarche toutes les disciplines qui le
souhaiteraient”; d’autre part, des
“bruits de couloir” évoquent la possibi-
lité du rétablissement d’une filiere
lettres/maths (ancienneA;), ol nos

deux disciplines seraient tout naturelle-
ment dominantes. D’ailleurs certains
des thémes actuellement retenus pour
les TPE évoquent des points de ren-
contre entre mathématiques et littératu-
re : ainsi en S “temps, rythmes et
périodes” renvoie aussi bien 2 la versi-
fication et la prosodie qu’aux fonctions
périodiques ; en L, le theme “frontiére”
pourrait &tre 1’occasion d’une initiation
a la topologie...

ifficultés

I1 ne faut pas nier ’existence d’obs-
tacles a ces activités. Outre les évidents
problémes d’emploi du temps et de
salles, le plus grand est le manque de
motivation de ’un des professeurs de
maths et frangais d’une méme classe.
Ce qui explique qu’aucun membre du
groupe n’a réellement pratiqué d’acti-
vité commune en 1999/2000 : certains
I’avaient fait antérieurement ; les
comptes rendus d’expérience ne man-
quent pas (Cf. bibliographie) ; parfois
le prof de maths s’est essayé a “faire de
I’interdisciplinarité tout seul” : ainsi
une séance d’A.L en 2" sur les fautes
de francais relevées dans un contrdle
récent (la plus fréquente étant :
“I’ensemble des nombres...sont...”) n’a
pas été inutile, mais aurait pu étre plus
profitable si les deux professeurs
avaient été présents ensemble pour la
correction.

6. Exemples d'expériences

a) “Petit test de logique”: (*). Il s’agit
ici de vérifier la compréhension des
expressions “si... alors...”, “nécessai-
re”, “suffisant”, “réciproque”. La par-
tie A est extraite de “Langage et rai-
sonnement”’, par Rémi Duvert. Les
mémes questions ont été posées a des
¢leves de college, de 2™ et de T* S.
Le principe est de détecter les
erreurs, les faire apparaitre au grand
jour pour mieux les corriger. A
remarquer : I’alternance systématique
d’exemples mathématiques et
d’exemples tirés de la vie courante.
La phase importante pour les éleves
est la remédiation ; pour le profes-
seur, I’exploitation statistique des
résultats (**) est également utile :
prévoir les erreurs fréquentes a un
niveau donné, détecter les éleves
posant des problémes particuliers,
vérifier Defficacité de son enseigne-
ment...

De nombreux exemples d’activités du
méme type sont fournis dans “langa-
ge et raisonnement” de R. Duvert,
dans “52 outils pour un travail com-
mun au collége” par R. DUVERT et
Jean-Michel ZAKHARTCHOUK, et bien
d’autres brochures éditées par les
IREM, les CDDP....

b) Jean-Pierre RICHETON, collegue de
maths a Strasbourg (et ancien prési-
dent de 1’APMEP) a réalisé cing
séances d’aide individualisée en com-
mun avec sa collegue de francais
enseignant dans la méme classe de
2~ “faible” ; voir le compte rendu
dans le Bulletin Vert n°431.

¢) Une démarche particuliérement inté-
ressante est la narration de
recherche : mise au point par
I’IREM de Montpellier, pratiquée par
de nombreux profs de maths de colle-
ge, cette technique consiste a faire
raconter par ’éléve (par écrit) les dif-
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férents moments de sa recherche d’un | d’exercices distribuée (Cf. annexe 5);

probléme: tentatives, échecs, change- | leurs productions ont ét¢ examinées
ments de tactique... (Cf. bibliogra- | par les deux enseignants ; ceux-ci,
phie). présents en-semble a I’heure suivante

, . .
d) En octobre 2000, Marc Roux a réali- | & A1 de francais, en ont fait le com-

mentaire oral et ont ouvert avec les
éleves un dialogue sur I’expression en
général. Il est encore trop tét pour
évaluer I’impact de ces séances.

sé avec Véronique LICOUR, qui
enseigne le francais dans la méme
seconde, trois séances d’aide indivi-
dualisée sur le theme “traduction d’un
texte en formules, schémas, figures, pUA
etc, et traduction en sens inverse” ;
étaient présents 7 €leves repérés, dans
I’évaluation de début de 2" en maths
et/ou en francgais, pour une certaine
insuffisance en ce domaine, et une
éleve volontaire. Dans les deux pre-
mieres heures (1 h A.I. de maths, 1 h
Al de francais) les éleves ont tra-
vaillé individuellement sur la feuille

Les exemples de telles collaborations
entre enseignants de maths et francais
sont probablement fort nombreux, et
leur fréquence devrait aller croissant ;
le groupe de travail maths/francais sou-
haite en recueillir des récits, comptes
rendus et analyses, et pourra diffuser
les plus intéressants.

Extrait de

Langage et raisonne-
ment. Réflexion et exer-
cices autour de quelques
petits mots

A .1 On sait que : « Si un quadrilatére est un carré, alors il a quatre angles droits ». Rémi DUVERT

AEJR, BFKS, CGLT et DHMU sont des quadrilatéres. IREM de Picardie 1996

a) AEJR est un carré ; est-ce que AEJR a quatre angles droits ?

L oui [ non [ cest possible, mais ce n'est pas slr
b) BFKS n'est pas un carré : est-ce que BFKS a quatre angles droits ?

[ oui [ non [ clest possible, mais ce n'est pas siir
¢) CGLT a quatre angles droits ; est-ce que CGLT est un carré ?

L oui L] non [ cest possible, mais ce n'est pas sfir
d) DHMU n'a pas quatre angles droits ; est-ce que DHMU est un carré ?

U] oui [ non [ cest possible, mais ce n'est pas sir
2 - Test analogue a partir de la phrase : « si une voiture est bleue, alors ses siéges sont gris »

B - Compléter chacune des phrases suivantes par 'une des expressions suivantes : «il faut »,
« il suffit », « il faut et il suffit », « nécessaire », « suffisante », « nécessaire et suffisante » .

a) Pour avoir le droit de conduire une VOItUIE .......covvevininininiininienn, avoir au moins 18
ans.

b) Pour que x soit supérieur 84, ........ocoovviiiinnns que x soit supérieur a 3.

¢) Pour avoir le droit de vote, ................ceoso...... avoir 18 ans et &tre

inscrit sur les listes électorales.

d) Pour qu'un triangle ABC soit rectangle en A, ................ccl que
BC?=AC2 + AB.

e) Avoir 18 ans est une condition ..............ccoviininn. pour conduire une voiture.

f) x> 2 est une condition ..................... pour que 3x > 6.

g) Avoir 14 dans toutes les matieres est une condition ....................... pour passer dans la

classe supérieure.
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h) MA = MB est une condition .................. pour que M soit le milieu de [AB].

C - Ecrire la réciproque de chacune des phrases suivantes ; indiquer VRAI ou FAUX pour la
phrase donnée et pour sa réciproque.

Exemple : Six > 4 alors x > 2 : VRAI ; réciprogue . si x > 2 alors x > 4 : FAUX,
a) Si j'ai plus de 10 de moyenne aux épreuves du bac, alors je suis recufe) : ......
b) Si un triangle est équilatéral, alors il est isocgle : ......

c) Si j'ai plus de 14 de moyenne aux épreuves du bac, alors je suis recu(e) : ......
d) Tous les carrés sont des rectangles : ......

e) Deux vecteurs opposés sont forcément colinéaires : ......

I |
_‘.TIT TEST DE LOGIQUE-:;-- DEPOUILLEMENT

Données en pourcentages, calculées sur : 29 éleves de 2* (indifférenciée), 35 éleves de T* S
plus, pour I'exercice A seulement, 70 éléves de college (6™, 5, 4*™, répartition non fournie).

A - « 7 » signifie : « c'est possible, mais ce n'est pas sfir ».

College Seconde Terminale
out [NoN| 2 | Rl our [non| 7 | R |our|Non| o [ R
exacte exacte exacte
l.a) | 99 1 0 99 100 0 0 100 | 100 0 0 100
b) 14 16 70 70 0 21 79 79 0 6 94 94
c) 29 11 60 60 10 0 90 90 9 0 91 91
d) 2 89 9 89 0 97 3 97 0 97 3 97
B-
Seconde Terminale
Y Il faut | Il suffit | Il fautet | ., Il faut | Il suffit | Il fautet |,
. . |Réponses . .. |Réponses
ouc. ouc. il suffit ¢ ouc. ou c. il suffit ;
nécess. | suffis. |ou CNS. | SO | nécess. | suffis. | ou CNS, | COTeCtes
a) 86 3 7 86 94 0 3 94
b) 62 21 17 62 74 20 3 74
c) 24 26 48 48 17 6 74 74
d) 34 21 34 34 9 29 60 60
e) 66 3 24 66 86 0 14 86
f) 34 45 17 17 17 31 46 46
2) 3 69 21 69 9 86 3 86
h) 55 10 31 55 40 14 43 40
C-
Seconde Terminale
Phrase donnée | Enoncé Réciproque Phrase donnée | Enoncé Réciproque
Rép. | réciproque Rép. Rép. | réciproque Rép.
VIF exacte| correct VIF exacte VIF exacte | correct VIFE exacte
a) 1000 0] 100 69 66| 31| 66 {100 | O] 100 91 83| 17| 83
b) 901 7| 90 90 3193 93 (94 | 6| 94 100 0 1100| 100
c) 90| 0| 90 90 3179 79 (100, O 100 83 0 | 100| 100
d) 90| 0| 90 90 3,18 8 194 | 6] 94 100 0 | 100 100
e) 66| 31| 66 90 17| 76| 76 (100 | O 100 100 0 | 100 100
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COMMENTAIRES fait plus de fautes de raisonnement
dans une situation « concréte » qu'al

I'intérieur des mathématiques. Un
pessimiste en déduirait que I'ensei-
gnement des mathématiques échoue
dans sa dimension d'apprentissage de

1. Globalement les pourcentages de
réponses correctes s'accroissent avec
le niveau scolaire, ce qui n'est pas
inattendu, mais a quelque chose de

rassurant. ,. )
la pensée logique ; mais il y a lieu de
2 - Les erreurs nombreuses, dans B, remarquer que les performances dans
sont surtout des erreurs par omission : | Je domaine concret s'améliorent avec
les conditions nécessaires et suffi- | | temps, parallelement 2 celles du

santes sont repertorices comme | domaine mathématique bien qu'avec
nécessaires par les uns, suffisantes | un certain retard sur celles-ci : on
! 1 Y A " ., .
par d'autres. Ce fait peut s'interpréter | peut donc penser que l'efficacité de
comme une paresse & aller au fond | e enseignement est réelle, mais
des choses, une tendance a se conten- | gye le « rendement n'est pas de
' A 3 o . " .
ter d'une réponse partielle. 100% », que les frontiéres interdisci-

. . b : N 1 N -~ . 2z
3 - L'exercice A, et dans une certaine | Plinaires ; d'ol la nécessité de
mesure l'exercice C, indiquent que, 2 réflexions et d'actions transversales.

chacun des trois niveaux testés, on

_ANNEXE3 .
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_ANNEXE4

Enquéte sur 17 mots : langage mathématique ou langage courant ?

LANGAGE MATHEMATIQUE LANGAGE COURANT
isocele X
paraliéle X
parallélépipeéde X
sécant
tangent
perpendiculaire
translation
rotation
angle
inclusion
fonction
fraction
équation
quotient
théoreme
irrationnel
récurrence

DD 1< [ [ | [ |

PP [

bl

INDIVIDUALIS

Premiére partie : compréhension de consignes, traduction de texte par des symboles,
schémas, etc.
1 - Traduire la phrase suivante par une égalité :

« Le nombre A est la somme du triple du nombre x avec la moiti€¢ de x »

2 - Traduire les phrases suivantes en arbre généalogique :

" a) Au début de 1851, Gervaise, fille du contrebandier Macquart et d'une marchande de La
T M | et Halle, est montée de Plassans & Paris suivre son amant Auguste Lantier dont elle a eu deux
Ao’ . -
I e fils, Claude et Etienne.
W e S TR b) Lantier finit par I'abandonner. La jeune femme se laisse courtiser par un ouvrier zin-

gueur, Coupeau, dit Cadet-Cassis,

¢) Gervaise et Coupeau se marient. Installés rue Neuve-de-la-Goutte-d'or, ils ont une petite
fille, Nana.
3 - Construire une figure conforme aux données suivantes :
ABC est un triangle isocéle, AB = AC = 2BC ; ABE est un triangle équilatéral extérieur au
triangle ABC ; ACF est un triangle rectangle en C, extérieur au triangle ABC, CF = BC.
4 - Le texte descriptif ci-dessous se rapporte & un, et un seul, des six dessins ; trouver lequel
et expliquer pourquoi.
“ Il sont trois, de sexe incertain car tous en pantalons ; probablement plutdt jeunes. Celui
de gauche fume une cigarette, appuyé a un mur de brique. Dans ce mur s'ouvrent deux
fenétres, et il porte des affiches en caractéres chinois. Les deux autres personnages sont
assis sur le trottoir qui borde le mur ; l'un porte des lunettes et sur ses genoux un vétement
est étendu. Tous trois ont l'air triste, ou fatigué, ou les deux. ”
Ici étaient fournis aux éleves six dessins trés peu différents, numérotés ; I'un (n°6) corres-
pondait scrupuleusement a la description ; les autres étaient des reproductions 1égérement
modifiées. n° 1 : le personnage de droite porte une jupe et non un pantalon ; n° 2 : le mur
est en pierre et non en brique ; n° 3 : le personnage de gauche fume la pipe et non une ciga-
rette ; n° 4 : le texte des affiches est en frangais et non en chinois ; n° 5 : tous les person-
nages portent des lunettes.
Deuxiéme partie : traduction de symboles, schémas, dessins, etc? par un texte
1 - Traduire par une phrase I'égalité suivante : S = (x + y)/2x.
2 - Interpréter l'arbre généalogique (donné) des Rougon-Macquart et mettre en relation avec
les romans (liste donnée) et quelques-uns de leurs personnages.
3 - 4 -“Téléphoner” une figure (donnée), une photo, un dessin.
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