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Etymologiquement géométrie veut 5

dire “mesurer la.Terre”. Celle-ci fut long-

temps considérée comme plate et décrite |
par la géométrie euclidienne classique, |

celle de R2 ou plus généralement de R" .

Le plan euclidien est, entre autres, |

un espace métrique. Entre deux points le
plus court chemin est unique, c'est un seg-

ment porté par la droite qui passe par ces |
deux points, droite unique s'ils sont dis- |

tincts.

“Plus court chemin” vent dire : la lon-
gueur d'une courbe est la borne supérieure
des lignes polygonales qui y sont inscrites
et seule une courbe portée de fagon mono-
tone par le segment ayant deux points pour
extrémités a, et pour longueur leur dis-

tance. Notez que si une courbe c est C' par |

morceaux, sa longueur est alors égale a
fne'@nat.

Au tournant XVIIIe-XIX¢ siecles
cette géométrie euclidienne faisait double-
ment grogner. D'abord par son axioma-
tique : tout le monde acceptait bien les
axiomes d'Euclide a |'exception de son pos-

tulat. A savoir : par un point a extérieur A |
' avait la matiére a réfléchir

une droite D passe une seule droite ne
rencontrant pas D.
a

i

' courbes de R? qui ont ces points pour extré-

| la somme des angles d'un

| Theatrum orbis terratum,
Ensuite parce gu'il existait d'autres géo- 1570, B.N. Paris
métries, par exemple la géométrie sphé- | Sur cette figure on a repré-
rique. Avec une échelle convenable, elle E senté une carte de Mer-
représentait assez bien la Terre.La métrique | cator ordinaire et dessiné
a considérer sur la sphere n'est pas celle les ellipses des vecteurs
induite R3 par mais celle dite intrinséque, de méme norme ; on voit
a savoir que la distance entre deux points | bien que les distances
est la borne inférieure de la longueur des dans la carte ne sont pas
' celles d'Euclide.
mités et sont tracées sur S2, la sphere |

| unité: défense de creuser des tunnels, C'est |

trop cher.

Ce plus court chemin est
unique si les deux points ne sont pas
aux antipodes, c'est l'arc de grand
cercle qui les joint. Mentionnons enfin
la formule d'A. Girard (1625) : la surface
s d'un triangle de S2 dont les angles aux
sommets sont A, B, C est égale a :

s=A+B+C-II

En particulier, A+B+C >
TU pour tout triangle. Il 'y

car il était connu a I'époque
que le postulat d'Euclide

était équivalent au fait que

triangle vaille exactement
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Les désirs de Gauss

Gauss semble avoir été double-

i
1!

la géométrie. De 1812 a
1816, il eut a faire de

s que ses prédécesseurs ;

| c’est-a-dire sur l'ellipsoide de révolution |
aplati qui représente assez bien notre |

Terre. D'ol des problémes de plus court
chemin sur une telle surface, de "trigono-
métrie": calculer les éléments d'un triangle

| sur un ellipsoide A + B + C -1 ?

1 En bref, Gauss voulait comprendre
| la géométrie intrinséque des surfaces,
' indépendamment de leur situation dans
RS. En effet, cette métrique intrinséque
peut étre la méme pour des surfaces dif-
férentes .

Par exemple un cylindre, un cone
et plus généralement les surfaces déve-

| compte en ouvrant le cone ou le cylindre

N

| ment motivé. Dés I'age de 15 ans (en |
1784), il étudiait en effet l'axiomatique de |

lorsque I'on en connait trois. Par exemple, |
| deux cotés et I'angle compris. Et que vaut
| des surfaces que la notion de rayons de |
| courbure principaux (Euler, Meusnier) et

la géodésie. Il la |
voulut plus précise |

loppables ont une géométrie intrinseque qui |
. est la méme que celle de R? (au moins |
| localement, comme on peut s'en rendre |

avec une paire de ciseaux et en I'étalant sur ‘
' le plan R2. Par contre, essayez donc avec |

S2. La somme des angles d'un triangle sim-
plement connexe y vaut toujours 1. Alors 7
que pour un paraboloide hyperbolique on
a toujours au contraire A+ B + C < II.
Mieux, on peut construire les
étapes d'une déformation continue de sur-
faces qui ont méme géomeétrie intrinséque
(on dit qu'elles sont isométriques) alors
gu'elles ne sont évidemment pas congrues,
c'est-a-dire déduites par un déplacement. |
Mieux encore, toutes ces surfaces ont, aux
points se correspondant par isométrie, leurs
deux rayons de courbure principaux égaux,
car il s'agit de surfaces minima. |
Avant Gauss, on ne connaissait

le fait que les plus courts chemins sont |
portés par des courbes appelées géodé- |
siques, caractérisées par la condition que |
leur vecteur accélération est normal de la
surface considérée (Berouilli, Euler). |

Ce que Gauss

a trouvé (1827)

En bon géodésien, il paramétra
ses surfaces par des cartes et s'occupa |
des changements de cartes. Il exprima |
alors la métrique intrinseéque (dans unef
carte donnée (u,v)) sous la forme

E(u,v) du? + 2F(u,v)dudv + G(u,v) dv2

La donnée d'un tel ds2 est équiva-
lente de celle de la métrique intrinséque.

Puis Gauss introduisit un invariant,
la courbure K (dite courbure de Gauss ou

. courbure totale), qui est une fonction numé-
| rique sur la surface. Un des résultats fon-
damentaux de Gauss donne trois proprié-
| tésdeK:

(i) K=1/R4*1/R,, le produit des inverses des
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rayons de courbures principaux ; ;
(i) pour un triangle T de la surface, on a tou-
jours A+B+C-TT = | K(m) dm ou la mesure |
| dm est I'aire de la surface a savoir VEG - |
F2dudv dans une carte (u, v)
(iiiy dans une carte (u, v) on a
E,=90E/u, E,, = 0°E/ov?, efc ...
L'équivalence entre (i) et (iii) est le "theo- |
| rema egregium". Il montre que : ‘
| K = 1/R4*1/R, ne dépend en fait pas du
plongement de la surface, mais seulement
de sa métrique intrinseque. {
La formule de (iii) montre, elle, que
| K est calculable, sur la metrique intrin-
| seque, de fagon géométrique. En outre, |
on y retrouve que, dans un plan euclidien
ou une métrique isométrique, comme on a
K=0,onaA + B+ C = pour tout triangle.
Et réciproquement, si K = 0, on est
- isométrique a la géométrie euclidienne. On
peut donc bien dire que K est l'invariant qui |
| mesure le défaut "d'euclidienneté” de la
surface. Aux autres bouts, K = | pour la
sphére, et I'on retrouve la formule d'A.
Girard ; tandis que K < 0 sur un paraboloide
hyperbolique et donc A + B + C < II. '

Une formulation plaisante de la
découverte de K par la métrique intrinseque
est due a Diquet. '
| Dans le plan euclidien la longueur d'un
cercle de rayon e vaut toujours 2[]€.
' Sur une surface X on peut parler du cercle |
C(M, €) de centre un point m de X et de
rayon €. Un habitant de £ en effet, méme |
ignorant tout du monde extérieur, connait
bien les plus courts chemins par antima-
sochisme. On a alors : "'

(C(M, g)) = 2[1e.(I-K(m)e2/6+ 0(e?)).

Par exemple, cette longueur est |
supérieure a 2[ e, le paraboloide hyperbo-
lique, tandis qu'elle est plus petite sur S2.
En fait, on la connait : c'est 2[Isine et |
comme sine = e-6¥/6 + o(¢?), on retrouve bien |
que K = | pour la sphére.

;I'I‘.ﬂéﬂéﬁ-fxdﬂr‘\d“ements de la gébmétri'éf3
selon Riemann (1854)

Gauss nous laissait sur notre faim |

pour au moins deux raisons.

D'une part, on ne peut se conten- |

| ter de géomeétrie plane. De rnéme que la |

géomeétrie intrinseéque des surfaces est une |
généralisation de celle de R?, il faut certai- |
nement généraliser la géométrie de R3. |

D'autre part, méme en géométrie
| plane une grogne Iégére subsistait: on avait
découvert la géométrie hyperbolique plane |

mais elle était mal fondée. Et pour cause,
|

car elle ne peut jamais étre réalisée com- |

plétement par une surface de R3. Le butde |
Riemann, c'était de savoir ce qu'est une |

géometrie.
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Pour Riemann une géométrie plane ‘
| cest un ouvert U de R2 et sur U un ds2 = :
-; | Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 od E, F, G sontdes |
éfonctions sur U et la forme quadratique |
| associée doit étre définie positive en chaque
| par un développement limité habile du ds?.

t point (u, v) de U.

La métrique est définie comme la |

borne inférieure de la longueur des courbes
| (joignant les deux points considérés), la
| longueur elle-méme des courbes étant par
' définition [lic'(t)ldt.

Moralité : une géométrie plane,

ment complet de mentalité.

sion quelconque est automatique ; sur un
' ouvert U de R", n entier quelconque, on défi-
| nira un ds2 par :

’ ds? = 3G, (X e Xp)dX0X;

ou la forme quadratique que définissent
les fonctions g; doit étre partout définie
positive. En fait, c'est une structure eucli-
dienne sur I'espace tangent a U au point
considéré.

siques et par deux points suffisamment

| en géométrie euclidienne.

U cR2

c'est un continuum deux dimensions muni
en chaque point dune structure infinitési- |
malement euclidienne. C'est un retourne- |
indices, antisymétrique en les deux der- |
| niers, symétrique en ces deux paires et
Maintenant I'extension en dimen- |

Il revenait a Riemann de trouver |
linvariant qui généralise en dimension quel- |

congue la courbure K découverte par Gauss
pour le cas n = 2. La réponse n'est pas un
étre simple. Riemann découvrit cet animal

On peut toujours annuler les termes
du premier ordre :

la morale est qu'une |

variété de Riemann n'a pas de dérivées |

du premier ordre qui soient significatives.

Mais que, par contre, elle en a du second |

ordre, qui constituent le tenseur de cour-
bure.

Cet animal est, en chaque point, |
une forme quadrilinéraire R (s ee ee e¢) qui |
est antisymétrique en les deux premiers |

satisfait aussi 'identité de Jacobi pour les |

trois premiers indices.

Méme en dimension 4 ce tenseur de cour-

bure n'est pas complétement compris.

Riemann avait procédé ainsi. Il pre-
nait pour coordonnées des coordonnées
orthonormées telles que toutes les géodé-
siques issues de l'origine soient des droites

| pour ces coordonnées. Alors, par un calcul
Pour les variétés de Riemann le |
probleme des plus courts chemins est
résolu, au moins localement. Ces plus |
courts chemins sont portés par les géodé- '
;ds2 = dxf +
voisins, il en passe une et une seule qui réa- |
lise le plus court chemin, ainsi qu'il en était |

utilisant I'équation des géodésiques, il mon-
trait que le développement de Taylor de la
métrique était nécessairement de la forme.

LAkl z (M (x;dx; — x;dx;) (%, dx;, —
i,j.k.h ' )
2
+ oolxy + o

%

+ Xxp)

Xpdxy)

Remarquons ici que R n'a guére de |

sens quand n =1 :

il n'y a pas de géome-

trie riemannienne en dimension 1 car, |

comme on l'a remarqué plus haut, toutes
ces courbes sont localement isométriques
entre elles.

Et si n = 2, comme R2 est de
dimension 1, on voit que la forme quadrili-

| néaire R s'identifie a un scalaire (la cour-

bure de Gauss).
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; Les identités que satisfait R mon- |
trent que K détermine R par polarisation.

Sur une telle variété M rappelons |
que l'on peut parler de fonctions numé-
' riques C=, de vecteurs et d'espace tan- |
| gents, de différentielle (dérivée premiere) |
d'une fonction, de tenseurs et en particulier
| de formes différentielles extérieures.

Par contre, il n'existe pas de déri- |
| vées seconde, troisiéme ... d'une fonction |
| : en effet, contrairement all cas de la déri- ?
| vée premiére, les dérivées ultérieures

| dépendent de la carte choisie. De méme,

« De méme qu'en dimension 2, pour ?
| tout n la courbure (R ou K) mesure bien le
| défaut d'euclidienneté de (U, ds?). 1
| Car K = 0 entraine que la variété de Rie- ;,
| mann considérée est localement isomeé- |
trique a l'espace euclidien R". Plus géné- ‘
| ralement les continuums de Riemann o K |
| est une constante k sont nécessairement, |
| localement du moins, les spheres si k > 0
| et les espaces hyperboliques si k < 0.

Globalement un résultat de base
est que, pour tout k réel, il existe (A une iso-
métrie prés) une et une seule variée rie-
| mannienne simplement connexe et acour- |
| bure sectionnelle constant égale a k, que |
| 'on peut dénoter par S"(k). C'est la sphére
de rayon 1/ Vk si k > 0, I'espace euclidien |
| si k =0 et I'espace hyperbolique donné par
' la formule de Riemann citée plus haut. |
5\ Il est capital, comme on le verra plus loin,de |
| disposer ainsi d'une famille indexee exac-
tement par les réels, comme espaces de |
' comparaison. 5

| [ Ce qu'll fallait faire aprés Riemann)

| Riemann ne faisait que du local.
Pour faire du global, il faut d'abord bien
| définir un continuum & n dimensions. C'est
la notion de variété différentielle (de dimen-
| sion n), terminée avec Whitney aprés H.
| Weyl et Elie Cartan entre autres.

on ne peut pas dériver des champs de vec-
' teurs ni des tenseurs. ‘

La notion de variété abstraite per- |
met de bien distinguer entre une variété et
| ses quotients. Par exemple entre la sphére
SN et son quotient par l'antipodie - I'espace |

projectif réel R.P". Entre R" et les cylindres

S'x...xS'xR™k qui aboutissent au tore T" = |
R"/Z". '

Sl x sl = 712

Une variété riemannienne sera
maintenant la donnée d'une variété diffé- |
rentielle M munie, sur chacun de ses
| espaces tangents T, M, d'une structure |
euclidienne g,,.. (i.e. une forme quadratique
| définie positive et bien sir, la correspon-
dance m -> g, devra étre C<).On peut |
| noter (M, g) une telle variété riemannienne.
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La premiere question globale

| concerne la métrique, toujours définie

comme la borne inférieure de la longueur |
| conques de M sont joints par un plus court |

| des courbes joignant deux points.
| A savoir : étant donné deux points m, n

| que ces géodésiques, régies par une équa- |
tion différentielle du second ordre mais |
| non linéaire, soient définies jusqu'a l'in- |

inclus dans M, existe-t-il toujours un plus
court chemindeman?
On sait que ces plus courts chemins sont

portés par les géodésiques, des courbes |
de M dont il existe une et une seule ayant |

une origine et un vecteur vitesse initiale |

donnés.
Mais en général, il n'y a aucune raison

| fini.

On va voir que ce fait est lié a ce

gue la réponse a la question ci-dessus est
| en général non: dans R2- 0 (I'origine Gtée)
deux points comme x et -x ne sont jamais
joints par un plus court chemin. Plus géné-

ralement, ceci arrivera dés que l'on troue
une "bonne" variéte.

R {0 |

/\/\/6‘\_‘\
x'\/\};<;——/=— X

| En fait, la question dépend non seulement
de la variété mais de la métrique rieman- |
| nienne qu'elle porte. Par exemple, le
' cylindre R x S'c R3 donne une réponse |
positive a la question, tandis que la méme |
- varieté en donne une négative.

La réponse finale est donnée par

le théoreme de H. Hopf-Rinow (1931) :

(ii) toutes les géodésiques sont définies jus- |

- il y a équivalence pour une (M, g) entre:

(i) les géodésiques issues d'un point m
M sont définies jusqu'a l'infini ;

| qua lnfini ;
i (iii) la métrique est compleéte.

En outre, l'une quelconque de ces condi- |
tions entraine que : deux points quel-

chemin. Mais la réciproque n'est pas vraie,
comme le montre un disque ouvert de R2.

Par contre dés que m est une variété com- |
pacte, elle sera toujours compléte. Dans |

toute la suite, on ne considérera que des
variétés riemanniennes complétes.

Le fait que (i) entraine (iii) est la

mise en forme de L'idée intuitive que le |

balayage de M par les géodésiques infinies |

issues d'une point fixe m empéche l'exis-

tence de trous :

Quant a la question de /'unicité du

|

plus court chemin, alias la théorie du cut- |
| locus, elle est extrémement difficile et n'est
actuellement résolue que dans des cas |

extrémement particuliers, comme les
sphéres canoniques. Sur un ellipsoide de
RS, le résultat est connu mais difficile a
démontrer.

buraco




