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Benoit Mandelbrot, mathéma-
ticien, a fait naitre et connaitre les frac-
tales et les a rendues trés populaires.

Nous retranscrivons ici I'extrait
de sa conférence «L'anneau fractal de
l'art & l'art a travers la géométrie, la
finance et les sciences» prononcée le
28 juin dans le cadre de I'Université de
tous les savoirs. La totalité de sa confé-
rence sera publiée dans la Collection
UTLS chez Odile Jacob en 2000 ou 2001.

On pense aux sorciers et aux
fées quand une idée en apparence insi-
gnifiante se met soudain a produire a
flot des conséquences variées et impor-
tantes. Pour introduire et faire com-
prendre les fractales, demandons-nous
donc si un objet géométrique peut
prendre la méme forme qu'on l'exa-
mine de pres ou de loin. Cette propriété
fut récemment baptisée autosimilarité.

Elle semble d'une parfaite insi-
pidité, mais c'est la graine d'une florai-
son de développements constituant
toute une géométrie. Insipidité est éga-
lement le terme approprié pour déno-
ter la droite et le plan ideaux, qui sont
des exemples d'autosimilarité connus de
tout le monde. En revanche, la sphére
n'est pas autosimilaire ; quand on la
regarde de pres, en étant dessus, elle
parait plate ; de loin, comme tout objet
borné, elle parait ponctuelle.

llyacent ans, de 1875 a 1925,
des mathématiciens perspicaces pri-
rent conscience d'une poignée de curio-
sités ou monstres, objets qu'ils pré-
sentérent comme nouveaux, sans
contrepartie dans la nature et contre-
disant l'intuition géométrique. Certains

liy a100 ans

Fractales et rugosites

Benoit Mandelbrot, Université de Yale

{V

o La courbe de von Koch

L'exemple le plus célébre de courbe
fractale est celui du flocon de neige de
Helge von Koch, mathématicien suédois
qui la publia pour la premiére fois en
1904 et la décrivit comme "courbe conti-

construction geometrique élémentaire.
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\sus sur les 3 cotés d'un triangle équilatéral.
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A partir d'un segment de longueur un, remplagons le tiers central par deux
segments de méme longueur que lui. Au bout de cette premiére étape, nous
obtenons une nouvelle figure. Nous pouvons itérer ce procéde indéfiniment
en subdivisant chaque fois les segments en trois parties dont la partie cen-
trale est remplacé par deux segments de méme longueur gu'elle.

Cette courbe est autosimilaire et donc fractale car elle reste identique a elle-
méme quand on la dilate avec un grossissement égal a une puissance de

La figure ci-dessus montre les cing premiéres étapes de la construction de
la courbe de von Koch et ce gu'il en advient lorsque |'on répéte le proces-
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de ces objets étaient autosimilaires,
car cette qualité les rendait plus faciles
a décrire.

Beaucoup plus tard, j'allais les
séparer des autres curiosités en ques-
tion, vouer ma vie scientifique a leur
etude, et les baptiser des «fractales».

< le lisse et le rugueux )

Cette chronique brossera a
grands traits chacune des 3 grandes
etapes récentes de I'étude des frac-
tales.

En premier lieu, surprise abso-
lue et plus grand bonheur intellectuel de
ma vie, je reconnus a ces monstres un
autre réle tout a fait nouveau.
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Le flocon de von Koch

Il a la propriété d'étre de longueur infinie mais l'aire
qu'il délimite vaut seulement 8/5 de la surface du
triangle de départ. En effet, & chaque étape de
la construction, chaque cété de la figure est rem-
placé par une figure de longueur 4/3 fois plus
grande. Le processus répété indéfiniment prouve
que la longueur du flocon devient infinie. En
comptant la surface des triangles créés a chaque
étape, on peut démontrer également, par un
simple raisonnement, par récurrence, que la sur-
face de la courbe engendrée aprés n construc-
tions est égale & [8/5 - 3/5.(4/9)"] pour un triangle
equilatéral initial d'aire unité.

Ainsi par passage & la limite, le flocon de von Koch
délimite une surface finie limitée par une courbe

On les qualifiait
imprudemment
d'«exception-
nels». Je mon-
trai, tout au
contraire, que la
fractalité n'est
pas loin d'étre la
regle dans la
nature. Selon le
cas, elle ne
concerne que
des détails ou
touche a l'es-
sentiel.

Cette thése
osée et interdis-
ciplinaire provo-
qguant l'incrédu-
lité, il faut la
préciser et la
rendre «natu-
relle». Le point
essentiel est que

de longueur infinie.

la droite et le

plan sont parfai-
tement lisses, mais en regle presque
générale les choses sont loin de cet
idéal :non pas lisses mais rugueuses
dans le détail ou dans l'essentiel.

Songeons maintenant a l'en-
semble des messages que nous rece-
vons de nos sens. Ceux de la vue et
I'ouie, considérés comme raffinés, se
trouvent égale Cent avoir été le plus tot
et les mieux explorés ; c'est peut-étre
une facon de constater qu'ils étaient
(trés relativement parlant !) les plus
faciles a explorer.

A l'autre extréme, le sens du
lisse ou du rugueux restait en dehors
des sciences. |l appartenait au monde
de la mécanique pratique des frotte-
ments dont les ingénieurs cherchent a
se débarrasser.

[l semblait impossible d'en extir-
per un quelconque concept. Les ques-

tions que posait la rugosité n'etaient
pas sottes, mais inabordables. Faute de
mieux, elles ne recevaient que des
réponses évasives et inadeéquates.
Par exemple, songez aux questions
incontournables que voici :

- Comment mesurer la rugosité ou vola-
tilité des chroniques boursiéres, ne
serait-ce que pour pouvoir évaluer les
risques financiers de facon réaliste?
- Comment mesurer la cbte de la Bre-
tagne 7

- Comment caractériser la forme d'une
cote, d'une riviére, d'une ligne de par-
tage des eaux ou de la frontiére d'un
bassin d'attraction dans le contexte de
I'hydraulique, mais aussi des systémes
dynamiques ?

- Comment définir la vitesse du vent en
plein orage ?

- Comment mesurer et comparer les
rugosites d'objets communs tels qu'une
pierre cassée, un talus, une montagne
ou un bout de fer rouillé ?

- Quelle est la forme d'un nuage, d'une
flamme ou d'une soudure ?

- Quelle est la densité des galaxies
dans I'Univers ?

- Comment varie l'activité sur le réseau
Internet ?

A toutes ces questions (ou frag-
ments de questions), c'est la géométrie
fractale (continuée par la multifractale)
qui allait apporter les premieres
réponses satisfaisantes.

Dans chaque cas, les réponses
se fondent sur la qualité - elle-méme
surprenante - que la rugosité se trouve
souvent étre fractale. Dans beaucoup
de phénomenes naturels ou créations
de I'nomme telles que la Bourse ou
Internet, cela permit a la géométrie
fractale de devenir la rampe de lance-
ment de la premiére théorie du rugueux
«simple».
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< Arts et fractales )

Pour résumer, et apaiser toute
inquiétude que les fractales auraient
pu susciter, cette nouvelle géométrie, je
la fis naitre de I'union entre une certaine
mathématique ésotérique et le plus
grossier de nos sens.

Elle dura, fructifia, s'imposa et
ne manquera jamais de problémes a
traiter. De plus, son domaine s'étendit,
d'abord & l'aval, puis a I'amont de mes
travaux scientifiques.

A l'aval, elle conduisit a un
deuxieme étonnement absolu, cette
fois esthétique. Les nouvelles images
fractales, fruits sans nombre de ce qui
avait d'abord paru une mésalliance, et
dont l'accouchement se fit dans un
centre informatique, furent de plus en
plus largement percues comme belles
ou tout au moins hautement décora-
tives.

L'ensemble de Mandelbrot vient
inévitablement a l'esprit. Une formule
ancienne, paraissant d'une parfaite insi-
pidité, se révéla la source d'images fan-
tastiques qu'on voit désormais partout,
a tel point qu'elles se fondent dans l'uni-
vers visuel de I'humanité. Elles ne vont
pas subir le sort commun des modes.

Selon la belle expression de mon ami
le regretté Marcel Paul Schutzenberger,
elles marquent un nouveau style.

L'aval de la géométrie fractale
s'ajoutant désormais a son étrange
interdisciplinarité, l'incrédulité renait
sous une forme plus forte encore. La
géométrie fractale jouant a la fois tant
de rdles divers, comment se fait-il qu'elle
n'‘ait que vingt-cing ans d'age ?

Que les premiéres «protofractales» n'en
aient que cent ?

Avoir déclenché tout cela (la
chance d'étre 'homme qu'il fallait, quand
il fallait et ou il fallait) est un privilege
merveilleux qui doit étre accepté avec
humilité. Dés mon livre de 1975, et sur-
tout le livre anglais de 1982, la géo-
métrie fractale s'est littéralement et tout
a fait spontanement envolée.

Mais je n'ai jamais eu la pré-
somption d'avoir «inventé» tout ceci ex
nihilo. Tout au contraire, je cherchais des
précurseurs (Gustave Eiffel?) dont je me
plaisais a citer des phrases sans suite,
mais parmi eux aucun ne pouvait étre
pergu comme ultime «inventeur».
Quelle corde sensible de I'humanité
avait-elle donc attendu que je la fasse
résonner ?

Résolvant ce grand mystére,
une troisieme surprise apparut et se
placa a I'amont de mes travaux. Mes
ouvrages me valurent beaucoup de lec-
teurs de tous bords et un courrier aben-
dant plein de variété et d'enseigne-
ments. Voici ce qui en ressort.

Dans I'histoire des fractales, la
periode 1875-1925 reste un moment
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o Le triangle de Sierpinski
Cet ensemble fractal utilise comme figure de départ un triangle équilatéral. En utilisant les milieux de ses cotés, on
définit ainsi un nouveau triangle central que l'on enléve au triangle initial permettant d'obtenir la figure aprés la pre-
miére étape. |l suffit d'appliquer ce procédé aux trois triangles restants pour obtenir la figure suivante. En itérant ce
procéde une infinité de fois, on oblient ainsi le triangle (ou fanion) de Sierpinski que I'on retrouve dans la manipula-
k\tion "Coloriages fractals" de I'exposition "Maths 2o00" qui ulilise des propriétés du triangle de Pascal.

S

fort, specialisé et trompeur. Mais il
semble bien que I'on ne puisse identi-
fier quelque commencement que ce
soit.

Précisons que les fractales sont

des formes telles que, indépendam-
ment des sens que 'on donne aux mots,
le detail reproduit la partie et la partie
reproduit le tout. Pour s'en assurer,
divers procédes commencent par tracer
les grandes lignes d'une figure, puis uti-
lisent un générateur pour ajouter des
détails de plus en plus petits. |l est donc
essentiel d'avoir une progression sans
fin, idée familiere aux theéologiens.
Dans le bouddhisme zen, on trouve le
theme (repris par Leibniz) de la goutte
de rosée dans laquelle est incluse en
miniature tout une répligue du monde,
y compris des gouttes de rosée et ainsi
de suite a l'infini. Cette théologie de la
goutte d'eau trouve un écho dans de
nombreux mandalas tibétains, avec leur
bouddhas de toutes tailles, et on l'aper-
coit aussi dans la grande vague du
peintre Hokusai.
Pour changer de continent et de métier,
le theme du générateur répété se trouve
dans l'univers de Kant (fait de galaxies
groupées en amas, superamas et ainsi
de suite sans fin), dans les célébres
dessins de fontaines de Leonard de
Vinci, avec leurs tourbillons superpo-
sés, dans L'Ange de Gustave Doré, fait
d'anges plus petits, sans parler du
visage de la mort de Salvador Dali.

Pour changer encore de continent, on
nous a recemment appris que l'art de
nombreuses nations africaines regorge
de fractales d'une subtilite pleine de
signification car objets de tradition.

q_es nombres de I'hommeD

Sans &tre un aussi grand obser-
vateur, je me suis apergu il y a long-
temps de cette verité : j'ai dit souvent
que les branches de l'arbre étaient elles-
mémes de petits arbres complets ; des
fragments de rochers sont semblables
a des masses de rochers, des particules
de terre & des amas énormes de terre.
Je suis persuade qu'on trouverait en
guantité de ces analogies. Une plume
est composée d'un million de plumes.

Arrétons-nous sur Swedenborg,
dont les mots allaient étre cités par
Emerson. Il ne brillait pas par ses
connaissances en biologie, mais son
intuition que le monde est ainsi fait par-
tait d'observations authentiques.

C'est ainsi que Delacroix aurait
moins fait tiquer s'il avait choisi le chou-
fleur. Il ne s'agit donc pas ici de validité
scientifique ; cependant son opinion
fausse mérite d'étre citée, car elle attire
I'attention sur un fait patent : l'idée
d'emboitement autosimilaire vient spon-
tanément aux humains, et l'intuition de
fractaliteé a toujours fait partie du patri-
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moine de I'humanité, en Asie et en
Afrigue aussi bien qu'en Europe.

Un bipéde sans plumes n'est
devenu homme qu'aprés avoir conquis
le feu et les éléments et avoir décoré
son corps, sa demeure et son temple.
Au cours des millénaires, ses motifs
décoratifs s'affinérent. Certains -
batisses, broches et colliers - aidérent
ala naissance de la géomeétrie qui allait
étre codifiée par Euclide et beaucoup
plus tard devenir 'outil essentiel de
maintes sciences.

D'autres éléments décoratifs
furent laissés de c6té puis se déguise-
rent pour participer a une révolution
anti-euclidienne en mathématiques, et
enfin donnérent une forme a des objets
que la vieille geomeétrie et les sciences
étaient forcées de laisser de c6té
comme amorphes, c'est-a-dire sans
aucune forme qui aurait permis I'ana-
lyse de la nature et sa synthese.

Ayant ainsi traversé et apporté
ma contribution a plusieurs territoires du
savoir désintéressé ou pratique, avec
des pointes vers les arts, l'aval et I'amont
de l'ceuvre d'une vie viennent de se
refermer devant nos yeux en un anneau
fractal. Parti il y a trés tres longtemps
de l'art, un long périple confus est désor-
mais revenu a son origine.

Benoit Mandelbrot
Mis & jour le lundi 28 ao(t 2000

Il a écrit :

* Les Objets fractals (1975, 4e éd. 1995)
* Fractales, hasard et finance (1997),

* The Fractal Geometry of Nature (1984),
* Fractals and Scaling in Finance (1897),
* Multifractals and 1/f Noise (1999).

Dimensions fractales

Frédéric Vivien, Rouen

Dans le cadre de l'accueil de I'ex-
position "Maths 2000" congue par
CentreeSciences, coproduite avec la
Cité des Sciences et diffusée en
Haute-Normandie par Science-
Ac}trion, I'Apmep de Hauite-Norman-
die a élaboré un document d'ac-
compagnement de l'exposition
regroupant des articles sur chacun
des 12 thémes de l'exposition.

Nous en reprenons ici
une partie.

La longueur de la cote de Bretagne

On peut distinguer la similitude
des mathématiciens, rigoureuse, et la
similitude statistique. Par exemple,
lorsque l'on observe la cote de Bre-
tagne a trés haute altitude, elle appa-
rut trés dentelée avec une succession
ininterrompue de promontoires et de
baies. Lorsque l'altitude diminue, la
perspective evolue, mais I'aspect den-
telé de la cote se maintient, avec des
promontoires et des baies plus petits.
Chaque changement d'échelle souligne
la permanence de cette structure. C'est
une similitude statistique.

Aprés le flocon de neige, on
peut se demander, comme |'a fait Benoit
Mandelbrot dans ses travaux, quelle
est la longueur de la cote de Bretagne,




