
Plot n' 92-2ooo

Simulations de files d'attente
d'après Vincent Paradis, Montréal

ère. Les intervalles entre les
d'attente sont largement uti-
lisées dans le domaine de la
recherche opérationnelle.

On cherche par exemp e à
déterm ner dans un supeÊmarché e

nombre de caisse nécessalre pour que

les clents n attendent pas, dans un
péage d'auioroute, le nombre de gu -

chets pour éviter les bouchons. à une
lavere autornobile. à une casse de
banque. à un cinéma...

vées successlves des automob es au
lave-auto. se comportant se on une o
de Po sson. se d stribuent exponen-
tie ement.
La distribut on est donnée par la tonc-
t on su vante:

F(x) =1-e,"x
oir i est e nor.bre moyen darrivée
par unité de temps

Supposons les données su vantes:
TABLEAU 1

Le nombre d arrivées quicorrespond à
a grandeur des nterva les de lemps.
nlerualles Nombre Pourceniage

Prenons l'exemple du super-
marché. ll faut que les clients n'atten-
dent pas plus de trois minutes pour être
servis, avec comme autre variable les
heures de pointe. Or des lois probabi-
Ilstes déterminent des arrivées aléa-
toires.

La première partie de l'activité
servira à illustrer la "plausibilité" d'une
de ces lois, celle de Poisson. Dans une
seconde partie, I'objectif sera, à l'aide
d'un générateur de nombres aléatoires,
de simuler des arrivées à un lave-auto
afin de déterminer letemps moyen d'al-
tente dans la queue.

La loi de Poisson

On veut vérifier que des arri-
vées aléatoires, c'est-à-dire au hasard,
se comportent selon une loi de Poisson.
Prenons le cas d'un laveur de voitures.
Choisissons la "minute" comme unité de
temps. Les voitures arrivent de façon

Supposons que la durée totale des rele-
vés fut de '1000 minutes. Comme il y a
100 observations ou arrivées, le nombre
moyen d'arrivée par minute est de 0,1
soit 100 arrivées en 1 000 minutes. La
valeur du paramètre est donc:1, = 0,1.
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F(x) =1-e-(0,1)x

--------------- courbe polygona e (données du Tab eau)

Figure 1 :

les intervalles
entre les arri-
vées en fonction
du pourcentage
d'arrivées.

2a1510

-tr

i saqit ma ntenant de constru re
les graphes théoriques et pratiques. le

graphe théorlque étant celu de la fonc-
t on continue F(x)= 1 - e10 1)'. e graphe
pratique étant lourni de se ze po nts,

ceux du pourcentage cumu atii (ci.

TABLEAU 1),

À noterque la const.uction de Iacourbe
polygonale suppose le postulat de
l'équirépartition à l'intérieur d'un inter-
valle donné; on fait donc correspondre
Ies pourcentages cumulatifs aux points

milieu des intervalles, soit 1, 3, 5 ...

La démarche

Chaque groupe d'élèves a une
centaine de relevés à faire. llsuffit dans
un premiertemps de noter l'heure des
arrivées, par exemple :

(heure de départ: midi)
12 heures 01 minute 12 secondes,
02 minutes 28 secondes,
53 secondes,
04 minutes 01 seconde, etc.

Par la suite, on établit la durée
des intervalles, soit:

1 minute 12 secondes,
'1 minute 16 secondes,
0 minute 25 secondes,

1 minute I secondes, etc.
Ensuite selon la durée d'un

intervalle, il s'agit de construire un
tableau semblable au tableau 1.

Le nombre d'intervalles doitvarier entrc
10 et 20 afin de construire un graphe
intéressant. La durée d'un intervalle est
donc à fixer en fonction de ce critère et
de la réalité observée.
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Une table
de nombres aléatoires

Les élèves ont à simuler une
file d'attente en se basant sur le graphe
théorique qu'ils viennent de vérifier, et
pource faire, à construire une table de
nombres aléatoire§.

ll existe des tables comportant
un million de chifires, réalisées au
moyen d'une roulette électronique.

ll peut être intéressant de faire
construire aux élèves leur propre table
de nombres aléatoires et de la vérifier.

Voici quelques moyens faciles à
utiliser:
- Un icosaèdre à 20 faces que l'on
lrouve facilement dans les bouiiques
de jeux. ll s'agit d'un dé à 20 faces ou
chaque chiffre de 0 à I apparaît 2 fois.

À noter qu'il n'existe pas de polyèdre
régulier à 10 faces. Les élèves peu-
vent le construire avec du carton.

- Une urne contenant'10 boules numé-
rotées de 0 à 9. lls'agit de remuer l'urne
de façon à engendrer aléatoirement le
tirage d'une boule porteuse d'un
nombre.

- Un dé dont 5 faces sont numérotées 0,
1,2,3 et4. Le sixième est hachuré, son
tirage annulant un coup, et un jeton
numéroté 0 et 5. On lance le dé et le
jeton et on fait la somme.

Une façon simple de vérifier si
une table de nombres aléatoires n'a
pas été biaisée, est la suivante: la
moyenne arithmétique des chiffres de
0 à I est 4,5, c'est-à-dire

> m /10=4,5
m=0à9
Alors la moyenne arithmétique

de n nombres aléatoires compris entre

0 et 9, soit les chitfres a1, a2,..., aî,
devrait être approximativement :

(: ni ) / 10 peu ditférent de 4,5
i=1 àn
Plus n est grand, plus l'approximation
devrait être bonne.
Une fois latable de nombres aléatoires
produite, il reste à simuler la file d'at-
tente. Pourcela, un transfert de variable
isolée est nécessaire.
Prenons:

F(x) =Y= 1-e-(0 1)x

1-v=e-(o'l)x
ln(1 - y) = ln e1u, r)x pour 0 < y < '1,

ln(1 -y) =-(0,1)x
x = -'10 ln(1 - y) 

= 
G(y) (modulo D)

G(y) = -101n(1 -y)

À l'aide d'une calculatrice, il
s'agit maintenant d'évaluer G(y) pour
desvaleurs de y variantde 0,01 à 0,99.

Dans notre exemple l'évalua-
tion de G(y) variera de 0,101 à 46,052
minutes.

Le matériel pour simuler une
file d'attente est prêt. ll s'agit de
construire un tableau semblable à celui
de la page suivante.

I
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si m u latro n u ern

n'client n'
intervalles

aléatoire entre arrivées
Temps de
service

Temps
d'attente
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11 .71?
3 5,06 6

8,2 r 0
11,087
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4,1 63

0
0
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5

Simulés I donnés par le Idonnés par une iable Iotal : 5'1,558
temps moyen :

2.062
générateur de

nombres a éatoires
Temps

constart

d'attente
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Les caisses "5 obiets"

La queue au supermarché !!!

Le gérant de votre supermarché se pose

la question suivante :

Quels avantages y aurait-il à remplacer
le système traditionnel des files à
chaque caisse par une file unique?
Nous allons examiner comment, à l'aide
de simulations, il est possible de com-
parer ies deux systèmes sous certains
aspects.

Posons une première question :

En moyenne, le temps d'attente d'un
client est-il le même dans les deux sys-
tèmes?
Le temps d'attente dépend fondamen-
talement de deux facteurs lorsque le

nombre de guichets est fixé:
1) le nombre de clients en attente
lorsque nous y pénétrons;
2) letemps quiest requis pourservirune
personne.

Le temps requis pour servir un client
n'est évidemment pas toujours le même.
On peut cependant connaître Ia proba-

bilité que ce temps soit dans différents
intervalles.

Pour cela, ilfaut faire un relevé.
Un des vendeurs à été assigné à la
tâche suivante:
Prendre note du iemps nécessaire pour
servir chacun des 100 premiers clients
aujourd'hui.

aaaaaaaa

Vo ci ce qu il a obtenu:
Temps (secondes) Nombre de Fréquences

1- 30s
31 - 60s
61 - 90s
91 -120s

121 - 150 s
151 - 180 s
181 - 210 s

5

I
10

13

15

18

12

0,05
0,08
0,10
0,13
0,15
0,18
0.12

aa

211 - 24O s
241 ' 270 s
271 - 300 s

7
7
5

0.07
0.07
0.05

Ces résultats nous donnent une
assez bonne idée du temps passé au
guichet: on peut dire par exemple que
la probabilité qu'une personne se pré-
sentant au guichet y passe entre 2
minutes et 2 minutes et demie est de
15/'100 (cette valeur n'est évidemment
qu'une estimation de la probabilité).

Si on voulait plus de précision,
on devrait baser l'estimation sur plus de
100 clients etdiminuer la longueurdes
intervalles.
Bemarquez que la probabilité qu'une
personne se présentant au guichet y
passe entre '1 et 30 secondes est la
même que celle de lire dans une table
de nombres aléatoires une quelconque
des paires de chiftres suivants: 00, 01,
02,03,04.
De même, la probabilité qu'un client

.aa a
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passe entre 31 et60 secondes au guÈ

chet est la même que celle de trouver
une quelconque des paires suivantes:
05,06.07, 08.09, 10, 11. 12.
On peut donc établir une correspon-
dance entre les temps de service et
certaines paires de nombres aléatoires.

-IE

Temps passé

au guichel

1- 30s
31 - 60s
61 - 90s
91 -120s

12'1 - '150 s
151 - 180 s
181 - 210 s
2-11 - 24O s
241 - 27O s
271 . 300 s

0,05
0,08
0,10
0,13
0,1 5

0,18
0,12
0,07
0,o7
0,05

aaaaaa.aa

00à04
05à12
13à22
23à35
36à50
51 à68
69à80
8'1 à 87
88à94
91 à99

Supposons que lorsque mon-
sieur X se présente 3 la caissê, il y a
déjà I clients ; nous allons simuler le
temps qu'il devra attendre suivant les
deux modes d'attente: les tiles mul-
tiples et la file unique.

Ily a 2 clients devant Monsieur

Files multiples

Poulet. Simulons le temps qui sera
requis pour servir chacun d'eux.
En utilisant latable des nombres aléa-

aaaI.IIJ

toires, on choisit une ligne (disons la
première) et deux colonnes (par
exemple Ies '13e et 14e colonnes). Cela
nous fournira une paire de 2 nombres
aléatoires. À cette paire correspond un
temps de service du premier client.
Puis, on simule le temps de service du
2ème clieni (en regardant parexemple
les deux nombres situés sur la 2e ligne,
les '13e et 14e colonnes).
Voyons ce que nous obtenons:

nornbre lu lemps de seûice
premier client 33 91 - '120 s
deuxième client 74 181 - 210 s

Alors, le temps d'attente de
monsieur X, par cette simulation, peut

varierde 272 à 330 secondes. Nous lui
assignerons une attente de 300
secondes.

Faites 15 simulations analogues
de l'attente de l\.4onsieur Poulet puis

calculez la moyenne des temps d'at-
tente.

File unique

aa
aaa a

l.a --

Posons que, lorsque lvlonsieur Canard
arrive, les 3 clients aux trois caisses
commencent à se laire servir.
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À l'aide de votre table des nombres
aléatoires, simulez 15 fois l'attente de
ce gème client et comparez avec l'autre
système,

Pour faire cette simulation, on
doit tout d'abord simuler le temps que
passeront les trois clients qui sont aux
guichets, puis acheminer le quatrième
client à la première caisse qui se libé-
rera, etc. ,jusqu'à ce que le gème client
arrive à une caisse :

Oue concluez-vous sur le temps
moyen d'attente dans les deux sys-
tèmes?

Auriez-vous pu prévoirce résul-
tat sans simulation?

Vous avez certainement
constaté que les deux systèmes sont
équivalents en ce quiconcerne le temps
moyen d'attente.
Pourquoi en est-il ainsi?

En regardant les temps qu'a dû
attendre le gème client dans les deux
systèmes, voyez-vous sous quel aspect
ces derniers différent?

Dans le système à plusieurs
files, il arrive que l'on attende très peu
mais aussi que le temps d'attente soit
iong alors que dans le système à file
unique, letemps d'attente ne varie pas
tellement. Pour caractériser un tel iait,
nous disons que lavariabilité du temps
d'attente est beaucoup plus forte dans
le système à plusieurs files. Une mani-
festation frustrante de cette situation
est d'apercevoir les files voisines avan-
cer plus vite que la nôtre...

Si vous demandiez au gérant
de votre banque les raisonsjustifiant la
file unique, ilvous en fournirait proba-
blement plusieurs autres.
Vous pouvez prolonger cette activité
en imaginant d'autres exemples de
simulation et en les testant.

Une manipulation inieractive
de t'exposition "les hasatds de la vie":

Commenl choisir la bonne tile?

Que laire ?
Faites tomber les billes de couleur puis votre bille blanche.
Quêlle chance avez-vous pour qu'elle soit dans la bonne file d'attente ?

Oue retenir?
Lesgouleis d'étranglement dans Iesfiles d'atlente proviennentde l'impossibilité d'exi-

ger un service individuel. llfaut se résigner à pariager ce service avec d'autres clients
ei s'armer bien souvent de pâtience.

Dans unê file d'attentê, les arrivées des clients s'opèrênt d'unê façon aléatoirej la
durée du service est elle-même en partie gouvêrnée par lê hasard. On cherche à éta-
blir un compromis entre le temps perdu par les clients du fait de l'attênte et lâ muliipli-
cation des iiles d'atienle quine fonctionnent pas gratuitemênt.

En observant la répétilion des sorties et le nombre des guichets, on en déduil
le nombre moyen de sorties ainsi que le nombre de caissières par unité dê temps.

On peutainsi, dans le cas d'ouvriers, de magasiniers, des péâges d'autoroute,
minimiser le coût supporté du fait de l'attente des clients dans la file êt de l'inoccupa-
tion de certains postes pour un meilleur profil de I'entreprise.


