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Fréderic de Ligt

Merci aux collégues dalimenter cette rubrigue. Nous nous ferons un plaisir de publier vos énoncés de
problémes, vos solutions, vos notes de lectures, vos interrogations, vos expériences pédagogigues, vos
billets dhumeur ... Cette rubrigue est a vous.

Vous pouvez envoyer vos contributions a ladresse : frederic.deligt2@gmail.com

Des problémes

128-1 proposé par Louis Rivoallan (Rochefort) -

Trouver une relation entre a et laire du rectangle

128-2 proposé par Frédéric de Ligt (Montguyon) :
Montrer que pour les réels positifs x, y et z on a toujours :
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128-3 proposé par Jacques Chayé (Poitiers)

Pour réaliser un abat-jour, on dispose d’une structure métallique constituée de deux cercles
de diametres 15 cm et 18 cm, reliés par trois tiges rectilignes de 15 cm.

On désire habiller cette structure d’un tissu.

Quelle découpe doit-on prévoir ?



128-4 proposé par Jacques Chayé (Poitiers) :

Sur une poulie passe une corde a laquelle sont suspendus, d’'un cété un poids, de lautre
un chat de méme poids que le poids.

Le poids du chat plus le poids de la corde font une fois et demie le poids du poids.

Le poids du chat en livres anglaises est exprimé par le méme nombre que l'4dge de la meére
du chat en années.

La meére du chat est deux fois plus dgée que ne l'était le chat quand sa meére avait la
moitié de 'dge qu’il aura quand il aura trois fois ldge qu’avait sa mére quand elle avait
trois fois lage qu’il avait.

L’Age du chat et I'dge de la mére totalisent 8 ans. La livre anglaise vaut 16 onces. La
corde pése 4 onces par pied.

Quelle est, en pied, la longueur de la corde ?

Les protagonistes :

Des solutions
125-2 proposé par Jean-Christophe Laugier :

Soit un triangle ABC et M un point du cété [BCl. N et P sont les points des c6tés [AB] et
[AC] respectivement tels que MNAP soit un parallélogramme. Déterminer M afin que la
longueur NP soit minimale.

Solution de Frédéric de Ligt

On note a =BC, b=AC, c=AB, a’'=BM, AP =NM = h, BN = ¢, d =AM et e = NP.
On suppose que lon cherche un point M sur le segment [BC].

Le théoreme de Stewart :

ab? + (a-a)c? =a(d? + a(a-a)).
On en tire :

!

a
d? = (b? —c? —a?) E+cz+a’2.

Une propriété du parallélogramme :
d? + e? = 2b% + 2(c-c')>
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La propriété de Thales :

!

a b c

’

R a b ¢
A laide de ces trois égalités on parvient a exprimer NP? & laide des seules longueurs a, b,

cet a’:
)y 2

a a
NP? = e = (2] @c? + 26%- @) + 2 (=32 - B2 + @) + %

Si NP? est minimum, il en va de méme pour NP.

Premiere observation :

0 < 2b%+ 2c? - a?.
En effet ABC est un triangle donc a < b + ¢ donc a? < b? + ¢% + 2bc
donc —2bc < b? + c?-a® donc b? + ¢? — 2bc < 2b? + 2¢% - a?

2 2
donc (b-c¢) < 2b% 4+ 2c?-a? donc 0 < 2b?+ 2¢?-qa? car (b-¢c) = 0.

Par conséquent il est légitime de dériver l'expression de NP? par rapport a a/a pour obtenir
la valeur minimale de NP? sous réserve que la dérivée sannule sur lintervalle [0 ; 11.

dNP? a

=2 E(ZCZ + 2b%2-a?) + (-3c2 — b2 +4a®) =0
()

a

Et elle s’annule pour

a  3c? + b? - a? 1 c? - b?

T 4c? + 4b2- 202 2 +462 + 4b2 - 2a?%

Q|

Seconde observation :
Quand ¢ = b alors @’/a = 1/2 et M est alors le milieu | de [BCI.

Troisieme observation :

Compte tenu du réle des longueurs b et ¢ dans l'expression de a/a on ne va considérer
que le cas ou ¢ > b. Le second cas s’en déduira facilement.

Dire que a’/a appartient a lintervalle 11/2 ; 1] revient a dire que (c? - b?)/(4c? + 4b? - 2a?)
appartient a lintervalle 10 ; %]. La premiére observation et le cas considéré améne a se
restreindre a linégalité :

(c? - b?)/(4c? + 4b? - 2a?) <1/2 ou encore a 3b? + ¢?> — a® > 0.

Avec cette condition, NP? est minimum pour a'/a = 1/2 + (c? - b?)/(4c? + 4b? - 2a?). Le
point M se situant dans lintervalle ]IC].

Si 3b% + ¢? — a? < 0, alors 1/2 + (c? - b?)/(4c? + 4b%- 2a®) > 1 ; NP? prend alors des
valeurs décroissantes quand a’/a prend ses valeurs dans lintervalle 11/2 ; 1l. Pour a’/a = 1,
C’est-a-dire pour M placé en C, NP? aura une valeur minimum.
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126-4 proposé par Frédéric de Ligt (Montguyon) -

Dans un repere orthonormé on considere une
ellipse dont le grand axe est placé sur laxe b
des abscisses et le petit axe sur celui des 2
ordonnées. On désigne par a la longueur du

demi-grand axe et par b celle du demi-petit . . 2
axe. On porte sur chaque normale a lellipse
et extérieurement a celle-ci une méme
longueur. Le lieu géométrique ainsi obtenu
forme une courbe « parallele » a lellipse. Si
on note / la largeur de la bande qui ceinture -
maintenant cette ellipse, pouvez-vous donner une expression exacte ou a défaut approchée
de laire de cette bande ?

Solution de lauteur

Préparation : Aire d'un quadrilatére convexe M;M,M;M, en fonction des coordonnées de ses
sommets. On note (x;;y;) les coordonnées de M;.
1 s 1
AM MM, ) = 2 |det(M1M2;M1M4,)| = 2 [Cxz = x1) Vs — ¥1) — (72 — y1) (x4 — x|

1 N 1
AMzMM, ) = 2 |d3t(M3Mz: M3M4)| = 2 |2 — x3) (Vs — ¥3) — (V2 — ¥3) (x4 — x3)|.
AMM;M3My, ) = AM MMy, ) + A(M;M3M,, ).

Cas particulier d'un quadrilatére inscrit dans la bande du premier quadrant
b-+2

Ms On se donne les inégalités :
e Xp2X1 Y221
M. X32X4 Y32Va
My Xz 2 X3 Y322
M X1 2 Xy Yo=Y
Xy 2 X4 Y32W1

Q a | a+b

1 1
AMM;M3M, ) = E((xz —x) —y1) — (2 —y1)(xa — x1)) - E((xz —x3) (Vs —¥3) — (V2 —y3) (x4 — x3))

1
=35 (—x201 — X1Ya + Y2X1 + Y1X4 + X3Y3 + X34 — Y3X4 — Y2X3)

1
= 5[(951 —x3) (V2 = ¥a) — (11 — ¥3) (x2 — x4)].
Coordonnées des sommets du quadrilatere M;M,M;M,.

bl T T M M;(acos@;bsin(0))
- M, = (acos(0 + &) ; bsin(0 + 6))
b . _ = 1 = (bcos 8
> J Mz My =M, +N IN]] avec N (a sin 6)
_ — — (b cos(8 +8))
y M, M3 = M4, + N5 ||N_(§|| avec N5 (asin(@ n 6)
6
a a+l
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Aire du quadrilatéere infinitésimal

Soit § un angle infinitésimal

A(My My M3 M,)
1 b cos(6 + 9) _ lasinf .
= —[(acos@ —acos(f + 6) —T> (bsm +————bsin(6 + 6))
2 ||| V]
lb cos 6 _ _ lasin(6 + 9)
—l|acos@ +——=——acos(0+9)||bsind —bsin(0 + ) - ————
V] [N
1 [( _ b cos(6 + 6)) ( la sin 9)
=—-|lasin0§ ———————— || —bcosbs +——=
2 A V]l

< _ Ib cos 9) < lasin(6 + 6))]

—lasin0é + ——— || —-bcos0§ —————

V] [N
B 1[a28 sin? @ N b%61 cos? 6 N a6l sin 6 sin(0 + &) N b%68l cos B cos(B + 5)
2L | [l (A (A
1?ab _ _
+————(cosBsin(f + &) —sin O cos(6 + 8))]
IN[I{INs]l

o+ s+ ]

= — F) S —
2 IV ][][ |

car 6sin(@ +6) =8sinf et §cos(@ +6) =8cosh a lordre 1

1 . 1%abs
=5 | 268Nl + —=
1]

car sins =& & lordre 1 et ||N|| + [Ny = 2||N|| et ||N]| x |N5]| = ||N||" & Cordre 1.

On conclut A(M;M,M3M,) = & (l”ﬁ“ ’ ;Illl;I})'

Aire A de la bande du premier quadrant

Avec ||N|| = (a?sin? 6 + b? cos? 6)z, on a :

T 1

7[ . 5(%ab)
A=f2<l||N||+2 — )de

0 IN]

1
En posant 6’ =§—9, et avec M(acos@;bsinf) qui donne OM = (a?cos? 6 + b?sin?6)z, on a :

z 112ab ,
A= fz(Lom+122)de

Une intégrale elliptique complete de seconde espece

T

T
2 2 1
f oMdo = f (a® cos? 0 + b?sin? 0)2dO = af
0 0 0

T 1
Z a® — b? 2
<1 - 5 sin? 9) dé.
a
1
2_p2

1 b 1
4 )2 lexcentricité de lellipse. On sait que E(e) = [2(1 —e?sin®6)2d6 est une

a?

On pose e = (a
intégrale elliptique compléte de seconde espéce et quil nexiste pas de forme explicite de
cette intégrale a laide des fonctions usuelles. (voir le site 123calculus.com pour des valeurs
numériques approchées).
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On connait des valeurs approximantes de fo?OMde qui est lexpression de la longueur de
larc dellipse du premier quadrant. On a par exemple, de Kepler :

na+b<f%0Md9<n a? + b2
2 2 =24 2

ou de Ramanujan :

Vs N

2 wla+b 3(a —b)? 2 | a+b 3a+b)(a+3b

f OMde—[ — ( ) ]etf OMdo =~ —|3 —\/( ) )
0 2] 2 20(a + b) + 2vVa? + 14ab + b? 0 2 2 2
Calcul de [2——d@ :

U 0OM
P 1-t2 | 2t 2
On pose 6 = 2arctant et on déduit cos§ =— ; sinf = — et df = —.
1+t 1+t 1+t

fz ! de—fl ! x dt—Zfl L+ dt
o OM?2 0 2 (1—t2)2+b2( 2t )2 1+4t2 o a%(1—t2)2 + b2(2t)2
1+t2 1+¢t2

zfl 1+t2 it fl 1+ t? it zf 1+t2 it
= 2+4 2 _ 9,212 2 Ut =75 2 =3 2 — Ao2V\+2
o a’t* + (4b? —2a®)t? +a a 0t4+(422_2)t2+1 a? )y t*+ (2 —-4eH)t2 +1

avec 2 —4e? €] —2;2].

On sait qu’il va étre possible d’exprimer cette intégrale en fonction de e.

2 (1! 1+ t? 1! 1 1
= zf 2 2 dt = zf 2 T2 de
a?), (t? +2et +1)(t? —2et+1) a?), t2+2et+1 t?2—2et+1

D’'une part, en utilisant le changement de variable x =t +e, on a :

1 1 1 1+e 1 1 1+e 1
—dt = dt = dx = dx
fot2+2et+1 fo(t+e)2+1—e2 fe x2+1—e? 1—e2[3 ( x )2+1

V1 —e?
X .
En posant X = 7= On poursuit :
1+ 1+
1 f«ﬁ 1 de_Vl—ezf\/% 1
T1-e2) e X241 T T e ) e X241
Vi-e? Vi-e?
Ainsi :

[} e = s v () - arn (5
- = arctan — arctan
o t2+2et+1 1— e2 1— g2 1—e2

On montre aussi :

! 1 1 1—e e
—dt = [arctan ( ) + arctan ( )]
_fOtZ—Zet+1 Vi—e? M1—eZ Nepwyi
Rappel : Si xy # 1, alors arctanx + arctany = arctan (—fjx);),

. . . 1
Cas particulier : si xy =1 avec x > 0, alors arctanx + arctan— = g

fl 1 N 1 dr = 1 [ . (1—e)+ . (1+e >]
o t2+2et+1 tZ—2et+1  1—e2 arctan V1= e? arctan V1—e2/l
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1—e 1+e
X =1, on a alors :

omme
C Vi-—e? 1—e?

L 1 1 1 T
[ S M S
o tet+2et+1 t2—2et+1 V1—e2 2

d’ou lon tire

1
1
f —2d9 = _2'—'_.
0o OM a? \1—e2 2
Finalement, comme V1 — e2 =§, on tire :

1 11 1 1 1 7 =«

Si on note L(a,b) la longueur de lellipse, alors laire de la bande dans le premier quadrant

est :

L(a,b) m
g

L’aire totale de la bande est donc : 44 =1- L(a,b) + ml?

A=1 12,

2w £

& LN NN \\/

L(a,b)

Cas particulier, la couronne d’un disque de rayon R a pour aire :
(R + 1)? — wR? = 2nRL + ml?
2 €

4 NIONONINNED
6}

21T

Conjecture : La longueur externe de la bande est L(a,b)+2ml soit 2ml augmenté de la
longueur de lellipse. L'excés de longueur est indépendant de la taille de lellipse.

127-1 proposé par Jacques Chayé
Par quelle équation caractériser ce polygone ? c B

Solution de Walter Mesnier

lx-1 + |x + 1| + |y-1| + |y + 1] =6

Solution de lauteur
ly—x—1|+]ly—x+1|+|y+x—-1|+|y+x+1] =8

127-4 proposé par Jean-Christophe Laugier :
Montrer que pour tout entier n > O, il existe des entiers x;, x5, ..., x, tels que
Xp+ Xy + Xy = XX 0 Xy

Solution de Frédeéric de Ligt

On prend x, =n, x,_; =2 et x; =1 pour les entiers i de 1 a n— 2.

On a bien Y- x;=n+24+4n-2=2net [[Lix;=1X1Xx--X1x2Xxn=2n
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