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Frédéric de Ligt

Merci aux collégues dalimenter cette rubrigue. Nous nous ferons un plaisir de publier vos énoncés de
problémes, vos solutions, vos notes de lectures, vos interrogations, vos expériences pédagogiques, vos
billets d'humeur ... Cette rubrigue est a vous.

Vous pouvez envoyer vos contributions a ladresse : frederic.deligt2@gmail.com

Des problémes

119-1 proposé par Jacques Chayé (Poitiers)

Comment coincer la bulle ? ® ®
Dans le carré ABCD, le cercle C de centre | et de rayon r
(0 < r< AB/2) est tangent aux cotés [AB] et [AD] du carré.

Construire un cercle situé dans le carré et tangent a C, a [AB] et [BCI.

119-2 proposé par Jacques Chayé (Poitiers) -

Strophoide droite
Soient D; la droite d’équation y = 1 et D, la droite d’équation N
y = 2 par rapport a un repére orthonormé (O, I, J). M est un
point variable de D; et N un point variable de D,. P est le pied P
de la hauteur issue de M dans le triangle OMN.

(MN,MO) est langle droit direct. J M

Quel est 'ensemble décrit par P quand M décrit D, ?

119-3 proposé par Frédéric de Ligt (Montguyon) -

Montrer que pour tout entier naturel 7 non nul on a L\/n-1+\/n+1J:L«/4n—1J ou |_ Jdésigne la

partie entiere du nombre.
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Des solutions
115-4 proposé par Dominique Gaud :

Partage d’'un quadrilatére convexe en deux parties de méme aire

On prend E sur le c6té [CD]. On meéne la parallele a (EA) passant par D qui coupe (AB) en F et la
parallele a (EB) passant par C qui coupe (AB) en G. H est alors le milieu de [FGl. Le segment [EH]
partage le quadrilatere ABCD en deux parties de méme aire.

7 N

Y a-t-il des restrictions sur la position du point E sur [CD] et/ou sur les angles du quadrilatére
convexe ?
Justifier alors l'exactitude de cette construction

Solution de Frédéric de Ligt

Avec Geogebra on constate que la construction partage le quadrilatere en deux parties de méme
aire seulement si le point H tombe entre A et B.

On se place désormais dans ce cas favorable.

La construction est alors valide y compris quand le point E est confondu avec les sommets C ou D.
Les triangles EBC et EBG ont la méme base [EB] et méme hauteur puisque leur troisieme sommet
est situé sur une droite parallele a la base. Aire(EBC) = Aire(EBG). De méme Aire(EDA) = Aire(EAF).
Aire(ABCD) = Aire(EDA) + Aire(EAH) + Aire(EHB) + Aire(EBC) = Aire(EAF) + Aire(EAH) + Aire(EHB) +
Aire(EBG) = Aire(EFG).

On sait qu’un triangle est partagé en deux triangles daires égales par n'importe laquelle de ses
médianes. Comme H est le milieu du co6té [FG], le triangle EFG est partagé en 2 triangles de méme
aire par le segment [EH]. Par conséquent le segment [EH] partage aussi le quadrilatéere ABCD en
deux quadrilateres de méme aire.

117-1 proposé par Jean-Christophe Berthonnaud :
Dans une pyramide réguliere a base carrée, dont le coté

vaut la hauteur, on inscrit une sphere. Quelle relation entre
le coté de la base et le rayon de la sphere ?
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Solution de Frédeéric de Ligt
a_ _,_2fan 112
al2 1-tan?1/2’
Dol l'équation vérifiée par tani/2 :
tanl/2+tani/2-1=0 dont la solution positive, la seule

J5-1

correspondant au probléme posé, vaut tanl/2= —

On a: SH = 2IH = a, donc tani=

Par ailleurs tani/2:$ ou r désigne le rayon de la sphere

inscrite dans la pyramide.
En rapprochant ces deux expressions de tanl/2 on obtient

_ab-1 a

finalement r=——-=-—"o0u ¢ désigne le nombre d’or.
2 2¢

117-3 proposé par Jean-Christophe Laugier :
Résoudre équation (a - b)>= a + b avec a et b entiers, a > b > 0.
Solution de Hugues Biratelle

Une solution de l'équation est un couple (a, ) de deux nombres entiers naturels non nuls tels que
a> b
Puisque (a - H)? = (a + b)? - 4ab, on a que (a- b? = a+ béquivaut a (a + H? - 4ab=a + b ou
encore a (a + bla+ b-1) = 4abh
Posant n = a + b, on cherche a et b de somme a + b = n et de produit ab = in - 1)/4. On se
place dans R.
Si a et b existent, alors les solutions de l'équation du second degré en x: X - nx +Kn - 1)/4 = 0.
Or le discriminant qui vaut /7 - {n - 1) = n est supérieur ou égal a 3 car a> b > 0 et donc b
vaut au moins 1 et a au moins 2. On en déduit que l'équation admet des solutions dans R.
Celles-ci sont :

n—+n

ne
2 2

n
et b = avec n >3.
Recherche des solutions entiéres

a =

Sl en existe alors v/nest un entier et donc 7 est un carré parfait :
n= N avec n > 4 et donc N > 2.
N*+N _ N(N +1) ot b = N*-N _ N(N -1)
2 2 2 2
Réciproquement ces réels conviennent. En effet a est un entier car N ou N + 1 est pair, de méme
Nou N-1estpair;a-b=N2>2entraine a>b;@a-bH>=MNMeta+b=NMN

Cela donne a =

Conclusion : 'ensemble des solutions de [équation est l'ensemble des couples (a, b) = (—N(l\;+1)’
W) ol N est un entier supérieur ou égal a 2.
Il y a une infinité de tels couples. Voici ceux que lon obtient pour N = 2, 3, 4 et 5

respectivement : (3, 1), (6, 3), (10, 6) et (15, 10).
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Autre méthode

On pose N= a - b

Alors N2 = a+ b.Comme a>b>0,onaa>b=1puis M=a+b>2b> 2
Si (a, b) est solution de 'équation alors il est solution du systeme :

a+b=N?
{a—bz N
Puisque 1 x (-1) - 1 x 1 = -2 est non nul, ce systtme admet une seule solution et cest le couple
N2 1‘ ‘1 N2
(a, b) tel que a = N -4 _-N*-N_N(N+D ot po N :N_NZZN(N—l).
-2 -2 2 -2 -2 2

La partie réciproque et la conclusion sont ensuite identiques a la méthode précédente.
118-2 proposé par Frédéric de Ligt :

Exprimer en fonction de n la somme des chiffres de Uentier n.

Solution de [auteur

Llogn |
De facon un peu abrupte cela donne n-— 92 Lg Jou |_ Jde5|gne la partie entiere du nombre et
i=1

log le logarithme décimal.
Pour mieux comprendre lorigine de cette formule on va montrer comment est ainsi obtenue la
somme des chiffres de 2019.
2019 =9 + 2010=9 + 9 x 201 + 201
=9 +9x201+1+200=9+9x201 +1+9x20+ 20
=9 +9x201+1+9x20+9x%x2+ 2
Et donc 2019 - 9 x 201 + 9 x20+9x 2 =9+ 1+ 2 =12

Enfin si 10 <n<10“* alors a<logn<a+let donc |logn|=«a. On a en particulier que LgaJ

donne le chiffre situé a gauche dans l'écriture décimale de n.
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