Histoire d’angles

IREM de Poitiers, groupe college

Episode 2 : D’'ou viennent nos théorémes de cinquiéme sur les angles ?

Les théoremes clés concernant les angles du programme de 5° sont présents dans le
livre 1 des Fléments d’Euclide. En voici les énoncés (traduction Vitrac).

1-15 « Si deux droites se coupent lune lautre, elles font des angles au sommet égaux
entre eux ».

1-28 « Si une droite tombant sur deux droites fait langle extérieur égal a langle intérieur
et opposé du méme cOté, ou les angles intérieurs et du méme co6té égaux a deux droits,
les droites seront paralleles lune a lautre ».

1-29 « Une ligne droite tombant sur deux droites paralléles fait des angles alternes égaux
entre eux, et aussi langle extérieur égal a langle intérieur et opposé, et les angles inté-
rieurs et du méme c6té égaux a deux droits».

1-32 « Dans tout triangle, un des cétés étant prolongé, langle extérieur est égal aux deux
angles intérieurs et opposés, et les trois angles intérieurs du triangle sont égaux a deux
droits ».

1-34 « Les coOtés et les angles opposés des parallélogrammes sont égaux entre eux, et la
diagonale les coupe en deux parties égales ».

Ce quiil est intéressant de savoir c’est que ces théorémes ont été élaborés dans la Gréce
antique bien avant 300 avant J.-C., époque ou a été composé louvrage d’Euclide, dans un
contexte d’étude de problémes de calendrier et de géographie en lien avec lastronomie.
Voici des fragments de cette étude.

Méridien, solstice, équinoxe, latitude, écliptique

L’existence du gnomon est fort ancienne, mais [utilisation qu'en a faite Anaximandre (VI
siecle avant J.-C.) pour déterminer lombre méridienne équinoxiale montre que le théoréme
| 15, attribué a Thalés (VI siecle avant J.-C.), et la géométrisation de la situation ont joué

un role important dans la conception de la méthode d’Anaximandre.

Ombre méridienne (midi) et gnomon Ombre méridienne équinoxiale

AB : le gnomon vertical. Cercle « méridien » : centre A sommet du gno-
mon, rayon AB hauteur du gnomon.

La connaissance de R et T permet dy placer les
« positions » L et K du soleil

La position N du soleil a léquinoxe est celle qui divise larc
BT : ombre méridienne maximale : jour | (inaccessible de fait) KL en deux parties égales. Pour obte-
de [hiver (solstice d'hiver), position K nir le point N il sufft de bissecter en F larc (accessible)
du soleil la plus basse de lannée. GH qui lui est égal (angles opposés par le sommet égaux).
La droite AF nous donne N et donc lombre équinoxiale
BC, qui permet de connaitre le jour de [équinoxe.

BR : ombre méridienne minimale : jour
de lété (solstice d’été), position L du
soleil la plus élevée de lannée.

BTR est donc une portion du méridien
terrestre passant par B.




En divisant en deux les angles opposés par le sommet formés par les deux rayons méri-
diens des solstices, KAGT et LAHR, Anaximandre a trouvé lobliquité de lécliptique. (Enopide
lui assigne, vers 450-425 avant J.-C., la valeur de langle au centre du pentédécagone régu-
lier, soit 24° pour langle GAF ou FAH. Les calculs d’angles dans les polygones réguliers
utilisent 1 32 (somme des angles du triangle), théoreme attribué aux Pythagoriciens (VI®
siecle avant J.-C.).

A léquinoxe langle BAC est égal a celui définissant la latitude du lieu B (angles en situa-
tion d’alternes-internes, soit | 29), et la connaissance de BC permet de calculer la latitude
du lieu en utilisant une table des cordes dont la construction utilise d’autres théorémes de
géométrie de la fin du cycle 4.

La mesure de la Terre

Les arguments que donne Aristote (384-322 avant J.-C.), dans son livre Du ciel, pour une
forme ronde et de grande dimension de la Terre, ainsi que les estimations rapportées
faites par les mathématiciens, montrent que le probléeme de la mesure de la Terre est fort
ancien.

Cléomede (I° siecle aprés J.-C.), dans son ouvrage Le mouvement circulaire des corps cé-
lestes décrit les méthodes utilisées par Eratosthéne (276-195 avant J.-C.) et par Posidonius

(135-51 avant J.-C.) pour calculer la circonférence de la Terre.

Cléomeéde décrivant la méthode d’Eratosthéne indique qu’elle repose sur cing considérations :

1. Syéne et Alexandrie sont sur le méme méridien ;
2. La distance des deux lieux est de 5000 stades ;
3. Les rayons issus des différents points du soleil atteignent les différents points de la

Terre comme autant de paralleles.
4, Une droite coupant des paralleles donne des angles alternes internes égaux ;
5. Les arcs de cercles mesurant des angles égaux entre eux, sont semblables entre eux.

Nous y retrouvons le théoréme | 29. Présentons brievement les deux méthodes

Principe de la mesure de la circonfé-
rence de la Terre par Eratosthéne :
mesure de langle des rayons du soleil
avec la verticale a partir de [ombre
du soleil a Alexandrie a midi le jour
ou a Syéne cette ombre est inexis-
tante.

A : Alexandrie

S : Syene

P : sommet du gnomon

APB : angle mesuré égal (angles al-
ternes internes) a langle inaccessible
AOS qui avec la connaissance de la
longueur de larc AS (distance de
Syéne a Alexandrie) va permettre de
calculer la circonférence de la Terre

Principe de la mesure de la circonférence de la
Terre par Posidonius : mesure de langle de culmi-
nation de [étoile Canope a Alexandrie alors quelle
culmine sur lhorizon a Rhodes.

A : Alexandrie

R : Rhodes
B et B : étoile Ca-
c (Canope) nope

RB : horizon a Rhodes (perpendiculaire au rayon
terrestre OR)

AC : horizon a Alexandrie (perpendiculaire au
rayon terrestre OA).
CAB’ : angle mesuré égal (angles a c6tés perpendi-

culaires) a langle inaccessible AOR qui avec la
connaissance de la longueur de larc RA (distance
de Rhodes a Alexandrie) va permettre de calculer
la circonférence de la Terre




Dans la méthode de Posidonius ce que nous avons appelé « théoréme sur les angles a
cotés perpendiculaires » est un anachronisme. Il ne figure pas dans les Eléments d’Euclide.
A partir de quand lui a-t-on donné une existence ? La recherche reste a faire. Si lon sen
tient aux théorémes des Eléments d’Euclide et a la figure, on peut obtenir légalité des
deux angles en comparant la somme des angles du triangle rectangle OAD (en appelant D
lintersection du prolongement de B’A avec OR) qui vaut deux droits daprés | 32 et la
somme des trois angles de sommet A qui vaut aussi deux droits (alignement de D, A et
B’). On pourrait aussi faire intervenir langle opposé par le sommet a langle COB’.

Szab6é donne de bonnes raisons de penser que ces méthodes, et les théoremes sur les-

quels elles s‘appuient, sont bien antérieurs a Euclide : ils dateraient d’avant la naissance
d’Eudoxe (408-350 avant J.-C.).

Nous venons donc de voir que trois des théoremes clés sur les angles en classe de
cinquieme ont été concus dans la Grece ancienne pré-euclidienne pour résoudre des pro-
blemes liés a lastronomie avant de prendre place dans le corpus théorique des Eléments
d’Euclide. Et il y en a beaucoup d’autres en particulier ceux des livres lll et IV. Cest ce que
nous dit le célebre commentateur des Eléments d’Euclide, Proclus (410-485 aprés J.-C.) :
« Lauteur des Eléments semble donc avoir démontré sciemment un grand nombre de pro-

positions a des fins astronomiques pour nous préparer a cette science ».
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Un autre point de vue

La mesure de la Terre par Eratosthéne fait l'objet d'un
magnifigue roman historique écrit en 2003 par Denis

Gued] : Les cheveux de Bérénice.

Ce voyage dans le royaume de Pharaon, le long du Nil,
D G BUE

nous transporte aux cotés du directeur de la Grande
\‘1. l', \ 'L Bibliothéque et précepteur de Pharaon. L'aventure scien-
‘ 4 tifique et les intrigues politiques s’entremélent au point
que le lecteur a lenvie d’intervenir réellement pour ai-

der les uns et empécher les autres.

A lire et a faire détenir par le CDI.

GUEDJ, Denis. Les Cheveux de Bérénice. Seuil, 2003
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