Merci aux collegues d’alimenter cette rubrique. Nous nous ferons un plaisir de
publier vos énoncés de problémes, vos solutions, vos notes de lectures, vos
interrogations, vos expériences pédagogiques, vos billets d’humeur, ... Cette
rubrique est a vous.

RU-BRI - CO X)AGES

Les collegues peuvent transmettre. en plus de la copie papier, leur texte sur disquette (en précisant le traitement de texte
utilisé). Cela évitera de retaper ces textes. donc de faire des erreurs de transcription. et économisera beaucoup de temps. Merci !
S. P.
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Exercice : Pour tout entier naturel non nul on pose up =1 +

Quel que soit l'entier n supérieur ou égal a 2, u, n

Cet énoncé a é1é proposé dans le Corol'aire n°41 avec deux solutions (dont une de Pierre Chevrier. Lvcée Jean Macé de Niort). Alain

Pichereau (Lycée Marguerite de Valois Angouléme) en a donné une iroisiéme dans le précédent numéro. En voici une quatriéme

proposée par Jean-Christophe Laugier, Lycée Merleau-Ponty de Rochefort.

Tout entier ke {1..... n} s"écrit sous la forme 2% i (a, et i, entiers avec i, impair). Posons a = max a, : il est clair que a > |
k (g Sl X X

puisque n = 2. Montrons que 4 n’est atteint que pour une seule valeur de k.

En effet. s'il existait k et k" tels que 1 < k < k™ < neta =a- =a.alors de k = 2%i, et k'=24i,. . on tirerait
K-k e + Iy -k e . . I . .
=00 I T ot puisque k < X TK < k. drapres la définition de a . il en résulterait que ¥ '8 st impair. Le
el ) bl
k—k'

raisonnement précédent peut étre a nouveau appliqué a k et A la place de k™ et a pour conséquence qu'il existe une

infinité d’entiers entre k et k™ ce qui est absurde. On peut donc écrire i présent :

! ! ! P, *p-* ...p, _ Lawa iy g
— — = P - en posant Py = - T —
< = Ty LA FY IR Ik

Les entiers py, pa. ....p, sont tous pairs saut un exactement. Par suite p; + p» +...+ p, est impair. 24 i,i~...i, étant pair. ii en
résuite que | + 1/2 +... + 1/n n’est pas entier.

Remarque : En adaptant la démonstration précédente. on peut démontrer le résultat plus général suivant :

1/p + 1/(p+1) + ... + 1/n  n’est pas entier (n > p > 1).

Exercice proposé par Jacques DROUGLAZET (Surgéres) dans Corol'aire n° 39
2

2 2
1- Trouver trois entiers relatifs x, y, z tels que : x Arc tan ; + v Arc tan 11 + z Arc tan 7'*9 =7
2- Montrer qu'il est impossible de trouver trois entiers relatifs x, y, z tels que :
1 1 1 b
xArctan; + y Arc tan ~ + z Arc tan = = — .
3 - 4 5 4

Notire collegue Alain Pichereau d'Angouléme, bien connu des lecteurs de Corol'aire. nous u envové une solution que vous trouvere:
pages 6 er 7. Nous n'avons pas le logiciel avec lequel il a écrit son texie. Nous ne pouvons donc pas modifier sa mise en page.

Exercice proposé dans Corol'aire n° 41
Démontrer que, pour tout ensemble{x, y, z) de trois nombres réels quelconques, on a
|x+y] + ly+z| + lz+x| < x| + |y| + |z| + |[x+v+z] .

Notre colléegue Assan Tarfaoui du college Jean Moulin de Poitiers a résolu l'exercice en généralisant aux nombres complexes.
Vous trouverez sa solution pages 8 et 9, pour les mémes raisons que la solution de l'exercice précédent.

N.D.L.R. : Une solution avec x. y, z réels est évidemment plus simple : alors... au prochain numéro de Corol'aire ?
Une interprétation géométrique dans le plan complexe de I'exercice résolu par Assan Tarfaoui présente de I'intérét. Nous
invitons nos lecteurs  faire cette figure. en posant la question : est-il possible d'en trouver une solution géométrique ?

I3~ Construction géométrique et moyennes.

Dans le n°3383 de la collection Que Sais-Je (Les moyennes) se trouve une construction
géométrique intéressante, ne mettant en jeu pratiquement que le théoréme de Pythagore.

M

Sil'on pose GX = x et GY =y, on a sur la figure :

. (. X+ v
MA = a. moyenne arithmétique de x ety, a= ( 5 ) Q

. —
MG =g, moyenne géométrique de x ety, g= Vxy X Y G vy
2 1 1

MH =h. moyenne harmonique de x et v, Rty

MQ =g, moyenne quadratique de x et v,




Solution de 'exercice sur les arctangentes (apmep n°3}9)

Dans tout ce qui suit je noterai 4{x) =Arctan(x).

1) Trouver trois entiers relatifs x, y. z tels que tA(—) + VA(——\ + "A( ) = 7.

2) Montrer qu’il est impossible de trouver 3 entiers relatifs x. .z tels que xA( 3 )+ vA( -4(?1_) = %
Solution :
1) Un petit programme sur la T1 92 (trois boucles imbriquées) montre que x = 6. v = =1, = = =3

doivent convenir. Prouvons le.

Soit ,,Y:NA(%’IH;A(%) et =6A(-§—) la formule tan(3a) = w permet d’obtenir
2 ; - 3tan-ya
successivemem:mn(SA(—g—)) = 46 .tant = gzﬁg ; tan(SA(;)) = 3038 . On peut aiors écrire
3 2035 29 24041
2 . 5038
: _ 11~ 24041 _ 2x24041+ 11 x35038 _ ‘5’8x1- ol v AR <
tan.Y 1_Lx 038 4041 = <3038 3035 < 135 et donc Y-V = 2kr avec k dans Z
11 24041

(24041 et 3038 n’ont aucun diviseur commun : 24041 = 29 x 829 et 5038 = 2 x 11 x 229).

Reste a prouver que k = 0:pour cela encadrons X - ¥V = 7 — bA(—Z—) + 4(—2—) + 3A( ;9
De 4(55) < 4(55) < 4($) on obtient X - ¥ < 7+ A(F) - 6A(Er) + 3A(5T) <
)
et A(2) < A1) = L domne X - ¥ m - 6% + () + 345y =——*4(L Al==) > -x.
5 29 W 29
Finalement -7 < .Y -1 < retdonc & = 0. soit.Y = Y.on a bien M(T a«!(Tl—) = JA( -3)
. 1,4(#\ 1Al ~ .r.-uL.‘ .
2) Compte tenu des égalités 3+i=10e 3 . d+i= JI0e 4. s+i=J10e" 5 la relation
x,4($) +yA(%) + :A(%) = % avec BE entiers relaufs entraine que

(5 + (S = ) = JTVTT /36 (A i)

On va montrer que cette £galité est impossible. cela grace aux deux résultats suivants :

(R1) : Sia.b.c sont 3 entiers naturels avec a ler et ne divisant ni 5. ni c. alors yabe € Q (vraisibevouc = 1)

preuve

abc = —‘Z- avec p et g premiers entre eux. alors abcg” = p~ : donc a divise p (a est ler) et p = ak.

beq* = ak*. Mais a étant ler et ne divisant ni . ni c il ne peut que diviser ¢, ce qui est en contradiction avec p et
g premiers entre eux.

(R2) : six.y.z sont dans Z alors V10 V17°V26 V2 & Q

preuve :

lercas:x > 0.y>0,z>0.

supposons que Y10 Y177 V26 2 € O

SOIt x. y.z sont pairs et ¥2 serait rationnei : exclu d’apres (R1)

soit un seul des trois est impair et 35 ou ¥17 ¥2 ou V13 serait rationnel : exciu d’aprés (R1)

soit un seuli des trois est pair et J17 J13 ou Y10 /13 ou V5 V17 serait rationne! : exclu d’apres (R1)
soit x. y.z sont impairs et V5 /17 /26 serait rationnel : exclu d’aprés (R1).

Doncsix > 0.y > 0. z > 0 alors JI0 V1772672 « 0

2iéme cas : I’un. au moins des 3 nombres x. v, = est strictement négatif.

Ce cas se rameéne au précédent car si x < 0 (par exemple) alors



JIO'VT7T'V26 V2 & Q = JT0 JT7°J26 V2 & O (puisque Y10 " = gq et JT0  est entier).

Montrons maintenant que I’égalité (3 + /)*(4 + /)*(5 + i)* = mxmymz(g + i—,‘/g-) est impossible : il v
a 4 cas a envisager.
lercas:x>0.y>0.z>0.

La partie réeile de (3 + /)*(4 - /)*(5 + /)7 est un entier et donc 4 1( 7 *J26 don €tre un entier ce qui est
impossible d’apres (R2).
2ieme cas : deux. seulement. des 3 nombres x. y. - sont positifs ou nuls.

Si x> 0. v =0. < O (par exemple) on utilise la refation
4+ iy J26 0 = J10 J17 (S + i)~ et compte tenu que (3 + )" (4 + ) et (1 + (5 + i)~
/ 7
ont des parties reeiles entieres. —{/_,L V2 doit érre un rationnel ce qui est encore impossible d”apres (R2).
26

Jieme cas : un seul des trois nombres x. y. = est positif ou nul.
. ‘/j
26

deux sont strictement positifs et I'autre négatif ou nul on arrive encore a une impossibilité. cela par un
raisonnement analogue soit a x.elu1 du ler cas. soit a celui du 2iéme cas.
ditmecas:x < 0. v < 0, =

5
— ) et que parmi les trois nombres —x. -y. —

Puisque (3+ 7)™ (4 + ™5+ )7 =

=X -V -z J2
L"égalité utilisée au 3iéme cas entraine cette fois que/10 JI7 V26 '/_,:
impossible d’apreés (R2).

5
Finalement I'égalité (3 + )¥(4 + i)(5 + 1)* = J10 V177436 ( '/_ ‘/; ) (avec x.y.z dans Z) est impossible
et donc il n'existe pas 3 entiers relatifs x. y. - tels que _rA(—,—) TIVA(I :A(%) = %

2. B,
Remarque 1
Bien entendu . sans passer par les nombres complexes. il est évident que ['égalité
xA(= )+ vA( ) .A(—-) L (avec x.y.z dans Z) ne peut avorr lieu pour x < 0, v < 0. = < 0. un négatif ne

pouva.nt étre eaal a un posmf

On peut aussi. sans passer par les nombres complexes. montrer que cette égalité est impossible pour x > 0.
v=20, z>0 : en effet dans ce cas (x+v+~)A(1)<Z<(x+y+ )A(ﬂ) ce qui conduit a
2.44 < x+y+z < 3.98 et nécessairement x + v + z = 3. A I’aide d’une machine a calculer on peut alors vérifier
qu’aucun des 10 triplets possibles (x.y.z) ne vérifie (C w)

Mais lorsque . .= ne sont pas tous de mémes signes je n’ai pas trouvé de solution autre que celle ci-dessus avec
les nombres complexes.

Remarque 2

Revenons a la premiére question : rA( 3 )+ vA(—) +z 4( ) =7 et xy- dans Z implique que
(3+2)%(11 + 21y (29 + -J13 " /135" /345 (care”™ = —1).

Mais cette fois un raisonnement analogue a la deuxiéme question ne permettra pas d’ exclure le cas x pair et > ().
v et z impairs et <0 : en effet ce raisonnement conduirait 4 dire que 125 " /845 doit etre ratlonnel donc

V125 /845 doit étre aussi rationnel ....ce qui est vrai. puisque Y125 /845 = /5% /5 < 132 = 325 (le résultat
(R1) ne peut étre appliqué a /125 /845 ).
En fait on a effectivement (3 + 2i)°(11 + 2/)"'(29 + =13 - J125 ,/84 = —21?



Une solution de Pexercice n°1 paru dans le Corol’aire n°41 :
Je dois démontrer I'inégalité suivante pour z.y, z trois complexes quelconques
|z +yl+ 1z + 2l +ly + 2| < || + |yl + |2] + |z +y + 2

Posons § = |z| + fy| + |z] et S' = |z + y + z|, calculons S? — 5§72 ;

52972 |r|21~|y] +iz)? +2 2| ly|+2 |zl |z{+2|y| |z |—<| +;:L‘1 +u:l + 2Re (0.F) + 2Re (x.3) +2Re(y.‘:)) =
2(lz [yl = Re (27)) + 2 (Jz] |z] ~ Re (2%)) + 2(|y| |2] - Re (yZ))

Posons f(z.y) = [zl +lyl + 1o + yl et g(z.y) =zl + |y| — |z + y|, on a :

fley)gle.y) = (2] + yi)” — 1z +yi* = 2(|=l ly| = Re (=7))

doi 52 - $% = f(z, y)g(x, y) + flz.2)g(z.2) + fz.y)g(z,y) (1)

flzoy) = l2l+lyl+e + yl =zl +Hyl+Hz +y + 2 — 2] <Jzj+yl+lz + 5 + 2]+]2] (2), doa: fz.y) < S+57
l’égdlité (1) s’écrit done S% — 87 < (S + §')(g(z.y) + g(z. z) + gly, 2)).

or S+ 8" #0.dou 5 -5 <g(z.y)+ glz. 2) + g(y, 2).

ce qui donne |z} + |y| + |z] = |z +y + 2| < |z + ly| — |z +yl +jzl + izl =i+ 2l + |2 = jy; — iz + y).
Soit ir+,q|+}x+zi~;—l:+y| <zl +ly) + izl + |z +y + 2

Cas d’égaliteé :
On n’a égalité dans I'inégalité proposée que si on a égalité dans I'inégalité (2), c’est-a-dire :
2l +lyl + |z +yl = [z +lyl +lz+y+ 2 -2 <zl + lyl + e +y + 2l + |2

Soit [z +yl =|r +y+ 2| + |z|. De méme, on a [z +y| = |z + y + 2| + x| et lr+zi=jr+y+zi+iy
|ITJ‘ [l‘ﬂ-ljv-ulﬁ—‘l (3)
D’ou le systéme suivant < [y + z| = |z +y + 2| + |z| (4)
lz+zl=lz+y+zl+]yl (5)
L'égalité (3) équivaut & |z +y + 2| = |z + y| — |z|, d’ou en élevant au carré :
(r+y+2)(T+T+3)=(x+y)(T+7)+~22-2|r+y||z|. Donc :Re(xr +y)%z = —ir = yl]z

Il en résulte : (z 4+ y)Z est un réel négatif.
On démontre de méme que, (z + z)7 et (z + y)T sont des réels négatifs.
1l existe donc, trois réels négatifs a. 3. v tels que (zx + y)T=a. (z+2)F =3 (z + y)T =~ .

Envisageons trois cas :

Lcas:zyz(a:ﬁ—yv-:);’o.

R @ 12
bnp()sautI‘ry—?-::uﬁonau—::;:‘ PR
Tz
R . 1o% 3 « v
De méme, on obtient u —y = = = —yetu—r=—-=—
. 7yl T paf _ , o
Si M. My, 1\/[2 et M3 sont les images respectivement de u. r,y, 2, les derniéres relations s'écrivent donc :
A\/[A/[J | OIW3, ;MA/[Q =S %OMQ et !\’[AI\ == —tOAll
E Y lz

Donc les points My, My, M3 appartiennent a la droite (MO).

2° cas : r=0o0uy=00uz=0.

SiI'un des complexes x,y, z est nul, . par U{emple =0, on a donc [z = |z +y|+|y| et |y] = jz + y| + |z,
ce qui donne x +y =0 < OM; + OMs = 0, donc M; est le milieu de [My M)

3 cas:z+y+z2=0,ce qui revient a dire que le point O est I'isobarycentre des points My, M, M53. On a
bien 'égalité, Indlb pas forcément I'alignement avec Porigine. comme le montrent les exemples suivants :
r=ly=jz=2ouzr=-3,y=7.z2=-douz=2+i, y=1—-i,z=-3

Réciproquement, si M), My et M; appartiennent 4 une méme passant par O, nous devons considérer
deux cas :
17 cas : si My, My et M, appartiennent & une méme demi-droite d’origine O, nous devons considérer
deux cas :

1) St My = My = M3 = O alors z = y = z = 0 et ’égalité est bien vérifide.

) Si P'un des points My, My ou Ms est distinct de O. par exemple My, on peut trouver deux réels positifs
a et B telsquey =o'z et z =3'c
II s’ensuit que
ety +lz+zl+ly+zl=1+a’ + 1+ 3 +ao' +3 =2+2a +28

el +lyl + el +lz+y+zl=a'+8 +1+1+8 +a' =2+ 2a +204
On a bien I'égalité demandée .
2° cas : Si 'un des points My, Ma, My est situé sur la demi-droite (M O], par exemple My et les autres
sont sur P'autre demi-droite d’origine O.
Il existe donc un réel strictement positif a tel que y = az. Or les points M et M, sont situés de part et



d’autre de O, donc on a z +y + 2z = bz avec b < 0. D’ott z = (b~ 1 — a)z. Donc :
lz+yl+lz+zl+lz+yl =1 +a) |zl + (a—b)|z] + (1 ~b) |z| = (1 + 2a — 2b) |z]

|z +y+z{+ 2zl + 2| +lyl = =bjz] + (1 + a — b) |z| +a|z| = (1 + 2a — 2b) |z|. On a bien I’égalité. de plus
ona:

[z{ =la+1-bl|z] > (1 +a)|z| = |z| + ly|. De plus. le point isolé a un module plus grand que la somme
des modules des autres points.

i cas : Si O est I'isobarycentre des points My, Mo, M3, cest-a-dire z +y + z = 0.0n a bien I'éga-
lité demandée.

OUF!!!
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