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VIE DES LABOMATHS

THEOREME DE PYTHAGORE

Fathi Drissi
Le Moulin des Mathématiques
Labo-maths du collége Louis Armand de Moulins-Lés-Metz

J'ai découvert les deux découpages ci-dessous, permettant de démontrer le théoréme de
Pythagore, dans le cadre d’une réflexion menée au sein du labo-maths de mon college et
dont le theme portait sur I'enseignement de ce théoréme dans nos classes de quatrieme.
Ces découpages ne semblent pas avoir été signalés et ne sont pas évoqués dans les
ressources suivantes :

e Le livre « Curiosités géométriques » d’Emile Fourrey ;
e Le livre « The Pythagorean Proposition » d’Elisha S. Loomis ;

e Un blog présentant 122 démonstrations.

Il est surprenant de voir que l'on peut encore découvrir de nouvelles preuves pour
le théoréeme de Pythagore étant donné qu’il est celui dont on a donné le plus de
démonstrations.
1¢" découpage

el

2éme découpage
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https://www.noor-book.com/en/ebook-Curiosités-géométriques-pdf-1659527652
https://files.eric.ed.gov/fulltext/ED037335.pdf
https://www.cut-the-knot.org/pythagoras/
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Démonstrations

1¢" découpage

%

NI

Soit DEC un triangle rectangle en E.

Sur chaque cOté et a I'extérieur de ce triangle, on
construit les carrés ABCD, DEFG et HCEI.

Démontrer le théoréme de Pythagore revient a
démontrer que la somme des aires des carrés DEFG
et HCEI est égale a l'aire du carré ABCD.

La droite (BC) coupe (IH) en C".
La parallele a (BC) passant par I coupe [CE] en I".

Démontrons que le quadrilatéere BCI'A est
I'image du quadrilatére CC'ID par la translation
de vecteur CB :

Comme HCEI est un carré, les droites (CE) et (HI)
sont paralléles.

Et par construction, (II’) et (CC’) sont paralléles.

Il en résulte que CC'II’ est un parallélogramme.
D'ou: CC=1II .

Par ailleurs, les triangles rectangles CC'H et DEC ont
un co6té de méme longueur, CH = CE, compris entre
deux angles deux a deux de méme mesure : CHC' =
CED et HCC' = DCE. Donc ils sont isométriques et par
suite CC’ = CD.

Onall’=CC' =CD et CD = AD, donc II' = AD.
(AD)//(BC) et (IT')//(BC), donc (AD)//(1I').
D’ol, ADII’ est un parallélogramme et DA=1II .

—

De plus, ABCD est un carré donc DA = CB.

Ainsi : 570:=I_I’)=C—C’)

=CB .

Et par conséquent, le quadrilatére BCI'A est I'image du quadrilatere CC’ID par la translation

g Y n .
de vecteur CB et donc ces quadrilateres ont la méme aire.
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' Soit H’ le point d’intersection de (GD) et (AI').

Démontrons que les triangles ADH’ et CC’'H sont
H isométriques et que DEI'H’ est un carré.

Les droites (DI) et (AI’) sont paralléles et (DG) est
perpendiculaire a (DI), donc (GD) est perpendiculaire
a (AI").

5 c Il s’ensuit que AH'D est rectangle en H’ et puisque

les angles ADH' et H'DC sont complémentaires, on
H peut déduire que les angles ADH' et CDE ont la méme

\ mesure.
ADH’ et DEC sont donc semblables avec AD = CD.

Ainsi, ADH’ et DEC sont isométriques et par suite DE =
A B DH'.

De plus, le quadrilatére DEI'H’ a ses cOtés opposés paralléles et posséde un angle droit,
c’est donc un carré.

Les carrés DEFG et DEI'H’ ayant le coté [DE] en commun, ils sont superposables et donc
de méme aire.

Les triangles ADH’ et DEC sont isométriques, tout comme les triangles CC'H et DEC. Donc
les triangles CC’'H et ADH’ sont isométriques.

De ce qui précede, nous pouvons déduire que :
Aire (DEFG) + Aire (DCC'I) + Aire (CC'H) = Aire (ABCI’) + Aire (DH'I'E) + Aire(ADH")
D’ol : Aire (DEFG) + Aire (HCEI) + Aire (DEC) = Aire (ABCD) + Aire (DEC)

En enlevant l'aire du triangle DEC, a chaque membre de |'égalité établie ci-dessus, on
obtient :
Aire (DEFG) + Aire (HCEI) = Aire (ABCD)

Ou encore : DE? + CE? = DC?
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Le découpage ci-dessus permet de transformer la figure composée des deux carrés DEFG
et HCEI et du triangle DEC en la figure composée du carré ABCD et du triangle DEC.

Vous pouvez retrouver une animation de cette démonstration sur GeoGebra.

Démonstration sans découpage

Soit DEC un triangle rectangle en E.
Sur chaque c6té et a l'extérieur de ce triangle, on
construit les carrés ABCD, DEFG et HCEI.

F v La hauteur du triangle DEC issue de E coupe ce
A triangle en deux triangles, DEJ et CJE, rectangles en
J.
¢ e Onpose: DE=a, CE=b,CD=c,DJ=d, Cl=e et
> ¢ EJ = h.

Les triangles rectangles DEC, DEJ et CEJ ont leurs
angles aigus deux a deux de méme mesure, donc ils
sont semblables.

h a .
=B=E et (EZ)

Dol :

) z €): S
Aire (DJEFG) + Aire (HCJEI) = Aire (DEFG) + Aire (DJE) + Aire (HCEI) + Aire
Aire (DJEFG) + Aire (HCJEI) = a° + % +b2+ &0

Des égalités (E,) et (E,), on déduit que : a% = cd et b? = ce.

Aire (DJEFG) + Aire (HCJEI) = cd + % rce+ %

Q|
s li=z

e
b
CEJ)

—

Aire (DJEFG) + Aire (HCJEI) = c(d + €) + g(d re)
Or,d+e=c

Donc, Aire (DJEFG) + Aire (HCJET) = c2 + %
De I'égalité (E,), on déduit que : ab = ch.

Et donc : Aire (DJEFG) + Aire (HCIEI) = c2 + %

Ou encore : Aire(DJEFG) + Aire (HCJEI) = Aire (ABCD)

2°Me découpage

Sur la figure ci-contre, on considére un triangle CDE

rectangle en E. F

Sur chaque coOté et a I'extérieur de ce triangle, on M P
construit les carrés ABCD, DEFG et HCEI.
Démontrer le théoreme de Pythagore revient a

démontrer que la somme des aires des carrés DEFG © S w
et HCEI est égale a |'aire du carré ABCD.
Soit TWOE le carré inscrit dans le triangle rectangle o

CDE et x la longueur de son coté.
On pose :
OD=y; CT=z; DW=aetWC=b
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https://www.geogebra.org/m/pubt4hjy
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On construit les carrés MNOP inscrit dans le carré DEFG, SQRT inscrit dans le carré HCEI et
UVZW inscrit dans le carré ABCD.

D’une part, les triangles rectangles DOW, DON, GNM, MFP, OPE, DD'W, CC’Z, BB’V et AA'U
sont isométriques.
De méme pour les triangles WTC, CST, SHQ, QIR, TER, DD'U, WCC’, BB'Z et AA'V.

D’autre part, les triangles rectangles DOW, WTC et DEC sont semblables.

Il en résulte que : %

N IX
[wplfJ]

D’ou x? = yz
La somme des aires des carrés DEFG et HCEI est donc égale a :

Sy =(x+y)’+ (x+2)°
S, =x?+y?+2xy + x? +2% + 2xz
S, =2x*+y?+2xy + 2%+ 2xz
S, =2yz+y?+2xy + 2% + 2xz

S, =(y+2)°+2x(y+2)

Et I'aire du carré ABCD est égale a la somme des aires des triangles rectangles et
isométriques AUV, BVZ, CZW, DUW et du carré UVZW :

X(y+2)
2

S,=(y+2)° +2x(y+2)

52=(y+z)2+4

On constate que S; =S, et donc I'aire du carré ABCD est €gale a la somme des aires des
carrés DEFG et HCEI.

Par ailleurs, cette démonstration permet de E
retrouver le découpage en dix morceaux s

de J. Adams (figure ci-contre) et cité N A T

dans la collection de Elisha Scott Loomis, 0 c
La proposition pythagoricienne, sous le

numéro 27 en tant que preuve géométrique.
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https://files.eric.ed.gov/fulltext/ED037335.pdf#page=135
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Le nombre de morceaux de ce découpage peut
étre ramené a six comme le montre la figure
Ci-contre.

Ce nouveau découpage peut étre obtenu a
I’'aide de la construction ci-contre et en mettant
les deux carrés intermédiaires cOte a cote. Les
points O, et O, sont les centres respectifs de
ces carrés (figure ci-contre).

On remarquera aussi que cette construction
donne un découpage en douze piéces
permettant de transformer les deux carrés en
un carré ou en deux carrés superposables.

Illustration par pavage

On considére le pavage de Pythagore réalisé a l'aide de deux carrés de cOtés respectifs a

et B. En superposant sur ce pavage les grilles carrées de dimensions respectives y et y—

ou y =+/a? + B2, on génére les découpages précédents.

V2

2
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