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PROBLEME DU TRIMESTRE N°149
POUR COMMENCER 2022

Proposé par Fabien Lombard

On considére la suite (u,) définie sur N par :

2
u u +1
uy=1,u; =2 etpourn>0, 22 ="+ —

Up Up2+1

1) Déterminer uy, uz et uy puis conjecturer et démontrer une relation de récurrence de
premier ordre définissant la suite (u,).

2) Sans calculer d’autres termes de la suite (u, ), donner un encadrement d’amplitude 1
de upoz2

3) Montrer que u,~V2n
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SOLUTION DU PROBLEME N° 148

Proposée par Fabien Lombard

Enoncé

On considére un triangle ABC et son cercle .. |

inscrit T de rayon r. Les cercles I, I} et ( ;] \'.'\
I, de rayons respectifsr,, r; et . sont AN / x\__.‘
Y Y AL 7 . ,'I \‘--.. L ',
tangents a I' et a des cbtés du triangle J' e N\
ABC. |/ \
Justifiez que la construction ci-contre est / | \'x

possible et exprimer r en fonction de 1y, 13 | = o

et r.. / rl:\\,..

Solution

Une réponse a été proposée par Jacques Choné.

Validité de la construction

Soit O, un point de (4I), la bissectrice intérieure issue de A et T1 le cercle de centre Q, tangent
aux deux cOtés (4B) et (AC) du triangle. Si on note L et D les deux points d'intersection du
cercle I'l avec la bissectrice (AI) et G un point d’intersection de T avec la bissectrice (AI) , alors
I'homothétie de centre Q qui transforme D (respectivement L) enG transforme T en T
(respectivement I'1).

On obtient ainsi une construction derl, ; il s’agit de la construction dite DDC d’Apollonius,
rencontrée dans un probléme précédent.

On agit de méme pour la construction des cercles Ty et I}.
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Calcul de r

B

]r.ﬂ.
Q

Méthode 1
En exprimant les lignes trigonométriques dans les triangles AJQ et AIP, on obtient :

A

A 74 T

D= T A

, r+r p . A r-r
On en déduit que A] = 1 4 et par consequent : sin (—) = —2
r—r4 2 r+714
A r—r 4rr 5 4 2T
Onadonccos?(5)=1—(—2) = “ et par conséquent : cos (5) = =—=
2 474 (r+r4) 2 474
A
. T A 1-tan—
En utilisant : tan (- —=>) = <
4 4 1+tan—
4
4 PO 4 2T 4 T
. A A . A A _ A 2 —/—
ot tan§: __sing 2singsingy  1-cosy 1 r+ra _ (Nr=Ta)" _ NT—Ta 1 \/TA
4 cosé B 2sin écosé B siné TOTA T oy IR 1+\/Z !
4 4774 2 T+ 4 N

- 4 T n B T G T
on déduit que tan (% - = \/rL et de méme tan (% - = \/rL et tan (% - = \/TL
A B C

A _3m  A+B+E
” =

b3
2

_I_

T4 4

N
B ES
+
N
|
S,
N

On peut remarquer que
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De plus

tan(x) + tan (y)

tan(x +y+2z) =

tan(x + y) + tan (2) _1—tan(x)tan (y

+ tan (2)

1—tan(x + y)tan (z)

tan(x) + tan(y)

1-—

1 — tan(x) tan (y) tan (z)
tan(x) + tan(y) + tan (2)

“1- (tan(x) tan(y) + tan(x) tan(z) + tan(y) tan(z))

Et donc par passage a la limite, on en déduit que :

six+y+z= %, alors 1 — (tan(x) tan(y) + tan(x) tan(z) + tan(y) tan(z)) =0

et donc dans le cas présent :

1 " nAf:t né_l_t nA°=t ﬂé:+t nBt T G —0
(tan (7 =) tan (7 =) +tan (7= tan (7= 7) +tan (G- tan (7 =) =

Soit \/%\/i + \/%\/:—C + \/i\/:—c =1 et par conséquent 1 = /1315 + V11 + Vrpre.

Jacques Choné vérifie la méme relation sans passage a la limite ; il développe

\VT4TB *‘\/TATE +‘\/TBTE

4 B ¢ - -
En posant a = cos (% —3)cos (% — ) cos (% — <), on obtient {775 + Vrgre +Vrgre =

A

n A& n B n A m G m B m
r(tan(Z—Z)tan(Z—Z)+tan(Z—Z)tan(Z—Z)+tan(Z—Z)tan(z—z))

A

_r_nxdf‘_né- n@’_{_.né‘_nzﬁf‘nB
—a(sm(4 4)sm(4 4)cos(4 4) sm(4 4)sm(4 4)cos(4 4))

_r.nf‘f:_né né=+_né‘ T B
—a[sm(4 4)(sm(4 4)cos(4 4) sm(4 4)cos(4 4)...)]

T n+Af= HA\’+_ T[é.T[é’ T A
—a[cos(4 4)cos(4 4) sm(4 4)sm(4 4)cos(4 4)]

v 1 A ¢
—acos(4 4)[cos( 2

+

IR
NS

s
4

Méthode 2
Fabien Lombard propose également une seconde résolution.
2174

r+14

=Ty A _
v et cos (2) =

On a établi que sin (g) =

. A B 24rr 2Vrre
On peut exprimer de méme cos (E) = +—B
rT+rp

¢
et cos (5) =

A+B+€  m A+B+E: A+B+E:

Or —— = -, donc cos ( > )= 0. Il reste a exprimer cos (

A A

A+ B+ E

r+re¢ )

2

i T B wm € _r
) sm(4 4)sm(4 4)]—aa—r

) en fonction des données.

cos (————) =cos ((E-I_E)-I—E) :COS((E-I_E)) cos(E)—sm((E+§)) sm(z)
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A B G . A& . B ¢ . A& B . G A& . B . &
= C0S —C0S—C0S— — Sin—=sin—cos— — sin—cos—sin— — cos—sin—sin-.
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

On obtient la relation suivante :

2r

(r+r)r+rg)r+r1e)
— Vi (r —15)(r —1¢)) =0
Il « suffit » de résoudre I'équation (E) :

47'\/7’/17’37'6 - \/E(r —1)(r—1p) — \/E(T —1)(r—1c) — \/E(r —15)(r—1c) =0

(4r\/rArBrC - \/E(T —1)(r—1p) — \/g(r —1)(r —1¢)

Soit
—(V1a + Vg +V1o)r? + 1 (Wrargre +V1e(ry + 1) +Vrg(ra + 1) +Vra(rg + 1))
— (Vreryrg + Vrgrgre + Vrgrgre +) =0

Pour résoudre cette équation « peu sympathique », on peut utiliser un logiciel de calcul
formel ; on obtient les deux racines de I’équation (E).

On peut également étre un peu astucieux et faire appel aux fonctions symétriques :
01 =T+ +V1e, 0y =Targ +Vrare + g1 €t o3 = Vg .

L'équation (E) devient o;7? — (040, + 03)1 + 0,05 = 0 qui a deux solutions

g
r=o,etr=-=
g1

Si on retrouve bien la solution 1 =0, =+/1yry + \/rArC + \/TBTC , il resterait alors a prouver

gue la deuxiéme racine est a exclure, ce qui est loin d’étre évident, sauf dans des cas
particuliers !
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