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PROBLEME 146

Proposé par Fabien Lombard

On considére un livre de n pages, numérotées 1, 2, 3, ..., 10, 11, ..., n et on note u, le nombre
de caractéres utilisés pour la pagination depuis la premiéere page.

Ainsiur=1,u2=2, ..., uzo= 11, u1z = 13, ...

1) Donner une expression explicite de u,.

2) On écrit les nombres utilisés dans la pagination a la suite les uns des autres :
1234..101112...
a) Quel est le 365™¢ chiffre écrit ? Sur quelle page se trouve-t-il ?
b) Quel serait le millionieme chiffre écrit ? Sur quelle page se trouverait-t-il ?

SOLUTION PROBLEME 145

Proposé par Jacques Choné

Enoncé

On considére un triangle ABC, son cercle circonscrit T et w le cercle tangent intérieurement a T
et aux coOtés [4, B] et [4,C]. Déterminer le rayon r de w en fonction des longueurs des c6tés a,b,c
des cotés [B,(C] et [4,C]. [4,B] du triangle ABC.

Solution

Trois solutions ont été proposées, par Fabien Lombard qui s’appuie sur des relations
trigonométriques, par l'auteur Jacques Choné qui introduit des transformations, et par Renaud
Dehaye qui étudie des cas particuliers.

Fabien Lombard rappelle en préalable la méthode des « translations paralléles » de Viéte, qui a
résolu les problémes de tracé de cercles astreints a des conditions comme passer par des points,
étre tangents a des droites ou des cercles, dans sa solution du probléme des trois cercles
d’Apollonius.

Cette méthode permet de construire le cercle w a la régle et au compas. Pour cela on pourra
voir par exemple |'article de Debart ou le résumé que j’en propose.
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Fabien Lombard donne ensuite une démonstration qui s’appuie sur les relations trigonométriques
dans des triangles.

Soit 0 le centre du cercle circonscrit au triangle ABC et R son rayon.

Dans le triangle 40Q, : 0Q% = 0A% + AQ? — 20A. AQ cos (0AQ)

Soit (R—-1)2=R?+ rzg — 2R—cos (0AQ) (*)
sinza sinZ

Dans la démonstration ci-dessous, on se place dans le cas de la figure ou Q est extérieur au
secteur angulaire. On obtiendrait le méme résultat dans I'autre cas.

0AQ = g— OAC et, en utilisant le fait que le triangle ABC est isocéle et des propriétés des angles
inscrits, OAC = (n —40C) = (m — 2B) ou encore

2 2
eV Va 1 = 1/ 4 =~ A ~ 1,4 ~ N
OAC=_(m-2B)=7(A+B+C-2B)=_(A-B+()
Par conséquent 0An =2 (B - C)
En reportant ce résultat dans (*), on obtient :

, 5 5 r? r B-C
R* —2Rr +r*=R“ + —— 2R zcos >

in2—_ in =
sin ) SHlZ

. . 2 A . 2 A ., A B-C
Soit r (1 —sin? —) = 2Rsin?Z — sinZcos —
2 2 2 2
A ., Af . A B-C
On a donc : rcoszg = 2Rsm;(sm5— cos T)

A A B4c .
En notant que sinZ = cos (g _E) = cos B;rc, on obtient que

A A
— = 2Rsm§ cos

rcos?

. i . A . B . ¢
Soit  rcos?2 = 4RsinZ2sinZsin
2 2 2 2
. . , i
On obtient alors la relation simple : rcoszg =r

ou r; le rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC.
a+b+c

On sait de plus que si on note p = , on a aire(ABC) = r;p et la formule de Héron : aire(ABC) =

Ve —a)@-b)(p -0

. i
Par conséquent rcoszz =

Jp(p-a)(p-b)(p—c)

p
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Il reste & exprimer cosz‘;1 en fonction de a, b, c.
Or cos?2 = l(1 +cosA)
2 2

R . N 2_p2_.2
En utilisant la relation a? = b2 + ¢ — 2bccosA, on obtient coszg = %(1 - u)

2bc

Soit cos? % = ﬁ(Zbc —a? + b%+c?) ou encore cos? 2 = ﬁ(b +c—a)(b+c+a)

: . i -
On retrouve une autre relation connue dans le triangle : coszg = %

: . N CECEDICE . e . ) (p—

On obtient finalement r = 2 YP@-D@D@=9) "ot apras simplification r = 2 |@-2@=9
p? p-a p p(p-a)

Par ailleurs Fabien Lombard transforme cette expression pour en obtenir une plus concise. En

s’appuyant sur les formules (voir par exemple « la géométrie du triangle » de René et Yvonne

Sortais) reliant les rayons des cercles circonscrit, inscrit, exinscrits et mesure des angles. On a :

. A . B . C . A4 B ¢
= 4Rsm551ngsmg , Ty = 4Rsm;cos§cosg et des formules analogues pour 1 et 7,

On en déduit que r, + r5 + 7. = 4R + 1; et que r, — r; = 4Rsin? g.

. a .. 4Rr; . - Lo
Par conséquent rp + r; = 4Rcos*~ et pour finir r = ﬁ ce qui est, comme il dit, plus « joli ».
BTIC
Enfin, Fabien Lombard signale une extension de ce probléme dans un exercice corrigé par un
éléve du lycée Louis-Legrand en ... 1897 ! Autre temps, autres mathématiques.
La solution de Jacques Choné suit l'idée, assez naturelle, d’introduire une application qui
transforme un probléme de tangence entre cercles en un probléme de tangence cercle — droite.

On introduit pour cela une inversion qui transforme I'un des deux cercles en une droite
« remarquable ».

D’ou l'idée d'introduire une inversion I de péle A et de rapport k > 0.

Soit B =I(B)et ¢' =1I(C). On a alors AB' = S et AC’ =§
En choisissant k = bc, on obtient alors AB’ = ¢ et AC' = b, ainsi B’ = d(B) et C' =d(C) ou o est la
symétrie par rapport a la bissectrice intérieure du triangle ABC issue de A.

En notant f =100, on vérifie aisément que I et ¢ commutent, que f est involutive et que f
échange B et C.

On en déduit que f(T'\ {4}) = (BCO), f(AB) = (AC) et f(AC) = (AB).
De plus I et o, conservent les contacts, donc f =1 oo les conserve également.

Par conséquent w étant tangent au cercle T, et aux droites (AB) et (AC), son image est tangente
aux droites (BC), (AC) et (AB). C'est donc le cercle inscrit au triangle ABC ou le cercle relatif a A
exinscrit a ce méme triangle.
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Soit D le point de contact du cercle w et de la droite (4B) et notons D’ I'image de D par la
transformation f. Le point D € [4,B]) donc D' € (AC) et AD < ¢

Or AD x AD' = bc, par conséquent AD' > b ; ce qui signifie que D' ¢ [4,C]).

On en déduit que f(w) =T, cercle relatif a A exinscrit au triangle ABC.

f est involutive donc f(I;) = w, soitIeo(l}) =w .

Sachant que ¢(I;) =T, on en déduit que I(T,) = w.

Pour déterminer le rayon r de w il suffit de connaitre la relation entre le rayon d’un cercle et celui
de son image par une inversion :

Prop 1 : si T est un cercle de centre 0 et de rayon R qui a pour image le cercle X' de rayon R’ par
Iinversion de centre A et de rapport k, alors % = %, ol P(4,%) désigne la puissance du point 4
par rapport au cercle .

. . . b b
Donc si on note r, le rayon du cercle exinscrit I, on a — = —— = —<
ra P(ATp) AD1?

Or AD' =AC+CD' =b+CA, et AD' = AE' = AB + DE' = c + BA;
On en déduit que 24D’ =b+c+ CA;+BA; =b+c +a.

a+b+c

_ bc
2 ! -

le demi-périmétre du triangle ABC, on a donc AD' =p et TL i~
A

En notant p =

Il reste a déterminer r, en fonction dea , b et ¢
Prop 2 : r4(p — a) = aire(ABC)
En utilisant la formule de Héron : aire(ABC) = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢), on obtient finalement r =

b—g‘/p(p_a)(p_b)(p_c), soit aprés simplification r = 25 |2=2®=9)
p p-a p p(p-a)
ANNEXE

Démonstration Prop1l

0' n'est pas I'image de 0 par l'inversion I, mais I'image de T est T’
k k
0T2 ~ P(Ac)

k . ot
donc OT' = — et par conséquent — =
oT oT

Les triangles ATO et AT'0’ sont homothétiques, donc & = 2 = _X
R~ 0T ~ P(Ac)

Démonstration Prop 2

Si on note I, le centre du cercle relatif a A, exinscrit au triangle ABC, on a :
aire(ABC) = aire(ABI,C) — aire(I,BC) = aire(ABIl,) + aire(ACl,) — aire(BCIl,)

Donc aire(ABC) = > (AB X 13) + 2 (AC X 13) =5 (BC X 1)

Soit aire(ABC) = %(c +b—a)Xry) = %(Zp —2a)X1ry)=(p—a)xXr,)
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