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ETUDE MATHEMATIQUE

ELEMENTS DE CALCUL POUR L'ASTRONOMIE
VISION HELIOCENTRIQUE DES PLANETES
(3E PARTIE)

Alain Satabin

Le but de cette partie est de déterminer, a un instant donné, les coordonnées écliptiques
héliocentriques des planétes, en nous limitant a la Terre et a celles visibles a I'ceil nu (Mercure,
Vénus, Mars, Jupiter et Saturne), ainsi que les distances séparant ces planétes du Soleil.

1. Géométrie sur la sphére

Sur une spheére, la distance la plus courte
entre deux points est un arc de grand
cercle, c'est a dire un cercle obtenu comme
intersection de la sphére avec un plan
passant par son centre. Ces arcs de grand
cercle sont a la géométrie sphérique ce que
les segments de droite sont a la géométrie
plane. Un triangle sphérique est constitué
de trois arcs de grands cercles se coupant
aux sommets du triangle (par exemple le
triangle ABC sur la figure).

En travaillant sur une sphére de rayon 1, la
longueur d'un coté de triangle sphérique
est l'angle au centre formé par les deux
sommets, exprimé en radian entre 0 et =
(c'est un angle géométrique).

Par exemple, sur la figure, AB = AOB = c.Quant a l'angle au sommet dans un triangle
sphérique, c'est l'angle formé par les tangentes aux grands cercles qui portent les cotés
adjacents. Par exemple, sur la figure, BAC = A = a.On remarquera que c'est aussi I'angle

entre les deux plans définissant les grands cercles en question (sur la figure, les plans (OAB) et
(OAQ)).

1.1 Les notations

On notera Tp_(; le vecteur unitaire dirigeant la tangente en P au grand cercle passant par P et Q,
dirigé de P vers Q.

Considérons donc un triangle sphérique (ABC), de « cOtés » a,b et c, et dont les angles aux
sommets sont a, et y. Ces 6 données sont des angles géométriques compris entre 0 et met
donc leurs sinus sont tous positifs.

Le vecteur TE étant orthogonal a 52, choisissons le vecteur 7 tel que R = (?,T;,ﬁ) soit un
repere orthonormé direct selon la regle des trois doigts de la main droite. Nous avons donc le
schéma suivant
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1.2 Les formules
Nous avons, dans R :

0 sin(b) sin (a)
OB = (Sin (C)) et OC = | sin (b)cos (a) | avec 0B.0C = 0B x 0C cos(BOC) = cos(a)
cos (¢) cos (b)

En opérant sur les coordonnées, on obtient la premiére formule :

|cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a)| (Formule 1)

Par ailleurs, remarquons que (E),@) forme un repére
orthonormé du plan (OBC) dans lequel on a

0C = cos(a) OB + sin (a) Tse

Ce qui donne, dans R
sin(b) sin ()
sin (a) E=ﬁ — cos(a) OB = | sin(b) cos(a) — cos(a) sin (©)
cos(b) — cos(a) cos (¢)

. 0
Tga =<—cos (c))

sin (c)

D'autre part nous avons

Et nous savons que

sin(a) Tpc - Tga =sin(a) ||Tsc || X ||Taa || X cos (Tzc , Tsa ) = sin(a) cos(B).

Ce qui, en opérant le produit scalaire sur les coordonnées, fournit une deuxieéme formule

sin(a)cos(B) = sin(c)cos(b) — cos(c)sin(b)cos(a)| (Formule 2)
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Enfin, un habile produit vectoriel joint a I'utilisation de la premiére formule donne

cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a) — cos(a)
sin(a) E) A T_BZ = —sin(c) sin(b) sin(«)
— cos(c) sin(b) sin(a)

0
sin(a)m) A Tga = (— sin(c)sin(b)sin(a))
— cos(c)sin(b)sin(a)

Ce qui donne ||sin(a)m) A T_BZ” = sin(b) sin ()
Comme ||sin(@) Tge A Tga|| = sin(a) x ||[Tsc|| X ||Taal| % |sin (m,fAﬂ = sin(a) sin(a).

On en déduit la troisieme formule

|sin(b)sin(a) = sin(a)sin(B)| (Formule 3)

On notera au passage que cette troisieme formule présente une forte analogie avec la relation
des sinus dans un triangle en géométrie plane.

2. Position d’une planéte sur son orbite

2.1 Lois de Kepler

Les planétes tournent autour du Soleil selon des ellipses, le Soleil occupant la position d’un foyer
(premiére loi de Kepler). L'aire balayée par le segment Soleil-Planéte par unité de temps est
constant (deuxiéme loi de Kepler) et le cube du demi-grand axe est proportionnel au carré de la
période (troisieme loi de Kepler). Vu du pble nord écliptique, les planétes tournent sur leur orbite
dans le sens direct (anti-horaire) et les angles seront comptés dans ce sens.

Dans un premier temps, nous allons positionner la planéte par rapport au périhélie de son orbite.
Les angles seront mesurés en radians dans l'intervalle | — m; ] lors des calculs puis reconvertis
en degrés ensuite.

2.2 Notations
e K : la planéte étudiée (orbite en rouge sur le dessin)
e 0 : centre de l'ellipse
: le Soleil (un des foyers de I'ellipse)
: aphélie de I'orbite (point le plus éloigné du Soleil)
: périhélie de I'orbite (point le plus prés du Soleil)
: demi-grand axe de l'ellipse
: demi-petit axe de l'ellipse
: demi-distance focale (nous avons ¢ = 0S = Va2 — b?)
: excentricité de l'ellipse (nous avons 0<e <1, e= 2 et b2 =a?(1—e?)

°
O " Q T XX W»n

e K': point du cercle principal (centre 0 et rayon a, en bleu sur la figure) de méme
abscisse que K

e v : anomalie vraie (c’est I'angle (SP;SK))

e u: anomalie excentrique (c’est I'angle (0S; O—K;) )

e T : période de révolution de la planéte

e p: distance de la planéte au Soleil (r = SK)
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2. 3 Calculs
2. 3. 1 Relation entre v et v

Il est clairque v = ¢ u = 7. Eliminons donc ce cas et travaillons pour u €] — m; 7[.

Le point K a pour coordonnées (acos(u) ; bsin(u)) = (acos(u) ;av1l — e?sin(u)).

Par ailleurs, comme

S(ae;0) P(a;0) alors ﬁ(a(lo_ e)) ﬁ(

Ce qui conduit a la relation

—tan2(Z
1-tan (2)

1+tan? (g)'

lp = SK = a(1— ecos(u))|
, _ SP.SK __ cos(w)-—e
Et d'autre part, cos(v) = SPXSK = T—ecos@D)
Gra ¢ | _ 1—tan2(g) _
race aux formules cos(u) = m et cos(v) =
on aboutit finalement a tan? (E) = 1—:tan2 (%) )

(1)

a(cos(u) —e)
ay1—e? sin(u))l

Compte tenu du fait que % et g appartiennent au méme quadrant (le 4¢ ou le 1°"), leurs tangentes

A . v 1+e u
ont le méme signe, et donc tan (E) = 1—etan (5),

v - T
et comme 5 € ]7; E[’ cela donne

v = 2arctan< /ﬂtan (L—l
1-e 2

)

(avec, rappelons-le, le cas limiteu =7 => v =)

(2)
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2. 3. 2 La loi des aires
L'aire balayée par SK par unité de temps est constante (deuxiéme loi de Kepler). La

. s . , . . \ . mab L.
considération d’une révolution complete nous permet de voir que cette constante vaut - Ainsi,

. < . b
I'aire balayée par SK durant lI'intervalle de temps At est AA = %At.

Prenons pour référence l'instant ¢, de passage au périhélie et soit ¢ l'instant qui nous préoccupe.
T \ . . ;. . .
Posons At =t — t, et plagons-nous pour 0 < At < > c’est a dire dans la demi-période qui suit

le passage au périhélie.
AA est donc l'aire du secteur elliptique SPK, c’est a dire I'aire du secteur elliptique OPK privé de
I'aire du triangle OSK, et le secteur elliptique OPK est I'image par l'affinité de base (Ox), de

direction (0y), et de rapport Z, du secteur circulaire OPK :

. . . u
aire du secteur circulaire OPK' = S a

aire du secteur elliptique OPK =

aexbsin(u) _ abesin(u)
2 - 2

(t—to) = A = 22 (u — esin(w)) .

aire du triangle 0SK =

D’ou mab
T

Dans la demi-période précédant le passage au perihélie, -3 < At £ 0, la symétrie du probleme

et I'imparité des fonctions de u du membre de droite nous permettent de voir que cette relation

reste vraie.

ZTL'(t—to)

La quantité M = s'appelle I'anomalie moyenne. C’est la position sur le cercle principal

d’une planéte qui y tournerait a vitesse constante avec la méme période que K, coincidant avec
elle en P a l'instant ¢,.
Nous avons donc

lu — esin(u) = M| (3)

2. 3. 3 Le calcul de u
M étant donné dans | — i ; +m] I’équation en u (3) ne peut se résoudre de fagon exacte.
En posant f(x) = M + esin(x), (3) équivaut a f(u) = u.
Cherchons donc un point fixe de cette fonction dans | — m; +m]. On remarquera que la fonction

(x i f(x) — x) décroit strictement sur R de +o0 a —oo, ce qui assure I'existence et I'unicité d'un
point fixe pour f.

Quiplusest, g(—m) =M +m > 0et g(m) =M —m < 0. Cela prouve que ce point fixe de f est
bien situé dans | — m; +m].

Par ailleurs, on remarque que Vx€, —m—e<f(x)<m+e

Donc l'intervalle I = [—m — e ;T + e] est stable par f etde plus Vx €1, |f'(x)]|<e<1.

- e u = M
Comme M €I, nous déeduisons de tout cela que la suite definie par { 0

Uiy = F(uy) converge
vers l'unique point fixe de f, c’est-a-dire la valeur u cherchée.

L'inégalité des accroissements finis et le fait que M et u sont tous les deux dans le méme
intervalle [0; ] ou | — m; O] nous permettent de prouver que

U = M= f(0)
Uppp = M+ eSin(un) = f(uy)

(4)

_ _ ptlog(m _ _p
q—1+E( log(e)) = Ju—uyl <10 avec{
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Rappelons que dans ce calcul, les angles sont en radians. Une fois calculé u, nous le remettrons
en degrés. Nous travaillerons avec une précision du centiéme de degré, c’est a dire une précision
de 4 décimales sur les angles exprimés en radians.

Pour les distances, nous nous contenterons de trois décimales en unité astronomique (environ
149 597 870 km).

2. 3. 4 Données planétaires
Le calcul de M dépend uniquement de données planétaires (période et dernier passage au
périhélie) et se fait grace a des formules affines en référence a la position au 0 janvier 19011! a
(00 : 00 TU) et en tenant compte de I'heure d’observation hh : mm (TU). La valeur trouvée sera
évidemment remise dans l'intervalle | — m; +m].

N = Nbrelours1901(J; M; A) + hh/24 + mm/1440
a M = x + yN en radians
en Unités
Astronomiques ¢ x y
Mercure 0,387 0,205 6 2,686 7 0,071 424 710
Vénus 0,723 0,006 8 1,336 6 0,027 962 446
Terre 1,000 0,016 7 -0,0397 |0,017 201 969
Mars 1,524 0,093 3 2,627 2 0,009 145 886
Jupiter 5,203 0,048 3 -1,8219 |0,001450113
Saturne 9,555 0,0559 -3,008 0 0,000 583 712

2. 3. 5 Un exemple
Considérons la planete Saturne le 24 mars 2021 a (22 : 24 TU).

N = NbreJours1901(24; 03; 2021) + % + ~ 43913,9
Et le tableau nous fournit
M =~ —3,0080 + 0,000583712 x 43913,9 = 22,6251
Ce qui donne, remis dans | — m; +m] modulo 2m
M =22,6251+2xmxE(05—

Nous avons donc

24
1440

22,6251
2XT

) ~ —2,5077

f(x) =—-2,5077 + 0,0559 sin(x)
Et pour une précision de 4 décimales, il nous faudra réitérer le calcul jusqu’au terme de rang

_ __ptlog(mY _ _ 4+log(3,141592)\ _
q= 1+ E( log(e) ) =1+ E( log(0,0559) ) =4

L'application successive de f donne
uxug=fofofofof(0)~-25394
Ce qui entraine pour I'anomalie vraie

1+0,0559 —2,5394
v = 2arctan

1-0,0559

)) ~ 2,5704 radians ~ —147,27°

Et pour la distance Soleil-Saturne
p = 9,555(1 — 0,0559 cos(2,5704)) = 10,0043

Comme nous en aurons besoin ultérieurement, livrons-nous au méme exercice pour la Terre
My = —0,0397 + 0,017201969 X 43913,9 = 755,3658

1 PV144 calendrier

Retour au sommaire



http://apmeplorraine.fr/IMG/pdf/pv144.pdf#page=18

N°145 - mars 2021 LE PETIT VERT PAGE 32

Remis dans | — m; +m] modulo 2w,
My = 755,3658 + 2 X T X E (0,5 -

La fonction utile est cette fois
fr(x) =1,3835 + 0,0167 sin(x)
D’ou I'anomalie excentrique de la Terre

ur = frofrofrofrefr(0) = 13999

755,3658

) ~ 1,3835

Puis son anomalie vraie

vr = 2arctan< /1+0'0167 tan (1’3999)> ~ 1,4164 radians = 81,1526°
1-0,0167 2

Et enfin sa distance au Soleil
pr = 1,000(1 — 0,0167cos(1,3999)) = 0,9972

3. 3 Coordonnées écliptiques héliocentriques des planetes

3. 1 Eléments des orbites planétaires

Les planétes n’orbitent hélas pas dans le méme plan que celui de la Terre. En plus du demi grand
axe et de l'excentricité (déja donnés précédemment), les calculs nécessitent les éléments
orbitaux suivants:

e le nceud ascendant N

la longitude du nceud ascendant Q
I'argument de latitude du périhélie w
I'inclinaison sur I"écliptique i

Le tout pour pouvoir calculer les longitude 1 et latitude g écliptiques héliocentriques de la
planéte K.

Plan écliptique

\_ " \\ Orbite de K

L'influence des planetes les unes sur les autres font pivoter les orbites et modifient évidemment
au cours du temps les valeurs de Q et w (on négligera I’évolution de i). Comme pour I'anomalie
moyenne, ces valeurs se calculent a partir d’'une date de référence, mais cette fois nous
travaillerons en degrés.
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N = Nbrelours1901(J; M; A) + hh/24 + mm/1440
1 Q=x+yN en degrés w=2z+wN en degrés
en degrés X y z w

Mercure 7,00 47,16 0,000 0324 28,76 0,0000101
Vénus 3,39 75,79 0,000 024 6 54,39 0,000 0139
Terre 0 0 0 101,24 0,000047 1
Mars 1,85 48,79 0,0000211 - 74,56 0,000 029 3
Jupiter 1,31 99,45 0,000 027 7 - 86,72 0,000 016 4
Saturne 2,49 112,88 0,000 023 9 - 21,68 0,000 029 7

Pour information, I'angle w = Q + w est appelé la longitude du périhélie.
3. 2 Expression de 1 et g
Dans le triangle sphérique NHK, rectangle en H, la relation sin(b) sin(a) = sin(a) sin(f)
(Formule 3 démontrée dans la premiére partie) nous donne sin(f)sin(90) = sin(i)sin(w + v)
Et comme S €] — 90; +90][, on obtient
|B = arcsin(sin()sin(w + v))] (5)
Par ailleurs, la relation cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a) (Formule 1

démontrée dans la premiére partie) nous donne
cos(w + v) = cos(f)cos(A — Q) + sin(f)sin(A — Q)cos(90)

Et donc :

cos(w+v)
cos(f)
Enfin, la relation sin(a)cos(f) = sin(c)cos(b) — cos(c)sin(b)cos(a) (Formule 2 démontrée
dans la premiére partie) nous donne
sin(w + v)sin(i) = sin(4 — Q)cos(f) — cos(A — Q)sin(f)cos(90)

cos(A—Q) =

Et donc
sin(w+v)sin(i)
cos(B)
Comme cos(f) et sin(i) sont des quantités positives, le signe de sin(1 — Q) est le méme que celui
de sin(w + v). D'ou

sin(A — Q) =

A =Q+ Sgn(sin(w + v))arccos (M)

cos(B)
Remarquons que dans le cas de la Terre, les formules se simplifient considérablement

ﬁT=0 et AT=wT+vT

(6)

3.3 Un exemple

Le 24 mars 2021 a (22: 24 TU) pour la planéte Saturne, nous avons
Q=112,88 +43913,9 x 0,0000239 =~ 113,93 °
et w=-21,6840,0000297 X 43913,9 =~ —20,38°
Ce qui donne pour la latitude écliptique
B = arcsin(sin(2,49)sin(—20,38 — 147,27))
Et comme sin(—20,38 — 147,27) < 0, on a:

A= 113,93 — arccos (COS(—20,38—147,27)

cos(—0,53)

) ~ 306,2°

Et pour la Terre, les calculs nous donnent:
Qr =0 et wr=101,24+ 0,0000471 X 43913,9 =~ 103,31°

pr=0 et Ay = 103,31+ 81,15 = 184,46°°
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