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Solution du probléme n° 60
LES SIX MILLIARDIEMES

Extraits d’'un article d’'Hervé LE BRAS paru dans LIBERATION du 08/10/99 :

Il y aura peut-étre en effet six milliards d’hommes le 12 octobre prochain pendant
quelques dixiémes de seconde (il nait en moyenne 3 enfants par seconde dans le monde),
mais il peut y avoir plusieurs six milliardiémes humains qui ne garderont en outre ce rang
que pendant quelques dixiémes de seconde. Pendant que trois personnes naissent dans le
monde, il en meurt en effet en moyenne une. Siune naissance fait passer la populati
mondiale a 6 000 000 000 exactement, elle peut étre suivie immédiatement par un déces,
ce qui fait retomber la population a 5 999 999 999 personnes. Qu’une nouvelle naissance
survienne alors, et on aura un second six milliardieme humain. Cette oscillation de
natalité et de la mortalité peut se répéter.

Le probleme est le suivant : combien pouvait-on espérer qu'il y ait eu de s
milliardiemes humains ; en d’autres termes, si on appelle X la variable aléatoire
correspondant aux nombres de six milliardiemes tels que définis par Hervé
LE BRAS dans son article, quelle est I'espérance mathématique de X ?

Ce probléme a donné lieu & diverses explorations : expérimentale par ;imulation
sur calculatrice de la part de Jacques Verdier et Daniel Vagost, et théorique de la
part d'Aimé Fuchs, professeur & I'Université Louis Pasteur de Strasbourg. Cg
dernier a démontré ce que les deux autres avaient constaté et conjecturé, a savoir
que le nombre de six milliardiémes humains suivait une loi géométrique de
paramétre 1/2, et donc que I'espérance cherchée valait 2.

Voici la démonstration d'Aimé Fuchs.

Tadopte le modéle d'un cheminement aléatoire pour lequel, & chaque expérience, on associe
soit un vecteur montant (avec la probabilité p= %), soit un vecteur descendant (avec la

probabilité q = —}4-). Le cheminement commence & l'origine (0,0) et l'on suppose que les

expériences sont indépendantes. Désignons par (o, Sp), neN, le point atteint apres n
expérienm.Snestl'ordonnéedeoepoimaladﬂien,desonequc6000000000+S_-_
représente le nombre dhabitants sur la planéte 4 la date n.

Nous nous intéressons a la variable aléatoire X qui représente le nombre d'intersections du
cheminement aléatoire et de 'axe des abscisses (l'origine comprise).

Etudions I'événement "Premier retour & zéro" consistant en le fait que le cheminement
aléatoire, partant de l'origine, retourne pour la premiére fois & zéro. Cet événement peut ne
pas se réaliser, il est essentiellement aléatoire. Désignons par r sa probabilité. Pour la
calculer, il convient d'introduire la variable aléatoire T: "temps de retour & zéro™ qu
représente le nombre d'expériences quil faut effectuer pour que le cheminement aléatorre,
partant de l'origine, retourne pour la premiére fois 4 zéro. (Il convient de remarquer que T
peut &tre infini.)
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Notons 4 présent le point important de la démonstration :

L'événement "Premier retour a zéro", de probabilité r, se réalise si et seulement si le
"temps de retour a zéro", donc T, est fini, donc si et seulement si 1'événement {T<+ oo}
se réalise.

On aura donc P({T<+ w})=r.

A partir de 14, il est aisé de déterminer la loi de probabilité de X :

L'événement {X=1} se réalise si et seulement si, aprés l'origine, il n'y a plus de retour &
Zéro,

don P({X=1})=1-.

L'événement {X=2} se réalise si et seulement si, aprés l'origine, il se produit un retour 4
zéro, mais plus de retour par la suite, dou P({X=2})=r(1-r).

De fagon générale, I'événement {X=k} , k 21, se réalise si aprés l'origine, il se produit k-1
retours & zéro, mais plus de retour a zéro ensuite, d'od P({X=k}) = *'(1-r). Ceci indique que
X suit une loi géométrique de paramétre r, son espérance est :

EX)= T kP(X=k)=(11) T k' = (1) = 1 1 reste 4 calculerr.
0 0 (1-f 1o

Considérons I'événement E,={S, =0} : "retour & zéro 4 la date n".
Posons up = 1 et uy = P(E,), n 21.
On a uzn+ = 0 car il ne peut il y avoir de retour 4 zéro aprés un nombre impair d'expériences.

On ﬂum=CEnp“q": sur les 2n expériences, il y en a n dans chaque sens, clest a dire n
naissances et n décés, et il y a CJ, maniéres d'ordonner ces 2n événements.

Considérons I'événement F,, "retour 4 zéro pour la premiére fois 4 Ia date n", on a :

Fn=1{81 20, ..5u # 0, S,=0}. F; est I'événement consistant en le fait que, partant de
l'origine, le cheminement aléatoire recoupe I'axe des X pour la premiére fois 4 la date n.
Posons f = 0 et f, = P(Fp), n 21.

(Le caleul explicite de f, est compliqué, mais on n'en a pas besoin.)

Notons que la suite (fy) peut étre considérée comme la loi de probabilité de la variable
aléatoire T, qui prend ses valeurs dans N'U{+ }. La quantité P({T<+0} qui nous intéresse
est alors donnée par :
P({T<tw})= Y fu=f

>0

n

D'autre part, on a: U, = 3, filpy , n=>1, autrement dit, la suite (us) est le produit de
k=1

convolution des suites (f;) et (un).

Démontrons le :

L'événement E, est la réunion de n événements disjoints Ay : "le premier retour 4 zéro se
produit & 1a date k € {1.2,...n} puis aprés n-k nouvelles expériences on arrive & un nouvean
retour 4 zéro".
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Fonctions génératrices de (un) et de ().
Us)= Tus'= T Chn(pg)'s™

=0 =0

Or B = (4)'CTy /2 donc U(s)= Y, CP(4pas’y = (1 - 4pas’)™
n>=0

La fonction génératrice de frest: F(s)= 2 fos"

n>=0

n .
Reprenons le résultat : un= 2, fiuns, €t prenons Ja fonction génératrice de chacun des deux
k=1
membres de cette égalité : ‘ .
= au premier membre, il y a la suite (un), n>0, avec le terme up= 0,
ona ¥ uss"=U(s)yl.
- i i ion génératrice
«  au second membre figure la convolution des suites (fr) et (uy), la fonction g
est F(s)U(s) (théoréme conmu). ;

On a donc U(s) - 1 = F(s)U(s), donc F(s) = 1- U_(s)_: ]-\’1 - 4pgs?

calcul de f=P({T<too}):

_— 3 =
f= Y f=FQ1)=1- ]-4pqd'oﬁ,P({T<+co})=1-'\’l-4pq,doupourp= Zetq
>0

r=P({T<to})=

1
s

|-

k
1
La loi de probabilité de X est donc P(X=k) = (5) et E(X)=2.

Probléme du trimestre n°61
Proposé par Pol LE GALL, I.U.F.M. de Lorraine

Une boite de sucres contient des sucres. Boite comme sucres sont des
parallélépipédes rectangles. Les dimensions respectives de la boite et d'un sucre
sont telles que l'on peut placer exactement a sucres dans une longueur de
boite, b sucres dans une largeur et ¢ sucres dans une hauteur, (a,b,c) entie
naturels non nuls.

Combien de sucres seraient traversés par un rayon laser qui transpercerait
boite de sucres suivant sa plus grande diagonale ?

Envoyez vos solutions, ainsi que toute proposition de nouveau probléme, a
Pol LE GALL, 2 place du Chaussy, 57530 COURCELLES
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