
꺷鮯몇듗긻먳ꢷ떛덏꺛驟뒟믗덏驿싳꺛

(6n− 12)

t Yi x

뜿鸛 黃떃뺯긻먳ꢷ떛덏驟떃떀떐魻ꦨ끜듷ꓻ魷ꔐ뜇닇驻싗뼟ꁇ닇듳떀됨ꆗ댳돓ꁣ� 듻ꦗ긻먳
ꢷ떛ꀓ뼴驃떀듷ꦨ끜驻꺬ꅘ떀듷ꦨ끜듳ꁿ쇛떀듷싳듗ꦨꨔ듳驟�덫鮯덏ꀓ싳듗鮯몇饿ꆗꀓ鬣ꅃ듗驃긯驻
ꦗ싳꺜떀 ꦨꨔ듗騯싨듃饿떔싗ꀓ騂듳ꁣ� 긻먳ꢷ떛듗駯딤슃덤믳ꖇ ꀓ 黃
뎣뀣믳 꺷듗 쐋 깜듻 鮯黏꾗김黻ꢷ驻 魷듗 땿꺛 먛먳덬싘덏꺛 뚐됓싛 띃ꩳ饿 꺷鮯 몇덏 듳ꙧ댳뗋ꁣ�



騯떔ꗟ떀듷 쌈꺰듗 鬣ꅃ뎿ꀓ ꁣ꛷ 믳뎣뀣떀듷 鬣ꅃ 뜜ꠄ싗덿ꁣ� 슃덤믳ꖇ듗 먛먳덬싘듗 뙻됓 븣둋ꉛꀓ
뙻鮯싳� 떀ꬃ� 떏魻싳� 떀ꬃ饿ꀤ꺰뒻ꗛꩻ꾗딇ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ떀ꬃ듃떔듗싗鮯 ∫ ∑

Yi dxi饿
ꠧꉟ떀ꬃ끛馃김덏꺛김꾗馑듃饿뜿�떀ꬃ뒿뱣ꮋ듗쎷김덏꺛듳ꙧ댳뜿驟� Yiꀓ x듗싧꾗ꓻ驟싗덿ꁣ�듳
릧둏驻 릧둏뒻ꗛ쏔딤싗덿ꁣ�
뙻鮯싳덏꺛ꀓ驟뒟馑덏싳ꁸ싗ꀓ쀸꺰뜿꾗덏ꊯꓻ꺛뙻鮯싳馕ꀓꁣ驟싗덿ꁣ� 듳ꀓ싳ꁸ鮈꾗듗꾗ꖳ

덫덏ꊯꓻ꺛닇떔꺰驻닇떔꺰듃삏ꁧ싗덿ꁣ� 뜈� 뙻鮯싳듗닇떔꺰뒿쀸꺰뜿꾗듗꺰띇듃뗯긫싗ꀓ騂驻
ꅘ듻싛騂듳ꁣ�ꥷꬃꦨ떔끜 dxi dt = Xi듗뙻鮯싳덏꺛 φi(t)+ ζi(t)덏꺛꺟쎔심 ζi(t)ꝋ듃떛돷싗驟ꢳ끛싗ꟳ�
덫鮯꺛鸗뎣ꀓ쀸꺰뜿꾗ꀓ ζn = eαktSnkꗛ뉯ꀓꦓ αi驟뒟馑ꎏꀓ쀸꺰뜿꾗ꓻ驟꛷ꁣ� Sikꀓ뙻鮯싧꾗
ꗛ꺛ꅘ듻싛뙻鮯듗 Ψi(t)끛馃 t덏싳ꁸ싛ꁣ� 싳뼣驃饿딏뒧떀듳ꟳ� 쀸꺰뜿꾗듗뷫鮯ꀓꦗꁿ쎷馕ꀓ
ꅘ듻싛뷫鮯듗띜듃듳ꙧ댳ꇏ馛듗쀸꺰뜿꾗饿뎀 듳ꆛꁣ� ꢻ먳듗驟뒟싛꺰띇듃鸗븿鸳ꀓ驟뒟馑뒿
뎀黃ꦨ떔끜듃쇿댳꺛髫싟꾗딇驟� n릧ꁣ심끜듗魻듃립ꀓ騂驻馘ꁣ� ꁿ馀쌈ꖫ듻騼됯驟뒟馑뒿ꁿ馀꺟듗
쌈ꖫ됓꼋뎿馘ꁣ�떀ꬃ驻뙻鮯싳덏꺛쀸꺰뜿꾗饿끣꾗듳댐듗馑듃饿뜿ꟳ닇떔싗ꁣ驟삏떔싗덿ꁣ�
닇떔꺰뒿ꦓꗛ믳뎣뀣ꓻꜫꀓ騂뒻ꗛꜫ닃슃黷슃뜿꾗ꗛꜫꀓ떔듗ꆛ꾗듳驟� 뙻鮯싳듗魻ꦨ덏ꅋ닃
뎣뜿싗ꀓ騂듃ꝏ싛ꁣ�둏ꔗ뙻댳띃뙻鮯싳덏꺛魻꼋싛릧듳ꩳ듳ꀓ싳驟ꖣ싛ꦓ�鮈꾗ꀓ삋ꓻꟓ뺯듷
띇ꕈ µ鸗√

µ µ듗떛驰덏듗뗳싗덫떃馛ꆛꁣ驟싗덿ꁣ�긻릧둏驴馃김덏꺛꺷馛듗띇떏뒿 馛듗ꅄꜼ떀듷
떀ꬃ듗ꁪ씋싳싃됓ꗛ싛ꁣ�魷ꕫ鸗 馛듗떀ꬃꝋ듳饿ꀤ싗ꁣ�뜈�驟떃떀떀ꬃ馛黏덏듗싗ꟳ띇ꕈ뚐끫듗
됳ꅘ덏ꁿ싛 馛듗떀ꬃ�馀됳ꅘꕈ덏ꁿ싛 馛듗떀ꬃ�魷ꜫ驟 馛듗덏麇뜿떀ꬃ듳ꁣ�덫鮯꺛끛馃驻뀸髏떏듗
馛듗떀ꬃ듳꼋駯ꆗ댳 馛듗떀ꬃ끜듃馕ꀓ긻먳ꢷ떛ꀓ 馛듗떀ꬃ뒻ꗛ묔닼듳ꆛꁣ� ꊯꓻ꺛 n먳ꢷ떛ꀓ

(6n−12)驃듗끛뀣뻛듃馕ꀓ떀ꬃ끜뒻ꗛ묔닼듳ꆛꁣ� 黃ꮋꚿ뀣ꀓ꾗띀馀똋쇛驃ꗛ딠뒻ꟳ� 馛듗
驟떃떀떀ꬃ듳꺛ꗛꅄꜼ떀딃듃뜜ꠄ싗덿ꁣ�鸗ꞷ뜿떀ꬃꉣ뒿김쎷뗯싨덏듗싳꺛듳ꙧ댳띇꾗딇ꁣ驟싗덿ꁣ�
듳 떏덏릨닇싳꺛슃덤믳ꖇꀓ꺷ꨇ띷ꢻ먳덏ꯃ싳꺛ꇏꢻ먳듗띇ꕈ듳ꝣ됯딐뒿驃덏꺛ꀓ뒟듻듗몇둓떀ꬃ
馑듳뗳딫싗뜿닉ꀓꁣ驟싗덿ꁣ�꾗싘떀뒻ꗛ긻먳ꢷ떛듗싳ꁴ뒿ꢳ싛鮈꾗듗떃馛ꢷ떛듳뜿ꝋ鮈꾗饿먛먛씇
꾗ꖳ싧뒻ꗛ긫됨싗鮯씗ꉣꁣ� 鿳뺳듳ꔗ 黃馃뜿꼌ꆛ긻먳ꢷ떛듗싳ꨔꢷ떛ꀓ슃덤믳ꖇ饿딏덯듗믳뎣뀣
ꢷ떛ꗛ騯ꗟ듃鸳ꜻ뒻ꗛ꺛뼴驃떀떐魻듗鮷듃덳댳鼒닗ꁣ�ꬃ뜿ꓻ驟ꜫꀓ먛먳鬣ꅃ듗믳뎣뀣떀뗳딫饿ꀤ
꺰듃슃덤믳ꖇꀓ뎇돷떀鬣ꅃ듗뗳딫ꗛ뙻딤싗덿驟� 듳ꀓ 닃ꁣꝇ꛳듗騫싳ꁿꗛ됯덯덏듗싛쏔ꛟ떀鬣ꅃ듗
뗳딫ꝏ싗ꀓ騂듳ꁣ�쎷ꠧ뷫ꜫꁈ떏듗뗳딫ꀓ긻먳ꢷ떛듗듳뚐떏魻싳ꝏ싗驟�듳騂뒿鬣떀듳믳뎣떀딃듃
ꝏ싳뙻ꀓ騂듳ꁣ� 뙻댳띃뗯駳덏ꊯꓻ꺛덐뀣셫麧껛싧꾗듗驟뒟馑듷쀸꺰뜿꾗饿驃꼌싧뒻ꗛ� ꝣ됯 딐뒿
馃騨덏꺛ꅃꬃ뜿ꉣ뒿댺騋ꆗ驟�둏ꔗ듗뙻鮯뎿ꀓꁣ꼋ꞿ댳뜿ꀓ騂듳ꁣ�뙻鮯싳듗닇떔꺰ꢷ떛ꀓ쀸꺰뜿꾗
덯髫싗ꀓ騂驻馘ꁣ�떏쏗듳魛믘떀딃듃饿떔싗驟�꺟쎔심ꝋ듃驟ꖣ싳꺛魻긫믗髫싟꾗딇ꁣ�슃덤믳ꖇꀓ
鬣떀듗駯ꅘ듳꺟쎔쏗듗驟뒟馑꺰띇덏듗뗳싗驟듳驟뒟馑ꉣ驻꺛ꗛꁣ꛷쀸듳떏ꉣ긫듳덏ꝣ됯떐싛
驿ꖧ듳 딇듋듃 ꦛ騫싗덿ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ 먗듋뒻ꗛ 떀ꬃ饿ꀤ꺰듃 뜜ꠄ싗덿ꁣ� 듳 뒃싳 듻떔끛馃ꅘ닇 긻
馀鮈꾗뎿鮈꾗듳됨싛魻긫싳끛ꅃ싗덿驟� 鿳뺳듗ꨔ믘듳떛싛ꆛ끛馃굏ꝋ듳닃ꁇꓻ뎀둏씇떀됨듳
ꆟ꾗딇듃뜿덏ꁿ싛듳ꗟ떀魻駯떛驴싗덿ꁣ� 덫鮯꺛ꀓ뙻ꗛ슃덤믳ꖇ饿떛鮯싛鿳뺳떀꺷驃驿덏딄馀싛
긻먳ꢷ떛긳섳ꩳꀓꦓ魷듳뒟ꀓ슃덤믳ꖇ饿긻먳ꢷ떛듗덯髫덏꺛ꁸꁿ굏듳닃ꁇꓻ魷듳쑃덏ꅃ뷯뎀쌤듃
ꥷ멣鮯ꋋꢷ듳ꁣ� ꭓ꛷뀣� 띇ꃳ� 꾛ꉛꝋ� 씏� ꁣ뒇� ꨋ볓슃� 싗듳뻋뱣� 닃ꁣꝇ꛳ꉰ듗듳ꗟ떃馛ꀓ슃덤믳ꖇ듗
듳ꗟ驻饿ꬃ듗驿驃饿ꀓꁣ�

끛ꁿ떀Ꝥꓼ
꺷띇떏ꎏꀓ꺷먛먳饿뚐ꖤ싗덏꺛댳ꌣ됳ꅘ듃魷ꜫꀓ饿饿긻먳ꢷ떛듗싴끫듳ꁣ�슃덤믳ꖇꀓ딏덯덏꺛긻먳
ꢷ떛ꀓ믳뎣뀣듗싛뎇ꓻ驟騯ꗟ鸳ꜫꟳ꺛뼴驃떀떐魻덏깇ꗛ됳鮷듃덳덇ꁣ� 슃덤믳ꖇ듗먛먳덬싘뒿 黃
뎣뀣믳 꺷듗 쐋깜듻鮯黏꾗김黻ꢷ듷긻먳ꢷ떛듗쏔딤뒻ꗛ듳ꙧ댳뗋ꁣ 驟떃ꢻꜫ싘듗싛驃饿ꉣ댳鸛
꺷鮯몇슃덤믳ꖇꀓ魷듗먛먳덬싘덏꺛떃뼴듗騯떔ꗟ떀됯뙻驿驻ꀓꁣ꛳騋쌈꺰됳ꅘ듳믳뎣뀣떀딃듃뜜ꠄ
싗덿ꁣ�뙻鮯싳�떀ꬃ�떏魻싳�떀ꬃ饿ꀤ꺰뒿슃덤믳ꖇ먛먳덬싘듗뙻됓鸳됨듳ꁣ�긻먳ꢷ떛듗驟떃떀듷
떐魻ꦨ끜듷ꓻ魷ꔐ뜇닇驻싗뼟ꁇ닇ꦨ끜뒿 黃떃뺯驃꼌ꆗ댳떷돓ꁣ� 듻ꦗ긻먳ꢷ떛듗싳ꀓ뼴驃떀듷
ꦨꨔ驻꺬ꅘ떀듷ꦨ끜듳ꁿ쇛떀듷싳듗ꦨꨔ듳驟� 듳騂뒿싳듗鮯몇饿鬣ꅃ驃긯驻ꦗ싳꺜떀



떀ꦨꨔ듗騯싨듃饿떔싗ꀓ騂듳ꁣ�
긻먳ꢷ떛듗 馛ꥷꬃꦨ떔끜뚐덏꺛꼌ꅃ김꾗뎿뒃믗김꾗驟ꖣ싗ꟳ ꨇ듗떀ꬃ듃싃됓ꗛ싛ꁣ� 驟떃떀

뒻ꗛ 馛듗 떀ꬃ듳 닋ꖣ떷 딇驟� 띇ꕈ뚐끫덏 驿싛 馛듗 떀ꬃ� 馀됳ꅘꕈ덏 驿싛 馛듗 떀ꬃ� 馛듗 덏麇뜿
ꩳ뗳ꨔ믘덏듗싛떀ꬃ듳ꁣ� 덫鮯덏끛馃驻髏떏꼋駯덏듗싳꺛 馛듗떀ꬃ김꾗饿닋ꖣ떷 馛듗떀ꬃꝋ듳饿
ꀤ싗ꁣ� 먳ꢷ떛ꀓ떀ꬃ김꾗饿 馛饿뗰싗ꤿꗛ듻ꦗ싳댺듃꾗덅ꁣ�驃饿듋듗덏麇뜿馕騋ꆗꟳꠧꉟ
ꢻ먳ꀓ뚐ꖤ덏ꢵ덫딇ꁣ�驃饿댐듗덏麇뜿馕ꀓꁣꟳꢻ먳髫꺰싗ꀓ髯뒿닇떔싗�삼림싛ꁣ�ꭓꙫ뀣�
섬꛳ꨟ� 슃덤믳ꖇꀓꃓ듳김듗ꁪ씋싳饿뗳딫싗뜿닉듋듃ꩳ덿ꁣ� 꾗싘떀뒻ꗛꢳ싛鮈꾗듗떃馛듳鸗� 鮈꾗饿
먛먛씇꾗ꖳ싳꺛긫됨싗鮯씗ꉣꁣ�끣떛ꗛ꾗믗떀ꬃ듳떔쏔싗덫몇鮯뒃믗뎿�몇鮯꼌ꅃ�魷꾛馃듗씗듗꺷鮯
닍뒻ꗛ꺛ꁣ듋꾛馃듗뒃믗饿驃긯ꆛꁣ�
빛댐뙻듗ꅃꀓ뜿髫뎿쌈꺰ꉣ뒿덃씇ꝏ싳꺛 먳ꢷ떛ꀓ닃ꁋ騂듳ꁣ� ꁣ꛷쌈꺰덏듗싛뚐ꖤ뒿묓饿

떀듷씗듳딐됨싳꺛쌈꺰듃븿둏鬣ꅃ덏꺛댳鸳ꖣ驟싛ꁣ� 魷ꔗ꺛 꺷鮯驻싘딏ꉣ듳묓饿떀듷씗듳뜿髫饿
빛댐덏댳ꨃꜫꉟ饿� 닃ꁇꟳ 빛댐驃ꦕ뒻ꗛ댳鸳뜿닉듃鯋싗驟駰떔쌇ꃗ騂듳ꢳꜫ饿닃ꁇ덇ꁣ� 듳ꕫ싛
됯ꖣꀓ 뜿髫듗 鸗듳饿 꾗 먛黃굏듳 닇ꆛꁣ驟덫騧뗋듃ꁸ끛ꀓꁸ덯싛騂듳덇ꁣ� ꃓ髫鸗 듳ꋋꀓ 뜿髫鬣ꅃ덏
ꥷ믗ꀓꁣ꛷쌈꺰뎀쌤듗饿ꀤ싛뗯싨듳ꦛ깜싗뜿닉ꀓꁣ驟덫騧띇ꋋ덿ꁣ�

먳 ꢷ떛ꀓ 鿳뺳듗 ꝋ뒟ꨔ믘듳ꔗꗛ 뎣듻ꕫ덏 듗싳꺛 돃떃싛 싳 댺덇ꁣ� 뎣듻ꕫꀓ 떛싛긻먳ꢷ떛ꗛ꺛
ꅘ듻띀꺟김덏꺛 빛댐�뜿髫듗 띇ꕈ뚐끫 ꇏ 驟떔떏 듃� 띇ꕈ듃 ꢳ끛싟 꾗 딇ꀓ ꁫ듃 饿떔싗덫 릧ꦨ떔끜듗
魻듳 ꁫ듗 듻떔싛 싨묨덏 싳ꁸ싗ꀓ 싳 댺덇ꁣ� ꇏ 驟떔떏 ꦨ끜뒿 黃 믻ꜫ덏饿 ꁣ끛 ꁣꙧ덇驟� 뫛魻덏
듷驴뒃꺰듗 鮯뙿鬣ꅃ 묔덏 馃떐떀뒻ꗛ 듐됨듳 ꆗ驟 딇ꁣ� 魷ꕫ鸗 鿳뺳듗 됳ꅘꨔ믘덏 ꊯꓻ꺛 딃듗듗 띇ꕈ驻
딃듗듗몇鮯뗯駳덏ꊯꓻ꺛쇷ꀓ 먳ꢷ떛듗듻ꦗ싳ꀓ덅ꁣ� ꁣꝋ 黃ꓻ魷ꔐ뜇ꀓ긻먳ꢷ떛듗쀸꾗싳ꗛ꺛
딃듗듗띇ꕈ듳ꅘ듻띀꺟김듗셈쎔떏 L1 L2 L3 덏鼒듻ꋋ뎿떔긻馀쎔듗鲬뜿떏 L4 L5 덏딇듃ꋋꝋ싳ꁸ싗
ꀓ쀸꾗싳髫쌇듃ꊯ꜃듳ꁣ� 黃듳뜿鸛쑃빛댐�꠨꺰듃ꦐ뒻ꗛ싗ꀓ떔긻馀쎔듗鲬뜿떏�뜈긻먳ꢷ떛듗
싳덏싳ꁸ싗ꀓ뜿떏덏꼋쌈꺰듳뗳딫싗驟딇ꁣꀓ騂듳驿뮠덏듗싳쏔듷ꆗ덇ꁣ�덫鮯꺛驟ꓟ덏 饿
ꁫ듗듳ꗟ덏ꁿ싳꺛슃ꔐ뀣싘긫둏뒻ꗛ뺯뎣듻ꕫ뎿ꓻ魷ꔐ뜇饿驴ꅘ꾗김싛뙻떛듷긻먳ꢷ떛덏듗싛ꁫ듗
듳ꗟ듃 싳꺜싛 ꁿ꠨듃 黃듗 魷듗 땿꺛 긻먳ꢷ떛듗 덬긫떀 끛ꗟ 딤 먪 ꬃ덏꺛 긳슻ꀓ 騂듳 Ꝥꓼ듃
삋닄싗ꀓꃯ딇댳꺛듗ꥷ딇ꀓ듻듳ꓻ驟깜馀싛ꁣ�

뎣듻ꕫ뎿 ꓻ魷ꔐ뜇饿 ꅘ끛김쏨덏꺛 긻먳ꢷ떛듗 ꥷꬃꦨ떔끜덏꺛 뚐됓꾗 띀馀똋쇛驃덏꺛 魸똋쇛ꗛ
ꦓ鴷ꖣ싛騂뒿쀸듳싛듻듳ꁣ� 黃 김듃 ꦚ뒿ꓻ魷ꔐ뜇ꦨꨔ듳꓿ꢻ먳 A B C듗鬣ꅃ騯떔싗ꀓꃯ
딇댳꺛� 듳 ꢻ먳ꉣ듗 김쎷馃 駯ꜫ듷 r r′ r′′듃 듳됨싗ꀓ 騂 듳덇ꁣ� ꓻ魷ꔐ뜇듗 黻ꢷ뒿 ꇏ ꬃ뒻ꗛ 髫
꺰ꆗ댳딇ꁣ� 먪黻ꢷ뒿긻먳ꢷ떛듻ꦗ떀뒻ꗛꁣꙧꀓ 딤뒻ꗛ髫꺰ꆗ驟� ꇗ띷黻ꢷ쀸ꩃ씇ꁫ듗듳ꗟ듃
ꁣꙧꀓ ꦓ 덬끛 딤뒻ꗛ 髫꺰듳 ꆗ댳 딇ꁣ� 먪 ꬃ덏꺛ꀓ ꢻ먳 A뙻뒃 ꅃꀓ ꢻ먳 B뎿 C듗 김ꁿ떀듷
鬣ꅃ騯떔싗ꀓ騂듳驟� 듳댳꺛ꢻ먳 B뙻뒃ꅃꀓ C듗鬣ꅃ騯떔싗ꀓꦓ� ꓻ魷ꔐ뜇ꀓ 馛듗둏떀ꬃ
끜듃떔싗騋ꝋꉣ덇ꁣ� 듳댳꺛 馛듗먗듋둏끛ꦨ떔끜듃꺷馛듗ꁿ믬ꦨ떔끜뒻ꗛ뚃덿ꁣ� 駯ꜫ끛馃
덏ꁿ싛 驃ꥷꬃꦨ떔끜驻� 띇ꕈ驻駯ꜫ싧꾗듗듳뚐떀ꬃ鮯쎷깜ꔴ싗騋ꆗ덇ꁣ� 듳끜뒿둏끛떀ꬃ끜ꩳꁣ
ꃓ ꩴ딠싛ꃯ� 魷 듳뒟ꀓ 馀馀 馛듗 떀ꬃ鮯쎷饿 싃됓싗鮯 ꋋꢷ듳ꁣ� 魷ꕫ鸗 댳ꌟ싛 魻ꅃ 셫싧싗띇 닉鮯
ꋋꢷ덏 ꓻ魷ꔐ뜇ꀓ 듳騂듃 ꁫ 듳ꗟ덏 떀됨듃 싛 騂듳덇ꁣ� 띀馀똋쇛驃덏꺛 鸗븿鸗ꀓ r r′ r′′듗 끛馃덏
ꁿ싛駯ꜫꁿ꾗떀덯긯뒻ꗛꀓ쇷ꀓ騂듳饿ꀤ싗뜿ꝋ�떀ꬃ듃뼴싳꺛ꀓ饿ꀤ싛騂듳ꁣ�뜈�A B C듗
ꢻ먳饿뼴驻싗ꀓꟳ듃驟떔끛븣ꟳ� 듳 ꢻ먳ꉣ듳뜿鸗ꀓ A뙻뒃ꅃꀓ B뎿 C듗鬣ꅃ끜듃꺷됯騋ꆛꁣ�
ꓻ魷ꔐ뜇饿뜜ꠄ싛ꦓꀓ듳驟떔ꆛꠧꉟꟳꉣ뚐먗듋듗ꇏꢻ먳饿魷ꜫꀓ饿딤ꁧ꾛싛ꟳ듃립닃꺛� ꢻ먳
B뎿 C饿魷ꜫꀓ鬣ꅃ김듗꺛ꗛ듗뒃믗鸗븿鸳ꀓ驴끜듃騯떔싟꾗딇騋ꆛ騂듳ꁣ�

뷳ꖇꗛ�ꁫꔐꨟ꛳�뎣듻ꕫ�ꓻ魷ꔐ뜇�ꓻ슋ꓻ뀣덏ꁿ싛먛먳됳ꅘꗟ뒿ꊯ뼴 驻뒋뀧 듳
뚐끫듳ꆗ댳됓닼ꆗ댳김꺷싛鸳됨뒿덫鮯꺛깜ꔴ싛ꁣ� 딏볓ꯃꀓ 黃 긻먳ꢷ떛듗髏떏꼋駯 ꓻꀓ黻ꢷ덏꺛



듻ꦗ긻먳ꢷ떛빛댐뚐끫듗ꇏ馛듗饿김듗ꢻ먳듗됳ꅘ뒻ꗛ쏗둏싗덿ꁣ�ꇏ饿김듗ꢻ먳듗띇ꕈ�뒃믗�꼌ꅃ
똋쇛뚐끫驻둏떏듳듻믗싗ꅃꗜ싗덫씗싧꾗ꗛ뺯饿꼌ꅃ댺ꅃꗜ싗덿ꁣ� 됳ꅘ덏麇뜿饿ꩳ뗳ꆗ驟ꟳ떀듳
ꩳ뗳ꆗꅃꗜ싗덫� ꓻ魷ꔐ뜿닇쎔끜듃댺덇ꁣ�

µ1x1i = ∂U/∂x1i µ2x2i = ∂U/∂x2i i = 1, 2, 3

덫鮯꺛饿김띇ꕈ µ1驻 µ2ꀓ딃듗듗김꾗덏듗뗳싗驟�듳馑듳쌈꺰듗띇ꕈ驻똋쇛뎿駯듗ꅘ듻싗ꅃꗜ싗덿ꁣ�
듳ꦓ빔뒻ꗛ싗덫ꨟ쀷ꔐ 뒿 黃먪ꨇ띷饿김띇ꕈ듃m1驻m2듗띇ꕈ뚐끫덏뒃믗싗ꅃꗜ싗
덫�m1m2 (m1+m2)뎿馘ꅃꗜ싗덿ꁣ�ꇏꨇ띷띇ꕈ뒿m3듗둏ꔗ뒃믗덏鼒닃꺛m3(m1+m2) (m1+m2+m3)

뎿 馘ꅃꗜ싗덿ꁣ� 딏볓ꯃ먗ꕻ ꨟ쀷ꔐꅃ 驃 릧ꗛ 뚃덿ꁣ� 듳 굋ꜫꀓ ꓻ魷ꔐ뜿닇듳驟� 黃 ꓻ魷ꔐ뜇ꀓ
꺬ꅘ싧꾗듗鬣ꅃꝣ馛꾗덏ꁿ싛섷ꥷꬃ듳듳ꝣ馛꾗덏ꁿ싛끛馃듗ꥷꬃ驻꺟쎔싧꾗딃듃ꦛ騫싗덿ꁣ�

∂H/∂aj =
∑

j !=i

[ai, aj](daj/dt)

ꀓ 꺬ꅘ싧꾗듳驟� 骃쎷닇덏 딇ꀓ 심뒿 끛馃덏 ꢳ驿싛 싧꾗ꗛ ꓻ魷ꔐ뜇 骃쎷ꓻ驟 싗ꀓ 騂듳ꁣ� ꓻ魷ꔐ뜇ꀓ
鬣ꅃꝣ馛싧꾗듗꺟빜덏ꊯꓻ꺛ꁧ듻끛馃ꅃ싧꾗饿ꆧ듃ꩳ덿ꁣ�듳덏ꁿ싛덬驿驃 黃셫닃꼠듳뒟ꅃ싗
덿ꁣ�

daj/dt =
∑

j !=i

[ai, aj ](∂H/∂ai)

骃쎷닇덏딇ꀓ심뒿끛馃驻ꢳ驿싛싧꾗ꗛ셫닃꼠骃쎷ꓻ驟싗ꀓ騂듳ꁣ�싗뼣뒿 黃驻 黃덏ꦛ쇛싛
ꇏ黻ꢷ덏꺛듳쎔끜듃쏔딤싗덫� 듳떃덏ꀓ씗싧꾗똋쇛ꝋ듗심뒻ꗛ떔듗싗덿ꀓꃯ� 됳ꅘꕈ Pi뎿듻ꦗ쏓ꆛ
똋쇛Qi딃듗듗싧꾗Hꗛ뺯섷ꥷꬃ싗덿ꁣ�듳싧꾗ꀓ끛馃덏ꢳ驿싗驟�뫛꼋딐됨둏ꜫ떀됨싗덫� n낌듗
驃듗섷ꥷꬃꦨ떔끜덏꺛 n馛듗딏뒟ꅃ馕ꀓ됳ꅘꦨ떔끜듃뒟ꅃ싗덿ꁣ�

Ṗi = −∂H/∂Qi Q̇i = −∂H/∂Pi

딏볓ꯃꀓ듳騂듃떔뙿됳ꅘꦨ떔끜뒻ꗛꕿ驟� 싗뼣뒿듳싧꾗듗떀ꬃ듳뙻싧꾗 S ꓻ驟ꜫꀓ섷ꥷꬃ뒻ꗛ
鸗븿鸻 꾗 딇듋듃 ꩳ덿ꁣ� ꉛꗛ麣듳 ꀓ 黃듗 黷ꖤ 鷜덏 싗뼣ꁇ닇듃 鮈꾗떃馛싗덫�
싗뼟ꁇ닇싧꾗덏꺛뙻鮯심듃꼋駯싗덫떀ꬃ싛鷜덏ꁫ듗騼ꅃ� 뒃ꅃ� 끛릧ꢳ싛鮈꾗ꗛ쇛쎃싛ꦓ� 끛馃 t

饿뙻鮯심듗섷馀뒻ꗛꝋ鸗븿鸗騋싗덿ꁣ�ꉛꗛ麣듳듗騯驻ꀓ 몇듗떔ꅃꩳ덿驟�鮈꾗듗ꀏꜯ꾗ꖳ뒻ꗛ
떛싛ꆗ덇ꁣ� 魷ꕫ鸗뎀黃심듳뙻鮯심듗섷馀ꦕ덏 t饿鸗븿鸗ꀓ騂듃슻싟꾗딇덇ꁣ� 黃 鿳볣ꮋ

ꀓ긻먳ꢷ떛饿뙻鮯심뒻ꗛꝋ듳ꙧ댳띃ꢳ싛鮈꾗덏듗싳꺛쇿ꜳ꾗딇듋듃뜜ꠄ싗덿ꁣ� 黃ꜯꉛ
뀣뻋ꉛ ꀓꓻ魷ꔐ뜇ꦨ떔끜뒻ꗛ뺯긻먳ꢷ떛덏ꁿ싛鮈꾗싳髫싟꾗딇듋듃ꩳ덿ꁣ� 魷ꕫ鸗
듳鮈꾗ꉣ듳꾗ꖳ싗뜿닉ꀓꯃ뙻鮯떀딃듃ꩳ덫슃덤믳ꖇ듗믳뎣뀣ꗟ덏뎀쌤듃뙻덇ꁣ� 닝꺛댷鮈싛ꁿꗛ슃덤
믳ꖇꀓ 黃덏싧꾗饿딃듗뷯馑듃馕騋ꆗꟳ鮈꾗饿魟듻싗騋꾗ꖳ싗뜿닉듃꾗딇듋듃뜜ꠄ싗덿ꁣ�

黃ꭓ꛷뀣ꀓ鮈꾗饿딤뙻鮯심덏꺛꾗ꖳ驻ꦛ긯긫듳띃ꅘ싗ꟳ� 김꾗ꀓ끛馃덏ꊯ꛳ꀓ驃꾗饿ꝣ됯딐뒿
馑덏꺛ꅃ 싟 꾗 딇듋듃 뜜ꠄ싗덿ꁣ� 듳댳꺛 黃 ꭓ꛷뀣ꀓ 긻먳ꢷ떛ꢷ떛듗 ꁿ꾗싧꾗饿 ꩳ뗳ꆗ뜿 닉ꀓ
댐듻꾗딇듋듃ꩳ덿ꁣ�
씏 뒿먗듋뒻ꗛꁫ듳ꗟ덏꺛ꢳ싛쌈ꖫ끜듃ꅃ딄쌇ꁣ�씏뒿떛싛긻먳ꢷ떛뎿쐋싨똋쇛

驃듳됨싗덫�빛댐�뜿髫띇ꕈ듃ꢳ끛싛ꁫ듗뙻鮯싳髫싗덿ꁣ�슃덤믳ꖇꀓ씏듗뙻鮯싳덏ꁿ싛닃듳ꊓ댳
떔ꜫ싛ꦓ� 듳ꀓ뷫ꗛ麣뱣떔ꜫ긻먳ꢷ떛덏듐됨싛騂듳驟� ꢳ싛꾗듗뙻鮯싳듗뗳딫ꦜ씋騂듳덇ꁣ�
馛ꔴ떀뒻ꗛ듳ꕫ싛먛먳덬싘딏ꉣ듳슃덤믳ꖇ듗 먛먳덬싘듗끟듳ꗟ 듳묛馃ꆗ鮯듳떃듗긻먳ꢷ떛듗뚐됓

듳ꗟ듃鹇ꁣ驟ꩻ꾗딇ꁣ� 髫먳떀뒻ꗛ슃덤믳ꖇ듗먛먳덬싘듳묛馃ꆛꝤꓼ듃긳섳ꩳꟳꁣ듋驻馘ꁣ� 슃덤믳
ꖇ듗먛먳덬싘듗끟듳ꗟ듳ꓻꀓ땿꺛饿鸗뎧끛鮯ꀓ김ꁿꗟ驻댐딏ꗟ듳鸗뎣鮯띀떃듗끛鮯덿ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ



뀣둧ꃳ듗 돔 뎣뀣믳 꺷듗 꺷 깜듻鮯黏뒻ꗛ 鸷 긻먳ꢷ떛듗 驴馛떀듷 쎃김듐ꠧ덏꺛 黃 꾗김쌇ꁣ� 끫
긫뒃둏뒿 ꁸꁿ듗 꾗싘듗 ꁿ饿듷 ꦓ듳댳뀣쀷ꓻ뀣� 덏꛳ꥷ쀷 魷ꜫ驟 듗 림馃딏듷 ꥷ븿魷�
ꖇ슋ꕫꗛ髫꺰듳ꆗ덇ꁣ� 긻먳ꢷ떛뎿驿ꖧꆛ떛ꦗ듗꾗싘떀ꢷ떛ꉣ듃 ꦔ긫饿덃싗騋ꬃ꺜싗덫
꩷黻ꢷ덏꺛김ꁸꬃ릷驟싗덿ꁣ�

黃ꥷ髬먛ꢷ싘딏ꢻ뼣 뒿슃덤믳ꖇ듗 黃 덏ꦛ쇛싛긻먳ꢷ떛덏
ꁿ싛듳黻ꢷ덏ꁿ싳꺛ꁣ듋驻馘듳셈싗驟딇ꁣ� 슃덤믳ꖇ饿긫됨싛ꦨꨔ뒿먛먳덬싘덏꺛듳떃덏鸗뎧댳ꌟ싛
黻ꢷꩳꁣꅃ馔ꖤ싗驟ꯃ髏싟꾗덅듃떔ꅃꗛ끫뎣싗驟� 驻싘ꦛ떃덏끟鮯둏듃듳ꙧ덇ꁣ

黃ꥷ髬꾗싘딏듷ꨋ볓슃 ꀓ 슃덤믳ꖇꀓ긻먳ꢷ떛덏꺛ꅘ덬싘덏꺛먗듋뒻ꗛ떀ꬃ
饿ꀤꢷ떛ꁣꙧ덇ꁣ 驟싗덿ꁣ�
싃Ꜽ쎷꛳ꟓ뀣 ꀓ슃덤믳ꖇ듗黻ꢷ듳ꅘ덬싘驃듗뫛몇듗띇떀듷듳ꗟ듳ꓻ驟싗덿ꁣ
슃덤믳ꖇ듗먛먳덬싘듗끟듳ꗟ 鬋 黃馃� 鬋 黃馃� 鬋 黃馃 뒿 렼덏ꁫ싗ꀓꦓ�덫鮯

꺛ꅘꖤ싘驃듗믳뎣뀣떀駯ꅘ듃꾗싘떀뒻ꗛꁣꙧ驟딇ꁣ�뎣뀣믳꾗김黻ꢷ듗뎣ꛗ饿ꦛ騫ꅻ뷯ꢻ듗듻뒻븧ꦓ
딇뜿ꝋ� 黃꾗김黻ꢷ듗뎣ꛗ꾗떔싳꺛 덏꺛ꦛ쇛쌇驟�먛먳덬싘듗끟듳ꗟ덏꺛믳뎣뀣떀鬣ꅃꓻ驟
ꜫꀓ쎷ꠧ뷫ꜫꁈ떏 듳뚐떏魻싳 덏驿싳꺛ꁣꙧ덇ꁣ�쎷ꠧ뷫ꜫꁈ떏듗ꦛ騫뒿뎣ꀗ鸟믳뎣뀣듳ꗟ듗림끛딏
ꗛ꺛슃덤믳ꖇ듗덄떀듃鼑듳驟딇ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ 꺷鮯ꝏ씏듗덯髫덏뎀쌤듃ꦚ닗驟� 떏魻싳덏꺛鮈꾗듗
꾗ꖳ덏ꁿ싛뎣ꛗ덏꺛듻ꖧ듗ꢻ듗듻뒻벯ꁣ� 슿꓿ꉛ듗띇ꃳ 馘뒿먛ꢷ싘딏ꀓ듳덏ꁿ싳꺛
듳듗뙻딤쌇뜿ꝋ� ꁿꬃ듗꾗싘딏鸗먛ꢷ싘딏ꉣ뒿슃덤믳ꖇ듗덄떀듃듷떔싗驟릫긫ꩳ鸳ꀓ딄딤듳덇ꁣ�
ꁸ끛땿ꠄ꾗싘딏ꦓ듳댳뀣쀷ꓻ뀣鸗덏꛳ꥷ쀷鯋뜿ꅃ듳끟뚐싗騋덫鮷떔ꅃ덿ꁣ�
슃덤믳ꖇ듗먛먳덬싘끟듳ꗟ뒿뒃듗驿ꖧ듷ꢻ듳돷덏ꅃ� ꜫ닃슃黷슃� 닃ꁣꝇ꛳� 섬꛳ꨟ� ꁣ뒇� ꖇꯃ끛ꯃ

븿�꾛ꉛꝋ�ꠧ꛳뀣�ꁇ볓슃ꉰ덏뎀쌤듃뙻덇驟�싳뼣驃덏뙿뙻鮯싳덏ꅃ뎀쌤듃鷻믛
듳ꗟ듳魷듳쑃덏鸗돓ꁣ�

뎀髬듗쏓듳뻋뱣ꀓ 黃긻먳ꢷ떛듗싳덏ꁿ싛ꦛ떃듗ꩳ驟꺛ꓻꀓ떛꠨뒻ꗛ됓닼떔ꜫ싗덿驟�듳쑃
黃髏驻꺛떀땿꺛듷 딄딏뎿馔먳듗ꅘ덬싘떀싳꺜 덏꺛닼꾟싗덿ꁣ� 슃덤믳ꖇ듗긻먳듳ꗟ뒿쎃ꁿ듗긻먳ꢷ
떛듗끛딐듳덇ꁣꀓ떏덏꺛듗듗饿鯉ꁣ�

슃덤믳ꖇ듗듳ꗟ驻 꺷鮯떃쑃듗긻먳ꢷ떛
꾗싘긫饿 ꨧ듳 ꝇ뜿Ꝉ ꝋꀤ듗 꾗싘딏ꓻ驟 셈쌇ꃗ 님ꜫ 슃덤믳ꖇ ꀓ 긻먳ꢷ떛듗
뙻鮯싳뙻딤싗ꟳ꺛�鬣떀듗닇떔꺰듃덃씇黻싗덿ꁣ�닝꺛꼋馛싛ꁿꗛ뙻鮯싳�떀ꬃ�떏魻싳ꀓ슃덤믳
ꖇ먛먳덬싘듗뙻됓쎔끜듳ꁣ� 뎇돷떀鬣ꅃ듗뙻딤뒿닃ꁣꝇ꛳듗騫싳ꁿꗛ됯덯덏듗싛쏔ꛟ떀鬣ꅃ듗뗳딫
ꝏ싗ꀓ 騂듳ꁣ� 닃듷꿫븿듷뒿 끟뒿 뙻긫뒃 黿듳 싗뜿 닉ꀓꁣ 驟 싗덿ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ 뫛驟듗 꾗싘딏덏騋
딇댳꺛쏔ꛟ듳꓿딇듃꾗덅ꁣ驟싗덿ꁣ� 됯꺟ꨧ듳셈싗ꀓ슃덤믳ꖇ듗馔ꖤ싛ꢳ鮯ꀓꁣ듋驻馘ꁣ�

鿳뺳驻 鿳뺳듗 쑃驃딏 듳ꔗꗛ 먛ꢷ싘뒿 꾗싘딏ꉣ듳 싳騯싳 鸻 꾗 딇ꀓ 騂ꩳꁣ ꝍ뒿 ꢷ떛 떛驴싳 뙻덇
ꁣ� 꺷鮯쑃ꦗ鯋뜿먛ꢷ싘듃驴騨싗鮯뒃싛꾗싘딏듗ꢳ鮯ꀓ鿳뺳� 뎣듻ꕫ� ꓻ魷ꔐ뜇뎿ꓻ슋ꓻ뀣馘뒿
꾗싘딏ꉣ듳 ꦛ騫싛 騂듗 쎔덏 뜿鸗뜿 닉닗ꁣ� 魷ꕫ鸗 꺷鮯 뜿鸗ꟳ꺛� 쀸씇 볓끛饿 ꩴ꼋꾗듗 싧
꾗ꗟ驻 ꢳ싛鮈꾗듗 꾗ꖳ덯髫 ꉰ듃 ꦛ떃끛븣ꟳ꺛 닃띀鯋뜿 긫됨ꆗ뜿 닉뒿 ꢳ鮯ꗛ 낒듷 駯ꁿ싛 ꩐鮯驟饿
꾛꾗꾗싘딏듗黷ꖤ덏듗싳꺛듳ꙧ댳뜿騋ꆗ덇ꁣ�슃덤믳ꖇ뎿馘뒿싳꺜싘듳딏덯떀긫驟ꗛ뺯ꦛ깜싗ꀓ
긫ꔋ덏騋ꀓ� 듳 駯ꁿ싛 긫됨ꆗ뜿 닉뒿 꾗싘듗 듳 駯ꁿ싛 삋듻 듳 먛먳덬싘듳鸗 쌈꺰띃쏓듗 뚐ꁿ싛
ꢷ떛덏깇ꗛ됳驴騨덏긫됨ꆟ騂먗ꕻꩳ듷ꁣ� 魷ꀓ 긯ꃓꥷꗛ뺯ꪄ닃鸳꺟빜싗驟馛ꕈ싗덫� 黃ꅘ닇

닝듗ꢷ썋�

듻ꜫ닻슃ꜫ驟띃� 듳딏ꨧ뀣뻏땿뀣 끟髬뗯뎭鮿 쎻ꅇ뒻ꗛ뺯듗띇꺛 驟ꖣ둏ꥷꊓ댳� 렼�



驴騨덏긫됨ꆗ뜿닉뒿딏끟듗깇ꗛ됳ꢳ鮯ꦛꠄ싗덫듳ꗟ먛ꢷ싘듃驴騨싗덫뷯듷鮯鷋騋ꆟ騂듳ꁣ�
魷듗쎃ꁿ끜驴騨뒿떃덬 덏꺛릷뒻ꗛ먛먳덬싘듗ꁿꬃ듗떃ꢷ饿ꉣ덏騋ꀓ몇쎃ꁿ끜듳ꤿꗛ�
슃덤믳ꖇ듗驴騨듳쑃 黃듳뜿鸛뎣ꀗ鸟鯋뜿ꅃ슃덤믳ꖇ듗ꢳ鮯덏떔뼴싛긫ꔋ듳덅ꁣꀓ騂듳驟� 댳ꌣ
꾗싘딏ꀓ끣띇떀驴騨덏ꢳꖤ싧듃닓끛싗驟딇ꁣ�

뎣ꀗ鸟 됯ꜫꀓꅘꖤ싘驃ꉣ듳싗鸗듗ꝣ馛쏓 ꆛ뗰듳髫뗯떀뒻ꗛ닇떔싛뜿덬듃뼴驻싟
ꋋꬃ뜿 饿ꦛ깜싛ꁣ驟싛ꁣ�띀驿떀뒻ꗛꝏ싳꺛�ꬃ뜿饿ꦛ깜싗ꀓ驲뒿꺛ꗛꁣ꛷駯ꅘ듃ꩳ듳ꀓ
ꅘ덬싘驃듗 띐싨듳 ꬃꜫꆗꀓ 驲덏꺛 ꦛ깜듳 ꆗ驟 딇ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ 黃 ꬃ뜿ꓻꀓ 됨댳 ꅃ딄싗덿ꀓꃯ�
쐋떃싗ꀓ뒟먳듗馀됳ꅘꕈ듳싗ꀓꠧ쎔듗먛듳鮯꾟싗鮯뒃싧듳덇ꁣ� 닃ꁣꝇ꛳ꀓ뙻鮯싳듗꾗듗쏓鸗
꺟쎔떀닇떔꺰듗쏓꺣ꠄ싗鮯뒃싳꺛ꬃ뜿ꓻꀓ됨댳긫됨싗덿ꁣ�듳騂뒿쎃딫髬꼋떀ꬃ뜿ꗟ뒻ꗛꜫ驟
딇ꁣ�슃덤믳ꖇꀓ먛먳덬싘듗싴끫뙻떛ꀓ긻먳ꢷ떛ꓻ驟싗덿驟�긻먳ꢷ떛듗덯髫ꀓ鿳뺳ꖤ뒻ꗛꝋ먛먳됳ꅘ듗
꺣ꠄ듳饿ꀤ싛뜿쏔듷싗ꀓꃯ딇ꁣ驟싗덿ꁣ�덫鮯꺛듳ꢷ떛덏ꁿ싛슃덤믳ꖇ듗騯ꗟ뒿ꞻ땿긳섳ꩳꟳꩳꟳ
ꁣ듋驻馘ꁣ�

덯髫딏ꉣ듳饿딤뷯驿끫듃饿띃ꢷ떛뚐듗싗鸗ꀓ빛댐驃듗닇떔꺰덏驿싛騂듳ꁣ�띃꼓싗騋ꝏ싛ꁣꟳ듳
ꢷ떛ꀓꢻꜫ싘듗ꢷ떛ꓻ鮯ꩳꁣ꾗싘떀듷ꢷ떛듷騂듳ꁣ�ꯃꗜ� 됯ꜫ饿듻ꦗ떀듳驟덃싛뜜ꠄ듃ꦛ騫싛
ꁣ驟싟뜿ꓻꅃ� 됯ꜫꀓ빛댐驃饿뎀둏싗ꜫꓻ驟ꀓ騯ꗟ듃鸳ꜳ꾗덅듃騂듳ꁣ� 긫끣鿳뺳ꖤ듳돷듗ꁣ꛷
씗ꉣ덏듗싳꺛뜿ꦯꦚ듃ꀓ뜿ꠧ꛳ꀓ騂듳ꁣ�

슃덤믳ꖇ 듗뚐ꖤ딤덏꺛듗긻먳ꢷ떛듗듻ꦗ싳듗뜜ꠄ덏꺛ꀓꁪ씋꾗싘떀싳
馕뜿싗ꀓ騂뒻ꗛ�ꁧ뜿싳듗듻ꁧ驃덏싳ꁸꆛꁣ驟ꩻ꾗딇ꁣ�슃덤믳ꖇ덏騋끣떛ꗛ뚐됓쌇ꃗ騂뒿싳꺜떀듷
싳饿뗳딫싗띇닉ꃓꓻꅃ驃듗됳ꅘ듃댳ꌺ騋鮯꾟싗ꀏ鹏덏딇덇ꁣ�뒃김驴馃듃긫됨싧뒻ꗛ꺛슃덤믳ꖇꀓ꺛ꗛ
ꁣ꛷띇ꕈꯃ뎿몇鮯뗯駳싗덏꺛긻먳ꢷ떛듗ꁣꙧꀓꦨꨔ듃驟닇쌇ꁣ�ꥷꬃꦨ떔끜뒻ꗛ듻떔싛몇鮯뗯駳듃馕ꀓ
긻먳ꢷ떛ꀓ 뙻鮯떀듷 됳ꅘ듃 꾗쌈싛ꁣ� 魷ꖆ뜿ꝋ 몇鮯뗯駳듃 뗯鮇 騼싗ꟳ 긻먳듗 鬣ꅃꀓ 떃썿 ꁫꓻ띃ꁣ�
깇ꗛ됳몇鮯뗯駳싗덏꺛긻먳듗鬣ꅃ饿ꥷꬃꦨ떔끜덏듗싳꺛뎇김ꆗ鮯ꅃ싗뜿ꝋ� ꋋꋋꗛ둏ꔗ듗ꦨ떔끜덏꺛
뎇김싟꾗덅ꀓ쎻ꅇ 듳듻댳鸛ꁣ�魷ꔗ꺛슃덤믳ꖇꀓ뚐ꖤ딤鸳덏꺛듗긻먳饿鿳뺳끜듗騯떔ꗟ떀듷
鬣ꅃ뎿뎇뮠싟꾗덅ꀓꯃ鿳뺳떀鬣ꅃꗛ鸗븿鸧듃ꦛ騫싗덿ꁣ� 듳騂뒿긫驟끣썗뒻ꗛ꿼騋꺣ꠄ싟꾗딇ꀓꃯ�
ꨟ닃Ꝁ덏 馔먳ꪈ듃 ꁫ驟 댳ꌺ騋 ꥷꀏ鹏덏 ꁣꓻ꺛 馔먳ꪈ뒿 쐋떃 싟 꾗ꅃ 딇驟 똋됯ꗛ 띃ꅘ 싟 꾗 딇ꀓ 騂 驻
馘ꁣ�
슃덤믳ꖇ듗 긻먳ꢷ떛 덯髫 듳쑃ꗛ ꝍ뒿 긫ꔋꉣ듳 뙻댳띃 ꢷ떛듗 삋ꓻꟓ뺯 驴馃김듃 꺣떔싗덫 딗 떔듗ꆛ

ꁪ씋 싳饿 뗳딫싗ꀏ鹏듗 덫 덯髫싗덿ꁣ� 魷ꔗ꺛 긻먳ꢷ떛듗 쎻ꅇ싳 饿 뗳딫싧듃 ꦛ
騫ꆗ덇ꀓꃯ� 긻먳뚐 듻먳饿 묨ꬃ싛 꼌ꅃ 댺뒻ꟳ 듳먳 빇묛싛ꁣꀓ 騂듳ꁣ� 듻먳 ∓滧 듗 빇묛뒿 긻먳驃
∜滧䥟 饿듋듗덏麇뜿馑듃饿띇ꋋ듻댳鸛ꁣ� 슃덤믳ꖇꅃ듳긫끣듃듻驟딇덇驟쎻ꅇ싳빛댐驃듗닇떔
꺰驻驿ꖧ끛븣ꖣ쌇ꁣ� 긻먳驃饿듋듗덏麇뜿饿띏뒻ꗛ꺛듻먳饿빇묛싗ꀓ騂뒿닇떔싛김빛듗ꥷ싗ꀓ
騂듳덇ꁣ� 魷ꔗ꺛슃덤믳ꖇꀓ긻먳ꢷ떛빛댐듗닇떔꺰驻驿ꖧ끛벛꺛ꁣ끛駿뼟딐덄덏릨꾗싗덿ꁣ�

꺷鮯 몇 ꓻ슋ꓻ뀣 饿 빛댐驃듗 닇떔꺰 덫 삏떔싗鮯 뒃싗덫 꺬ꅘꗟ듃 듳
됨싗덿ꁣ� ꓻ슋ꓻ뀣ꀓꁣ먳ꢷ떛ꗛ꺛빛댐驃ꁣꙧ덇驟� 빛댐듗뎀쌤ꖤ굏ꝋ듳닃ꁇꓻ쌈꺰ꉣ듗김쎷馃뎀쌤
ꖤ듃ꁣꙧ덇ꁣ� ꓻ슋ꓻ뀣듗꠨떀뒿듳ꕫ싛쌈꺰馃듗꺬ꅘ듳뎀黃ꦛ긯 쌈꺰듗빇묛 덏
뎀쌤듃ꥷ믗뜿싛ꁣꀓ騂듃뜜ꠄ싗ꀓ듻듳덇ꁣ� ꓻ슋ꓻ뀣ꀓ슃ꜫ덏鮈꾗떃馛듳됨싗덫� 쌈꺰김쎷馃듗
꺬ꅘ뒿뙻鮯떀뒻ꗛꦛ깜싗ꤿꗛ�빛댐驃ꀓ닇떔싗ꁣ驟뜜ꠄ싗덿ꁣ� ꓻ슋ꓻ뀣ꀓ 릧魻긫덏듗싗덫�빛댐驃듗
닇떃꺰듃뜜ꠄ싗덿驟� 슃뎿꼠뒿 릧魻긫덏듗싗덫빛댐驃듗닇떔꺰듃뜜ꠄ싗덿ꁣ� 덫鮯꺛싃딏ꀓ 黃

뎀덬꩷�

딤驻 딤�



둓듗 꾗싘긫 싘쐋뜿덏꺛 듳ꥷ ꓻ슋ꓻ뀣饿 ꢻꬃ딏ꖤ 딄딏ꖤ 듗 꺷鮯饿 뚐ꖤ덏 ꯃ싳꺛 ꁿꁧ씇 뷻덏 黿꓿ ꦓ
딇ꁣ驟鮯꾟싗덿ꁣ�
슃덤믳ꖇꀓ 싛 떏듗 鬣ꅃ饿 닇떔싗ꁣ싧듃 魷 떏듳 둏ꔗ듗 딃듗듗 뒃믗魻ꦨ덏 ꢳ싛싗騋 딏뙻 ꆗꅋ닃뎣ꀓ

騂듳ꓻ싗덿驟슃뎿꼠뒻ꗛ뺯鮯듷싛ꁣ驟싗덿ꁣ� ꓻ슋ꓻ뀣鸗슃뎿꼠듗듳馘뒿묓ꗟ뒿뎀髫떀묓ꗟ듳닃ꁋ
듻끛떀묓ꗟ듷ꦓ�슃덤믳ꖇꀓꓻ슋ꓻ뀣듗덯髫ꁣ끛駿뼟싗덿ꁣ�魷ꔗ꺛빛댐驃饿떇ꁿ떀뒻ꗛ닇떔싛騂듳
닃ꁇꓻ驟묓ꗟ싗덿ꁣ�듳ꕯꝤꓼ덏꺛먛먳덬싘듗끟듳ꗟ듳묛馃ꆗ鮯띀떃듷 黃덏 덏묛馃ꆗ驟�
黃덏 뎣뀣믳 꺷듗 꺷 깜듻 鮯黏뒻ꗛ 슃덤믳ꖇ饿 꾗김싛 긻먳ꢷ떛 ꩳ딏� 黃 뜿덏ꀓ ꁣ듋듗
骐驟鮯긫饿 鸫ꁣ� 뎣뀣믳 꺷 떃싗듗 黃 둓 듻 깜듻 鮯黏뒻ꗛ ꁣ듋ꢷ떛듗 싳 김鮇뒻ꗛ 鸳駷덇ꁣ�
꾗ꜫ驻싘듗띃ꩳ뒃싛셏싗듗뜿ꁿ싛驿끫뒻ꗛꁣ듋ꢷ떛듗ꠄ봋싛뜜ꠄ듃鮯ꁿ싗ꟳ꺛���끫긫뒃둏쐋ꀓꁣ듋
ꢷ떛驴ꠧ싛ꁣ�

鿳뺳듗ꨔ믘듃ꊯꓻ꺛김쎷馃덏듷ꖤ듳딐됨ꆗꀓ딃듗듗ꁣ먳驃饿뙻댳뗋듃ꋋ�ꇏ馛듗딄딏饿떃썿묨ꅋ
싗뜿닉ꀓꁣꀓ饿떔싗덏꺛馀馀듗떏듃똋쇛ꗛ鸗븿鸳驟� 끛馃덏ꁿ싛鮯뜿듗싧꾗덏듻믗싳꺛띃쌈ꆗꀓ
鮈꾗떃馛싗驟� 끛驴馃김덏꺛魟ꉰ싗騋꾗ꖳ싗ꀓ騂듃립닃ꓻ�

ꦓ듳댳뀣쀷뀣듗 듳 꾗김黻ꢷ듗 볓ꟗ쀷덏꺛뎿 馘듳 슃덤믳ꖇ듗 싳饿 돃떃싗騋 鷜듃 ꩳ뜿ꀓ 싗덿뜿ꝋ
먛먳덬싘듗 깇ꗛ됳 끛ꁿ 덳덇ꁣ驟 黻셈싗덿ꁣ� 黃 꾛ꉛꝋ듳 묛떛ꆛ ꢷ떛 n = 3듷 긻먳김덏꺛ꀓ
싳騯쌇ꁣ驟ꩻ꾗딇驟� 꾗싘떀뒻ꗛꀓ n > 3듷 먳덏ꁿ싳꺛ꀓ 黃ꁿ덏돔鮯ꅘ덏듗싳꺛싳騯 쀸꾗싗騋
ꆗ덇ꁣ驟ꩻ꾗딇ꁣ�
ꨠ뺯딤듳 긫ꓻ뜿ꀓ 떏듃 셈쎔떏 ꎏꀓ 쀸듳떏듳ꓻ驟 싛ꁣ� ꓻ魷ꔐ뜇떏� ꝏ 닇떔떏ꉰ驻 馘뒿 쀸듳떏듗 뗳

딫ꀓ몇鮯뗯駳덏ꊯ꜃듃슃덤믳ꖇꀓ馔뗯싗덿ꁣ� ꅘ듻ꥷꬃꦨ떔끜덏ꁿ싛꺛ꗛꁣ꛷싳덏ꁿ싛뱣ꮋ듗驿驃
ꬃ꺜싗ꟳ꺛�쀸듳떏魻ꦨ덏꺛듗듳ꉣ뱣ꮋ덏ꁿ싛駯ꅘ듃駿뼟싗驟髬떀 ꬃ꺜듃끛딐싗덿ꁣ�쀸듳떏덏
ꁿ싳꺛麣馛듗꺛ꗛꁣ꛷븿딄듳딇듃꾗딇듋듃ꩳ덿ꁣ� ꢳ싛꾗듗싳驠꺟듳뼴驻싗ꀓ黷ꉛ� ꁧ뜿ꇏ馛듗싳
驠꺟듳뼴驻싗ꀓꝏ닇딤떏뒻ꗛ꺛ꇏ驠꺟뒿듳둂싳驠꺟덏ꁿ싳꺛떏魻꺟먗ꕻ딐됨싛ꁣ� 껊띷ꗛꗛ饿ꜫ뜗싛
鸗꺟쎔빛ꗛ싳驠꺟덏떐魻싗ꀓ몇떏뒻ꗛ꺛듳驟� 麶띷ꗛ뚐끫뒻ꗛ꺛셏싳驠꺟듳꺛ꗛ꺛ꗛꇗꕫ끷驟딇ꀓ
騂듳ꁣ�듳ꕫ싛쀸듳떏듗ꬃ셫N + F −C = 2− 2pꗛ뙻댳띃ꁣ驟싗덿ꁣ�N뒿黷ꉛ꾗듳驟� Fꀓ몇떏꾗�
Cꀓꝏ닇딤꾗듳驟� pꀓ驠ꟳ S김덏꺛떛麇뀣 꾗듳ꁣ� ꓻ魷ꔐ뜇뎿ꓻ슋ꓻ뀣듗騯떔ꗟ떀鬣ꅃꗟ듳
슃덤믳ꖇ饿믳뎣뀣떀딃듃떛鮯싗덫쏔ꛟ떀듷꾗ꜫꢻꜫ떀鬣ꅃꗟ듃떛鮯싛ꦓꀓ듗듗饿鯉ꁣ驟싗騟ꁣ�

쀸꺰뜿꾗 驟뒟馑 뎿뙻鮯싳
꩷黻ꢷ덏꺛ꀓ뙻鮯싳뚐끫뒻ꗛ슃덤믳ꖇ듗먛먳덬싘듃긳섳ꩳ鮯ꗛ싛ꁣ� 黃슃덤믳ꖇꀓ떛싛긻먳ꢷ떛
덏꺛ꀓ땇볓ꯃ닇듳돷덏ꀓ떀ꬃ듳뗳딫싗뜿닉ꀓꁣ驟싗덿ꁣ�魷쑃떛싛긻먳ꢷ떛듗뙻鮯싳덏驿끫듃鮯됷덿
ꁣ� 黃꾗김싛덏꺷듳덏꺛먗듋뒻ꗛ쐋鬿떔ꜫ뜜ꠄ싗덿ꁣ� 뜈� 김驴馃듗딃듗듗뜿떏 ro饿ꝣ됯딐ꁣ驟
싟뜿ꓻꅃ�듳뜿떏듃뼴驻싗ꀓ鬣떀듳ꢳ싛꾗ꗛ뗳딫싛ꁣꀓ騂듳ꁣ�ꃓ髫鸗 ro덏꺛듳鬣떀ꉣ듳鸗븿鸗뜿닉ꀓ
떏ꉣ뒿 roꩳꁣꢳ싛씇딐뒿슻馘騋ꆗꀓ騂듳ꁣ�魷ꔗ꺛슃덤믳ꖇꀓ뙻댳띃뙻鮯싳ꗛ뺯ꁣ꼋ꁣ꛷싳
驟ꖣ싗騋ꆗ덇ꁣ�슃덤믳ꖇꀓ꺬ꅘ띇ꕈ쎸뒿꺬ꅘ띇ꕈ덏ꯃꖿ싗ꀓ듷딏듷삋ꓻꟓ뺯µꗛ떃馛싛싗뼟ꁇ닇듃
饿떔싗덿ꁣ�

F = Fo + µF1 + µ2F2 + · · ·

µ = 0듳ꟳ�뜈�꺬ꅘ듃ꢳ끛싗ꟳ싳 xi = φi(t) yi = ψi(t)ꀓ뙻鮯싧꾗饿ꆛꁣ�덫鮯꺛슃덤믳ꖇꀓ뎣ꀗ鸟딏뙻
뉯ꀓ싗뼟ꁇ닇鮯쎷H ꁿ끟덏 F냺ꁣ�듳싳ꀓ닋ꖣ떷딇ꀓꦓ� 뱿슋ꕫ듗ꨔ믘덏ꊯꓻ꺛븿둏鬣ꅃꅋ騋
ꆗꀓ騂듳ꁣ�듳騂뒿꺛ꗛ馃덏뼴닼饿ꀤ싧듃ꝏ싛ꁣ�싗ꁣꝇ꛳ꀓ듳ꕯꢳ싛싳饿땇볓ꯃ닇듳뎀듳ꆗꀓ鸛떏듃

닝듗ꢷ썋�
닝듗ꢷ썋�
닝듗ꢷ썋�
뒃뎿馘뒿ꢷ썋�



뒟ꦛ싛ꁣ驟싳꺜싗덿ꁣ�ꊯꓻ꺛듋싧꾗덏ꁿ싛끫쏓덯髫饿됓髫ꆗꀓ騂듳ꁣ�鮯싗싘떀뒻ꗛꝏ싳꺛�髫싛싳
떔듗싗ꀓ몇鮯똋쇛ꉣ덏꺛 µ馑덏듳몇驴馃듗떏듃덯騯싗ꟳ�싳饿뙻鮯ꗛ鸗븿鸗ꀓꦨ떔끜뒿� µ = 0듷뎀덬덏
뒃믗싛덯꼌ꆛ댳ꌣꬃ듷ꁣ댐먳떔듗싗騋ꆗꀓ騂듳ꁣ�魷ꔗ꺛 µ饿싗ꀓꦨ떔끜듗싳ꀓ덯꼌듷鮈꾗
댺듃꾗덅騋ꆛꁣ� µ듗싳꺜덏ꊯꓻ꺛몇驴馃듗뱣ꮋꢷ떛덏싳ꁸꆗꀓꁣ댐먳ꗛ꺛댺騋ꆗꀓ騂듳驟� µ = 0

듷떔듗덬듃떇ꁧ뜿떏덏꺛듳ꁣ댐먳듗뚐ꩴ떏듳騯驻ꗛ鸗븿鸗ꀓ騂듳ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ µ饿딐뒿馑듃馕騋
ꆗꟳ� 뙻鮯싳덏꺛심듳ꁣ듋驻馘듳묓饿ꆛꁣ�

xi = Φi(t) + ζi, yi = Ψ(t) + ηi

덫鮯꺛 ζi = Siexp(αkt), ηi = Tiexp(αkt)饿ꆗ驟� Si뎿 Tiꀓ t듗뙻鮯싧꾗듳ꁣ� ααk쀸꺰뜿꾗ꓻ驟싗ꀓ
騂뒻ꗛ� ꁿ꾗ꦨ떔끜듗 魻듳� 닇떔싗鮯뒃싛 싳ꗛꀓ 썇꾗듳댳닻ꝋ 싛ꁣ� µ饿 딐駯鸗 떔꾗듗 떛驰덏 ꊯꓻ꺛
떃馛ꆟꋋ싳騯맄뒻ꗛ驟닇싛騂듳ꦓꗛꬃ뜿쎔끜ꎏꀓ닇떔꺰듗驃꾗듷騂듳ꁣ�듳ꀓꢳ싛듗ꁣ댐먳꺰덏ꁿ듐
싗鮯뒃싛騂듳ꁣ� ꬃ뜿쎔끜뒿듳ꉣꁣ댐먳듗듳뚐떏덏싳ꁸ싗驟� 騯驻떀뒻ꗛ髫묔싗ꖣꀓ싴끫됓꼋髫꺰싳
뙻ꀓ騂듳ꁣ�닇떔꺰듗됓꼋ꉣ뒿ꦓꗛ쀸꺰뜿꾗ꉣ듗떛驰馑듷騂듳ꁣ�듳ꀓ딃듗듗뙻鮯싳덏ꁿ싛ꜫ닃슃黷슃
닇떔꺰덏ꁫꖣ딇ꀓ騂듳ꁣ�쌈꺰듗ꠧ뀴덏ꁿ싛듳ꗟ덏꺛뎿ꝇ릫饿뜿ꗛ�ꬃ뜿쎔끜덏鸗븿鸟ꋋꝇꁣꝣꨇ듻똄듗
닇떔꺰듗髏쏗듳鸗븿鸗ꀓ騂듳ꁣ�騋ꁣ饿ꅘ듻싛릧둏덏꺛ꦛ깜싗ꀓꬃ뜿듗驿떏덏꺛ꦗꁿ饿ꆗꀓ騼됯ꓻꅃ�
뜈� µ饿쏓싗ꀓ뚐듷騼됯ꓻꟳ뙻鮯싳ꀓ긫ꓻ뜿騋ꆗꀓ騂듳ꁣ�뙻鮯싳듗꼋ꟷ뒿ꁿ꾗ꦨ떔끜덏꺛끣魻ꉣ듗
띜뒻ꗛ낌듃듳ꙧꀓ騂驻馘뒿騂듳驟�馘듳긫ꓻ뜿ꀓ싳ꀓꁣ꛷닇떔꺰듃馕騋ꆗꀓ騂듳ꁣ�몇驴馃김듃魷ꜫꀓ
驠꺟듗쎷덏꺛ꅘ듻싛ꦨ쌤뒻ꗛ µ饿驃꼌싛ꁣꟳ� 닇떔꺰듗髏쏗떔ꜫ덏꺛ꀓꦗꁿꗛ덬驻떔듃ꦚ닃ꉣ듳ꀓ
騂듳ꁣ� 뜈� ꬃ뜿덏듗싳띃쌈ꆗꀓ닇떔꺰듗쏓ꝋ鸗븿鸗騋ꆗꀓ騂듳ꁣ� 듳덏슃덤믳ꖇꀓ쀸꺰뜿꾗덬싟덏
ꎏꁣ꛷뎇ꗛ꺛떛 딤꛳ 듗뙻鮯싳ꉣ댳떀됨싗驟딇ꁣ� 듳ꀓ騯떔ꆛ뙻鮯 T 魻ꦨ덏 k쐋떃
쑃덏 깜鮳 뙻鮯 kT ꝏ싛ꁣ� 듳騂뒿 먪 ꨇ띷 뙻鮯덏 깇ꗛ됳 뙻鮯 떐싨싗ꀓ 騂듃 ꝏ싗驟� ꃓ 뷯 듳뚐떏듃
ꝏ싛ꁣ�듳騂뒿뫛꼋딐됨驻驿ꖧꆛ騂뒻ꗛ魸ꁿ魸꼋듗덯髫덏꺛鸛떏듃떀ꬃ뒻ꗛ싳騯싗騋ꆛ騂듳ꁣ�듳
騼됯듗쀸꺰뜿꾗ꀓ 2πi kT듗ꦯ꾗饿ꆗꀓ騂듳ꁣ� k =떔꾗듳ꤿꗛ 2πi kT듗ꦯ꾗ꀓ둏싗ꀓꝋ뷻꺛ꗛ꺛ꗛ
魻떐끛븫꾗딇ꁣ� µ덏ꊯꓻ꺛쀸꺰뜿꾗饿驃꼌싧뒻ꗛ� ꝣ됯딐뒿馃騨덏꺛ꅃꬃ뜿ꉣ뒿댺騋ꆗ驟� 둏ꔗ듗
뙻鮯 T뎿ꀓꁣ꼋ꞿ댳뜿ꀓ騂듳ꁣ�
슃덤믳ꖇ덏딇댳꺛떀ꬃ듳꓿ꅘ덬싘떀듷듗ꥷ덏꺛딃듗듗끛馃 T덏꺛릧뜿싗ꀓ슻 V 饿듻떔싧듃

ꝏ싗ꀓ騂뒻ꗛ� 끛馃쏓덏ꊯ꛷슻饿듻떔싧듃듗ꥷ싛ꁣ�
슃덤믳ꖇ듗떏魻싳꓿鮯꩷쎔듗떀ꬃ듳饿ꀤ싧뒻ꗛ싳꺛ꝋꉟ騂듳ꁣ� 떏魻싳꓿ꢳ싛뒻ꗛ뙻鮯싳덏떐

魻싗駯鸗뙻鮯싳덏ꢳ싛뒻ꗛꞿ댳뜿ꀓ騂듃ꝏ싛ꁣ�듳뚐떏魻싳꓿� t = −∞덏꺛뙻鮯싳덏ꢳ싛씇魻떐싧듃
ꝏ싗驟� ꞿ댳뗋ꁣ饿 ꁣ끛 魻떐싗덫 t = +∞꺛 뙻鮯 싳덏 魻떐싗ꀓ 騂뒻ꗛ ꝏ싛ꁣ� 슃덤믳ꖇ듗 긻먳ꢷ떛ꀓ
騯떔ꗟ떀듷쌈꺰鬣ꅃꗟ덏쏔ꛟ듃ꅃ딄싗덫�ꬃ뜿ꓻꀓ됨댳ꅃ딄싗덫믳뎣뀣ꗟ듗꾗싘떀�ꅘ덬싘떀듷끛몇듃
ꝇꖧ싗덿ꁣꀓ떏덏꺛듗듗립듃꾗딇驟� 듳쑃 먛먳덬싘듗끟듳ꗟ 뒿뙻鮯떀鬣ꅃ덏ꁿ싛듳쑃듗먛먳덬싘
딏ꉣ듳쑃꼌덯髫뒟ꦛ싗덿ꁣ�

黃ꖇꯃ끛ꯃ븿 ꀓ떛싛긻먳ꢷ떛덏딇댳꺛띇ꕈ덅ꀓ띇떏驻ꁣ꛷ 먳듗셈魟됳ꅘ듳
뼴닼饿ꀤ싗ꟳ� 魷 됳ꅘ뒿 닇떔싗ꁣ驟 싗덿ꁣ� ꁣ뒇 ꢻ뼣 ꮋꓻ됳

뀣쀷ꗰ魷ꖋ ꉰ듳떛싛긻먳ꢷ떛덏ꁿ싛덫ꕫ뗰듃덯髫싗덿ꁣ� 黃ꨃ볓슃
ꀓ 떛싛긻먳ꢷ떛덏 딇댳꺛 ꠧꉟ 닇떔싛 鬣ꅃꀓ 댳ꀏ 떔ꅃ듗 쐋鬿떀 꺰띇듳 딇ꁣ驟

싗덿驟� 듳ꕫ싛꺰띇덏ꊯꓻ꺛떏魻떀뒻ꗛ떐魻쌇ꁣ饿ꞿ댳뜿ꀓ騂듳ꓻ驟싗덿ꁣ� ꨃ볓슃ꀓ슃덤믳ꖇ듗덯髫
듳ꗟꅘ덬싘떀뒻ꗛ鯉듳덯髫싗덿ꁣ� 닃ꁣꝇ꛳ ꀓ 黃듗黻ꢷ덏꺛뮠뜿떀鬣떀듗
駯ꅘ뒿떀ꬃ김꾗듗긯꾟떀덯꼌꺰덏듗뗳싟뜿ꠧ꛷ꁣ驟싗덿ꁣ�닃ꁣꝇ꛳ꀓ빛댐驃듗닇떔꺰듃黻싗ꀓ騂뒿
먛먳덬싘덏꺛똊뒿띇ꢷ듳닃ꁇꓻ驟싗덿ꁣ�빛댐驃듗닇떔꺰덏ꁿ싛덯髫듋듗驠ꛟ듃馕ꀓ뮠뜿떀驠ꟳ驻
驿ꖧꆛ뒟긫싛띇ꢷ뒻ꗛꁿ먳싛ꁣꟳ� 닇떔싛鬣ꅃ듻뜿ꓻꅃ몇鮯뗯駳듗ꥷ꺷싛쏓덏듗싳꺛� ꁪ씋뮠뜿꺟듗
떏魻떀鬣떀驻馘뒿돃떃씇닇떔싛鬣ꅃ鸗ꃓ듻ꦗ떀듷딃듗鬣떀뒻ꗛꦓ鶋騋ꆟ騂듳ꓻ驟싗덿ꁣ�먛ꢷ싘덏

ꢷ썋 ꨇ�
ꢷ썋



꺛몇鮯뗯駳듳꓿ꢻꜫ떀뒻ꗛꝋ닋ꖣ떷딇ꀓ騂듳驟�驿뮠덏듗싛뎣ꛗꀓ뚃듻꾗딇뜿ꝋ�뎣ꛗ덅닧꾗ꀓ덅ꀓ
騂듳ꁣ�驿뮠김듗딐뒿뎣ꛗ듻뜿ꓻꅃ騯驻덏꺛ꀓ떃듳딏떇ꁿ떀듷騂듳ꁣ� 黃꾛ꉛꝋ
뒿긻먳ꢷ떛ꀓ쇿ꜳ꾗딇ꀓ騂듳뜿ꝋ�鮈꾗饿먛먛씇꾗ꖳ싗덫끣떛ꗛ긫됨싗鮯덓댳ꖴꁣ驟싗덿ꁣ�꾛ꉛꝋ뒿
듻ꦗ긻먳ꢷ떛덏 딇댳꺛� 됳ꅘ듳 ꁧ듻 셈ꟳ덏 髫꼌ꆗ뜿 닉ꀓꁣꟳ 긻먳듗 김쎷馃 駯ꜫꀓ 듻떔싛 댐
馑듃심김몇驻싟騂듳ꓻ驟싗덿ꁣ�꾛ꉛꝋ듗듳ꗟ듳鸗뎧쑃 黃쑃�릧뜿 ꀓꁣ듋驻馘듳ꬃ꺜싗驟
딇ꁣ�

꾛ꉛꝋ듗싳ꀓ듳ꥷ긻먳馃듗묨ꅋ驻魻떐덏ꁿ싛덯髫몈ꦛ싗덿ꁣ�魷ꜫ驟긻먳馃듗鬣떀덏ꁿ싛ꢳ싛듗
ꬃ뜿덏 ꁿ싛 덯髫 뒟ꦛ싗덿ꁣ� 듳ꥷ� 쀸듳鬣떀듗 騯떔뒿 긻먳듗 꺣ꠄ驻 ꬃ셫덏꺛 뙻꠨싟 ꝋ싛 騯驻
듳鷋댳鸳덇ꁣ� 쀸듳떏듗덯髫ꗛ꺛싳꺜싧꾗듗덯髫듗驟ꖣ饿싃됓싗騋ꆗ덇ꁣ� 긻먳ꢷ떛덏듗싳떛鮯ꆛ
띇떀듷ꢷ떛饿싳騯ꆗ뜿닉닗ꃓꓻꅃ� 꾛ꉛꝋ듗싳ꀓ듳ꢷ떛듗ꦛ떃덏딇댳꺛鮳됓싛騂듳ꁣ� 슃덤믳ꖇ듗
덄떀驻ꝇ릫饿뜿ꗛ꾛ꉛꝋ듗덄떀덏ꁿ싛띇ꢷ뒿덳ꖣ딇ꀓ騂듳ꁣ�

黃騼꾗싘딏볛ꠧ驟ꗛ슃 닃黿ꉛ 魷ꜫ驟ꠧ꺷 ꀓ슃덤믳ꖇ
듗띀驿驻ꦗꁿꗛ댳ꌣ몇鮯뗯駳덏꺛ꀓ鮈꾗饿꾗ꖳ싟꾗딇驟� ꊯꓻ꺛뙿뙻鮯싳떛닇싗덿ꁣ� 듳ꗟ뒿
떃뼴떀듷꺬ꅘꗟ듳끣삧쌿듃ꋋ싳ꁸꆗ�ꢳ싛끛馃덏ꁿ싛驃듗닇떔꺰듃뜜싳뙿ꁣ� 듳ꗟ듗ꁧ떏뒿
꺬ꅘꝣ馛꾗饿魸ꅃꗛ딐닃닻싛ꁣꀓꃯ딇ꁣ�

떀ꬃ
닝꺛꼋馛싛ꁿꗛ떀ꬃ�뙻鮯싳�驟뒟馑뒿김쎷덯驿ꆗ댳딇ꁣ� 黃 덏꺛슃덤믳ꖇ饿떃馛싛떔듗�
떔ꜫ�뜜ꠄ ꁧ驃ꀓ먛먳덬싘듗끟듳ꗟ덏꺛魻馃듳ꆗ댳듐됨ꆗ덇鮯덏꼋馛싗ꟳ
ꁣ듋驻馘ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ떛싛긻먳ꢷ떛듗싳덏꺛닇떔꺰 빛댐듗닇떔꺰 驻驿ꖧ싳꺛ꁣ듋驻馘듳떔듗鸳
ꜫ驟딇ꁣ� 슃덤믳ꖇꀓ떔꺰떀듷뜜ꠄ듃끛ꅃ싗驟딇ꁣ�

닇떔꺰듗떔듗 떏 P듗됳ꅘ뒿魷떏듳둏ꔗ듗뒃믗듗딃듗떀魻ꦨ덏ꢳ싛싗騋ꆗꅋ닃뎫ꋋ닇떔싗ꁣ驟
떔듗싛ꁣ�

듳덏ꁿ싛떔듗쐋鬿떔ꜫꓻ驟싗驟뙻댳띃驃덏꺛딏뒟ꅃ饿 듻ꋋ슻ꀓꩳ뗳듳ꆗ댳ꢳ싛꾗듗싳饿
뗳딫싛ꁣꀓ 騂듳 닇떔꺰듳ꓻꀓ 騂듳ꁣ� 魷ꕫ鸗 黃 쑃듷 黃덏 묛馃싛 먛먳덬싘 떛 鬋덏꺛ꀓ 닇떔꺰듗
떔듗 饿뜿ꗛ떔듗싗덫� 뒃덏鮯꾟싛騂덏묓饿싗驟딇ꁣ�

떏馃듗駯ꜫꀓꢳ싛씇뷳꾗饿덅ꁣ� 떏馃듗駯ꜫꀓ듻떔駯ꜫ듳싗ꗛ딐닃띇꾗덅ꁣ� 驃ꀓ둏ꔗ듗
뒃믗덏ꢳ싛씇딏뙻딃듗떀뒻ꗛ饿鯋듳ꅋ닃뎧ꁣ�

떔ꜫ 쐋鬿떔ꜫ 驴馃김뒟싛싛싛떏 P듗똋쇛 x1 x2 x3饿떔싗騋ꆗꟳ떀ꬃ
∫∫∫

dx1 dx2 dx3饿
뗳딫싛ꁣ� 驴馃김듗딃듗듗뎀덬 ro饿닃뙻딐ꁣ驟싟뜿ꓻꅃ� 덫鮯뼴驻싗騋ꆗꀓ鬣떀듳ꢳ싛씇딏뙻
뗳딫싗騋ꆛꁣ�뜈� ꥷꔗ듗끛馃덏ꀓ둏ꔗ듗뒃믗덏딃듗ꗛ饿鯜騋魷驃ꀓꆗꅋ닃뎫騂듳驟�ꢳ싛씇딏뙻
ꆗꅋ닃뎣騋ꆟ騂듳ꁣ�

듳덏ꁿ싛슃덤믳ꖇ듗뜜ꠄ뒿ꁧ꾛싗ꁣ�

뜜ꠄ 떏 P饿딇ꀓ驲듗슻 V 뎿뎀덬R듃驟ꖣ싗딏�魷ꕫꟳ t끛馃덏ꢳ싛꾗ꗛ됿띀듳ꀓ떏ꉣꗛ髫꺰ꆛ
슻饿띃뎀덬 roR덏꺛驟ꖣ싟꾗딇ꁣ�듳ꉣ떏ꉣ뒿뎀덬 r1듃 τ끛馃ꅘ닇맃됷騂듳驟�뎀덬 r2
2τ 끛馃ꅘ닇맃됯ꀓ끜뒻ꗛ싳꺛� rn뎀덬듃 nτ끛馃ꅘ닇맃됯騋ꆟ騂듳ꁣ� 덫鮯꺛 r1驻 r2ꀓ驴뼴ꆗꀓ
떏듳덅驟� rnꀓ ro饿 nꨇ띷鯋뜿ꦗꩴꆗꀓ騂듳ꁣ� 슻饿 ꩳ뗳ꆧ뒻ꗛ뎀덬 ro · · · rnꀓ馘뒿슻 V 
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馕騋ꆟ騂듳ꁣ�ꝋ듻 n > V /v듳ꓻꟳ�떀댳ꅃꇏ뎀덬뒿驴뼴ꬃ듃馕騋ꆗꀓ騂듳ꁣ�魷ꔗ꺛驴뼴뎀덬듗
덯꼌떀듷ꦗꩴ듃驟ꖣ싛ꁣꟳ�ꁣ꛷뎀덬듃쏔딤싟꾗딇ꀓ ro덏ꅘ끛덏꼌싗ꀓ떏ꉣ듃ꠧ듃꾗딇듋듃ꩳ듻
꾗딇驟�듳떏ꉣ듗ꠧ듋 띐싨 딏먳ꀓ싗鸗듗뜿덬 σ쎔꺰싗騋싳뙿ꁣ�듳뜿덬 σ듗떔듗ꗛ뺯�
싛떏뒻ꗛ뺯끛딐싗ꀓꠧꉟ鬣떀뒿뎀덬 roꢳ싛씇딏뙻뼴驻싗騋ꆗꀓ騂듳ꁣ�
슃덤믳ꖇ饿듗ꥷ싗ꀓ뎇돷떀鬣ꅃꀓ쏔ꛟ듃ꝏ싗ꀓ騂듳驟� 뎀덬듃뼴驻싗ꀓ鬣떀듳 ꨇꩳꁣ딐뒻ꟳ뎀

 듗ꥷ싗ꀓ 騂듳ꁣ� ꯃꗜ 馑듳 ꝣ됯 뷫驟� 뎀덬饿 ꝣ됯 딐닃ꅃ 떀됨듳ꆗꀓ 騂듳驟� ꩳ뗯떔ꜫ뎿
ꩳ뗯떔ꜫ듗뜜ꠄ뒿 黃 덏꺛묓饿ꆛ騂듳ꁣ� 듳덏ꁿ싛ꩳ뗯떔ꜫ ꀓꁣ듋驻馘ꁣ�

ꩳ뗯떔ꜫ 뒃ꗛ뺯ꊯ꛷ꁣꟳ� ꢳ싛꾗듗鬣떀듳뎀덬 roꢳ싛씇뼴驻싟騂듳驟� 뒟싛싛끛馃ꅘ닇덏ꝋ
뼴驻싗ꀓꁣ꛷鬣떀듳딇듃꾗딇ꁣ� 듳쑃딏듗鬣떀ꉣ뒿뎇돷떀鬣ꅃꗛ馃뙻ꆟ꾗딇ꀓ騂듳ꁣ�
듳 뎇돷떀 鬣ꅃꀓ 魻긫뎇돷떀 鬣ꅃꗛ ꜫꀓ 騂뒻ꗛ 닝꺛 댷鮈싛 ꦓ뎿 馘듳 닇떔싛 鬣ꅃ饿 닔ꅃ떀뒻ꗛ
닇떔싛鬣ꅃꩳꁣ꾗떀듷됯꺷ꩳ듳ꀓꦓ魷쏔ꛟ듳魸ꅃꗛ딐듃뜿ꓻꅃ듳ꀓꢳ끛싟꾗덅ꁣꀓ騂듳ꁣ�

騯ꗟ
꾗싘떀뒻ꗛ긻먳ꢷ떛듗싳ꁴ뒿ꢳ싛鮈꾗듗떃馛ꢷ떛듳뜿ꝋ鮈꾗饿먛먛씇꾗ꖳ싧뒻ꗛ긫됨싗鮯씗ꉣꁣ�쎃끣
떀뒻ꗛ꾗믗떀ꬃ듳ꯃ髏떀떔쏔싗덫�몇鮯뒃믗�몇鮯꼌ꅃ�魷뙻댳띃꾛馃듗씗듗꺷鮯닍뒻ꗛ꺛ꁣ듋꾛馃듗
뒃믗饿 驃긯ꆛꁣ� 魷ꕫ鸗 ꩷ 黻ꢷ뒿 슃덤믳ꖇ뎿 魷 뙻듷ꢻ듗 긻먳ꢷ떛덏 ꁿ싛 싳듗 김꺷싗騋 됓닼싗뜿
싗덿驟� 魷듳뒟ꀓꥷꬃꦨ떔끜듳몇鮯뗯駳驻騼驃뗯駳덏듗싳꺛ꢳ싛씇ꝍ뒿싳饿뗳딫싗鮯ꋋꢷ듳驟ꝍ뒿
뜿ꟳ듃됓싗鮯ꋋꢷ듳ꁣ� 뫛魻ꦛꖋ뼟麧驻믻뾫麧뒿鿳뺳듳ꔗ듗떃뼴떀듷ꦨ끜驻뼴驃떀듷ꦨ끜뒻ꗛ긻먳ꢷ
떛ꁣꙧ덇ꁣ� 슃덤믳ꖇ듗긻먳ꢷ떛饿딏덯덏뗳딫싗ꀓ믳뎣뀣듗ꁿ쇛떀듷싛뎇ꓻ驟싗ꟳ꺛� 긻먳ꢷ떛ꀓ
뼴驃떀떐魻듗듳됨덏ꁿ싛깇ꗛ됳饿ꀤ꺰듃덳댳鼒닗ꁣ驟싗덿ꁣ�싛髬덏꺛ꀓ뫛魛쏌듳긻먳ꢷ떛듃뚐끫뒻ꗛ
ꥷ髬驻 髫 꼋ꖧ듗 덯髫딏ꉣ듗 鸳덬듃 됓닼싛 ꦓ 딇ꁣ� ꁿꝏ驻 黃ꁿ 몇 듳ꔗꗛ� 뎀髬듗
ꅄ듻듗 ꥷ髬듗 ꉰ듳 먳ꢷ떛듳김듃뱳쉧뺯덏듗싳꺛꾗믗떀뒻ꗛ쇿鮯덏듳꛳ꕿꁣ� 듳
듳ꗟ뒿심꺰덬싘� 꺰ꁧ듗덬싘떀띃쏓덏듐됨ꆗ驟딇ꁣ�
뎣ꀗ鸟빃ꅃ싘듳鸗쌈꺰馃빏긫꺟� 뒃꺰鬣ꅃꗟ덏꺛긻먳ꢷ떛듗끣됨꺰뒿魸씇뚐됓싗驟싴끫떀듷덬싟듃

싛ꁣ� 먛먳덬싘덏꺛듳먗ꕻ싴끫떀듷덬싟듃싗ꀓꢷ떛딃덏ꅃ髫싗驟� 싛髬듗몇뚐驟듗髏뒠덏꺛ꀓ긻먳ꢷ
떛饿댷鮈듳ꆗ뜿 닉驟딇ꁣ� ꊯꓻ꺛 됯뙻ꗛ듗 덫쌈굏ꝋ 듳닃ꁇꓻ 魻꩷떀듷딏덯듗듳싳ꓻꀓ驿떏덏꺛ꁿ싘
듳鸗驟ꉰ싘髏덏꺛긻먳ꢷ떛덏ꁿ싛꼋馛ꀓ싃됓싗ꁣ驟삏ꁧꆛꁣ�ꁿ싘꾗뙿듗驴덄꾗싘듳鸗꾗싘ꢻꜫ덏꺛ꀓ
驟뒟믗鸗 쀸듳떏ꢷ떛덏 ꁿ싳꺛 슃덤믳ꖇ뎿 馘뒿 꺷鮯몇듗 ꁿ꾗ꜫꢻꜫ싘딏ꉣꩳꁣ ꃓ 馃ꁧꠄꙋ싗騋 ꥷꬃ
ꦨ떔끜듳鸗 꺟쎔ꁿ꾗싘덏꺛 꺣ꠄ싳鼒驟 딇ꁣ� 魷ꕫ鸗 덬긫떀듷 Ꝥꓼ덏꺛듗 긻먳ꢷ떛덯髫ꀓ 끣뜜떀 릧둏듳
닃ꁇꃓꓻꅃ딏덯쎃김듗꾗싘떀듳싳굏ꝋ듳닃ꁇꓻ� 驟떃덬싘驻쎃ꁿ듗ꢻꜫ싘듗魻馃듃듳ꙧꀓ댐딏덬싘듗
꾗싘떀ꦯ騼듃댳ꀏ떔ꅃ뜿ꁇꀓ쓤ꥷ딇ꀓ뙻떛ꗛ삏ꁧꆛꁣ�꾗싘髏뒠싘떀듷뮠ꟳ덏꺛긻먳ꢷ떛ꀓ驟떃덬싘驻
댐딏덬싘듳Ꝉꬃꜫꆗꖣ驟싗ꃗ끛떏덏꺛鸗뎧ꢷ떛듳鮯ꋋꢷ덏쎃딫덏ꅃ떃ꢷ꾗싘딏뎿꾗ꜫꢻꜫ싘딏덏騋
뚐됓싛驿끫ꁿ김듳ꆗ驟딇ꀓ騂듳ꁣ�

ꢷ썋
뒟騼ꗛ돷 듷驴덬� 먛ꢷ싘馔됓 듻끟긫� 렼�

뫛魛쏌� 먛먳덬싘 ꥻ듋긫�


