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Résumé

Dans ce texte, nous présentons un outil méthodplegspécifique, la notion de geste de la
recherche, pour étudier et mettre en perspectieavité de recherche d'un mathématicien et
d'éléves de terminale scientifique, engagés dansilé d'un probleme non résolu en théorie
des nombres : la conjecture d'Erdds-Straus.
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I NTRODUCTION

Depuis prés de 30 ans de nombreuses expériencesllege et au lycée, ont été menées sur
la mise en ceuvre de problémes de recherche emr dassmathématiques. Un des enjeux est
de mettre I'éleve dans une position de chercheupdumettant, sous certains aspects, la
reproduction de l'activité du mathématicien. Daosentravail, nous étudions les processus de
recherche de différents publics (mathématicieres;ed, étudiants) engagés dans la recherche
d’'un méme probléeme non résolu en théorie des naniNetre objectif est de mettre en
perspective les différents processus de rechefahde@développer et enrichir des ingénieries
favorisant I'activité de recherche mathématiquedléses et des étudiants dans le cadre de la
recherche de probléme, en prenant en compte lededla dimension expérimentale dans le
processus de recherche.

Nous avons choisi le domaine de la théorie des nesnprincipalement pour deux raisons.
Tout d’abord, c’est un domaine mathématique redatient familier pour les éléves qui
contient de nombreuses questions ouvertes. Nousgmsuainsi trouver un méme probleme a
proposer a des éleves et a des mathématicienduBdathéorie des nombres est un domaine
des mathématiques ou la dimension expérimentaleinggbrtante dans le travail des
chercheurslLe probléme que nous avons choisi pour conduirte @gtide est la conjecture
d’Erdés-Straus (Erdés, 1950). L’énoncé est le suivaPour tout entier naturel, on peut
trouver des entiers non nwsy, z(non nécessairement distincts) tels que=ik + 1k +1/z.

Ce probleme répond aux critéres que nous avonsuefalisque c'est un probleme non résolu
par la recherche mathématique, a portée des é\v@amtenant un caractére expérimental, a
savoir faire des aller et retours entre des egsais différentes valeurs de des formulations

de conjectures et I'élaboration de preuves.

Notre travail s’articule autour de trois grandssaxéétude mathématique de la conjecture, le
suivi du travail d’'un mathématicien sur la résalatide ce probleme et les expérimentations
avec des éléves. L'affiche que nous avons expagéenie les recherches d'un mathématicien
et les travaux d'un groupe d'éleves de terminaknsfique sur leur étude respective de la
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conjecture d'Erdds-Straus. Elle montre égalememt nmnse en perspective de ces deux
recherches grace a un outil méthodologique spéefiqine analyse en termes de gestes de la
recherche.

GESTES DE LA RECHERCHE

La notion degeste en mathématiques a été étudiée et développée kwsquhie des
mathématiques pour discuter des problemes de fogmismdes pratiques mathématiques et
de leur développement (Cavailles 1938, Chéatele8,1Bailly & Longo 2004). En appui sur
ces travaux, nous avons adapté et développé lamndégestepour étudier les processus de

recherche en mathématiques. La définition que netesons est la suivante :
Un geste est un acte de mise en relation d'objet$ématiques dans une intentionnalité. C’est une
opération qui s'accomplit en s'incarnant dans umalunaison de signes, soumise aux regles d’emgloi d
ces signes. Il posséde un pouvoir de créer dapossibilité d’ouvrir le champ des possibles dans le
travail mathématique, en saisissant l'intuition mayen d'un geste dans I'expérience. (Gardes, 2013,
p.155)

La notion degestede la recherche permet de prendre en compte lkengiion active d'un sujet
qui cherche, le role de lintuition et les aspatitdectiques de l'activité mathématique, en
particulier entre I'acquisition des connaissandee eléveloppement d'heuristiques. Pour la
recherche de la conjecture d'Erdds-Straus, noussadentifié sept gestes de la recherche :
désigner des objets, réduire le probléeme aux nanpremiers, introduire un parameétre,
construire et questionner des exemples, effectegrcdntrdles locaux, transformer I'équation
initiale et implémenter un algorithme (Gardes, 201Be analyse des processus de recherche
en termes de gestes nous a permis de montrer cdnamenjet agit pour avancer dans I'étude
d'un probléme. Nous présentons ci-dessous la muhetun mathématici€het d'un groupe
d'éléves de terminale scientifiqtie

Dans la recherche du mathématicien que nous awivis Isous avons identifié six gestes de
la recherche (tous sauf transformer I'équationialelt. Son processus de recherche est
complexe et les avancées dans I'étude du problemgmvoquées par un systeme de gestes,
ces derniers s'appelant les uns les autres dandisation.

Exemple Pour obtenir I'identité du résultat principal ds secherch€$, le mathématicien a
implémenté de nombreux algorithmes, & partir deodiastruction et du questionnement de
nombreux exemples de décomposition de gbdur des valeurs de données, et grace a la
désignation des nombres en jeu (par exemple troguerd est un diviseur derg). Les
hypothéses du résultat divisen? et 4n- 1 divisen + 4d) sont obtenues par questionnement
de la nature des nombres en jeu, elles permetesguder qug, y etz sont des entiers.

Dans la recherche des éléves de terminale scamdifjue nous présentons, nous avons relevé
guatre gestes de la recherche (réduire le probléaxe nombres premiers, construire et
guestionner des exemples, effectuer des contrétesik, désigner des objets). Ce sont les
gestes qui émergent au sein d’'une démarche deegg@Eimental et qui favorisent sa mise en
ceuvre.

Exemple A partir de décompositions poar= 3,n = 6,n = 12,n = 16 etn = 18 (geste
construire et questionner des exempléss éleves ont formulé et testé plusieurs caonjes
avant d'établir et démontrer, a l'aide de la natlee nombres en jeu (gestéfectuer des

70 Nous la présentons ici succinctement. Pour géudétails, consulter Gardes & Mizony (2011), Garde
(2013) et la page internet de Mizony.

71 Nous la présentons ici succinctement. Pour gdudétails, consulter Gardes & Mizony (2011), Garde
(2010).

72 Soitn un nombre entier. S'il exista etd deux entiers non nuls tels gdalivisen? et 4n - 1 divisen +
4d, alors il existex, y, zdes entiers non nuls tels qua 4/1k + 1 + 1/z
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contrbles locauxle résultat suivant : pour les nombres pairgjuation d'Erdds-Straus a des
solutions.

CONCLUSION

Nos analyses montrent que cet outil est pertinent ptudier la question de la transposition
du travail du chercheur (Gardes, 2013). Les gegtestifiés dans les recherches des
mathématiciens sont également relevés dans legerdws des éléves, quand ces derniers
disposent des connaissances mathématiques fauvolisanémergence. Par exemple, nous
avons relevé que le gestaplémenter un algorithma'émerge pas dans les recherches des
éléves. Une hypothése est que les connaissancdgmaiques sous-jacentes (notions
algorithmiques, programmation) sont difficilemendhiiisables par les éleves, voire absentes
de leur milieu objectif. La notion de geste de la recherche permet delprean compte les
aspects dialectiques de lactivité de rechercheeetd mobilisation, I'acquisition de
connaissances mathématiques et le développemeanirdtiques. En effet, 'émergence d’'un
geste est favorisée, d’'une part par la mobilisates connaissances mathématiques sous-
jacentes, et d’autre part par la nature de la démeade recherche mise en ceuvre. En retour,
sa réalisation au sein d'un systeme de gestes quevdes avancées dans la recherche,
notamment |'élaboration de résultats partiels, etnet d’approfondir les connaissances
mathématiques mobilisées et de développer desstigugs de recherche. Pour le chercheur
en didactique, la prise en compte d'un systeme esteg contribue a l'analyse de la
complexité des processus de recherche mis en auweurs d’'une résolution de probléme,
ainsi que de celle du travail mathématique effeutiduit.
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PAGE INTERNET DE MIzZONY : http://math.univ-lyonl.fr/~mizony/(document : Sur la
conjecture d’Erdos-84us).

73 L'expérimentation a eu lieu avant lintroductiole I'algorithmique dans les programmes de
mathématiques du secondaire.
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