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Résumé

Nos recherches visent a étudier la question deatesposition du travail du mathématicien,
via I'analyse de processus de recherche de ches;héléves et étudiants sur la recherche
d’'un méme probléme non résolu : la conjecture dB+Btraus. Ce travail didactique s’appuie
sur des analyses mathématiques et épistémologiquesnous ont permis d’identifier
différents aspects du travail du mathématicienest @éments moteurs dans I'avancée de ses
recherches. Cela nous a conduite a développertiannde « geste » de la recherche pour
décrire, analyser et mettre en perspective lesegsus de recherche des trois publics. Ces
analyses ont mis en évidence les potentialités mlgme pour créer une situation de
recherche de problemes pour la classe, placagtdess dans une position proche de celle du
mathématicien. Les analyses didactiques se sontyapp sur la construction d'une telle
situation puis sur sa mise a I'épreuve dans unext@tde laboratoire avec des éleves de
terminale scientifique. Dans cet article, nous oretten évidence la méthodologie générale de
la recherche, structurée selon les différents nesdéé milieux (Bloch, 2002), et en particulier
la construction d’un milieu favorisant I'émergerdeegestes de la recherche.

Mots clés
Dimension expérimentale des mathématiques, probtesmecherche, processus de recherche,
théorie des nombres, conjecture d’Erdds-Straus.

I NTRODUCTION

De nombreuses recherches en didactigue des mathaesase sont intéressées, depuis pres
de trente ans, a la construction, la mise en ceewiéanalyse de dispositifs didactiques
permettant aux éleves de pratiquer des activitésaeerche mathématique (Schoenfeld, 1985
; Arsac, Germain, & Mante, 1988 ; Duchet, 1996 eriter & Payan, 2003 ; Dias, 2008 ;
Giroud, 2011). lls mettent en évidence l'intérés dmseignants et des éleves pour ces
pratigues de classe (Arsac & Mante, 2007) maisedgaht les difficultés de mise en ceuvre et
les freins au développement des problemes de ahen classe (Aldon et al., 2010). Nos
recherches s'inscrivent dans la continuité de aewatix, en partageant notamment
I’hypothese suivante :

Il est possible de reproduire chez I'éleve certaiggects du travail du chercheur en le

mettant dans des situations appropriées. (Tiss&B888)
De cette hypothése, sont nées les questions atdd notre travail : que veut dire
concretement mettre les €léves en position de lseer®? Que peut-on transposer de I'activité
de recherche d’'un mathématicien ? Comment consturirmilieu riche favorisant I'activité
de résolution de problemes de recherche en claBmrir?étudier ces questions autour de la
transposition du travail du mathématicien, nothegche s’est centrée sur I'analyse de processus
de recherche de chercheurs, éléves et étudiants secherche d’'un méme probléme non résolu :
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la conjecture d’Erdds-StraisNotre hypothése est quia mise en perspective des différents
processus de recherche permettrait de dégager léeserds pour développer, dans
'enseignement, des pratiques mathématiques s'@mpuge maniere effective sur la
résolution de probleme de recherche. De cette hgget est né un questionnement de nature
épistémologique et didactique. Nous nous sommesragée spécifiquement sur ce que lI'on
pourrait apprendre du travail mathématique effediéls chercheurs pour développer et
enrichir des ingénieries favorisant I'activité decherche mathématique des éléves et des
étudiants dans le cadre de la résolution de pradseme recherche. Plus précisément, I'étude
épistémologique porte sur la nature de l'activitérecherche mathématique professionnelle et
la maniere dont elle est pratiqguée par les chershétobjectif épistémologique central est
d’identifier des éléments invariants potentiels gléiactivité de recherche mathématique a
travers des témoignages de mathématiciens et ersrée/ suivi du travail de mathématiciens.
L’étude didactique consiste, elle, a l'identificati des éléments pour la construction d'un
milieu riche favorisant la résolution de problémesrecherche dans les classes.

La méthodologie de recherche que nous avons érls@appuie sur l'interaction de trois
poles (mathématique, épistémologique et didactjgetege structure en trois phases selon les
modéles de milieux de Bloch (2002) :

- Une étude d’épistémologie contemporaine qui comstitre la lecture des travaux
de recherches contemporains sur la conjecturetet pmpre travail mathématique, a
suivre des travaux de recherche de chercheurstain nascendi » sur la conjecture
d’Erdds-Straus (milieu théorique épistémologiquesearnss de Bloch).

- La construction d’'une situation didactique de reche autour de la conjecture par
des allers et retours entre le milieu théoriquée enilieu expérimental a priori (au
sens de Bloch), en particulier grace a la mise evreale pré-expérimentations.

- Une expérimentation de type laboratoire en classdedminale scientifique pour
mettre a I'épreuve la situation didactique élabdmmfrontation a la contingence au
sens de Bloch).

La premiére partie de cet article présente lesyapalmathématique et épistémologique.
Dans un premier temps, nous résumons l'analyse émattique du probleme de recherche
choisi, réalisée a partir d’articles de la littérat existante d’'une part et a partir de I'étude des
recherches récentes de deux chercheurs d’autreD@ars un second temps, nous présentons
'étude épistémologique avec lidentification develis aspects de l'activité de recherche
mathématique a partir de témoignages de mathémmadicj la construction d'une grille
d'analyse des processus de recherche et le déeslmpp de la notion dgestede la
recherche ; la mise a I'épreuve de cette grillelssitravaux de deux chercheurs. La seconde
partie de l'article est consacrée aux études dulaes, scindées en phases : construction
d’une situation didactique de recherche autourrdblpme de recherche choisi et son analyse
a priori, mise en ceuvre d'une expérimentation en contegtdaboratoire et analyses
posterioride I'expérimentation avec notamment I'analyse glesessus de recherche mis en
ceuvre par les éléves dans leur recherche a I'adi grille construire et I'analyse du milieu.

ANALYSE MATHEMATIQUE ET EPISTEMOLOGIQUE

Dans cette partie nous rendons compte des travaeixgus avons conduits pour élaborer le
milieu théorique (au sens de Bloch) de la situatapérimentale autour de la conjecture
d’Erd6s-Straus. Dans la premiere partie, nous réssm’analyse mathématique de la
conjecture d’Erdds-Straus que nous avons effecnéétudiant et en articulant les résultats

1 ’énoncé du probléme est donné a la page suivante.
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anciens et nouveaux sur le probleme. Dans la secpadie, nous présentons l'analyse
d’épistémologie historique et contemporaine quesnamons conduite sur I'activité de
recherche mathématique d’une part, et sur la caned’Erdés-Straus d’autre part.

Premiere partie : analyse mathématique

La méthodologie de I'analyse mathématique s’esicirée selon trois études : I'état de I'art
du probleme, I'étude des travaux récents de deaxchlurs et I'analyse des articulations
entre les différents résultats. Aprés une brevegmiation du probleme et de ses principaux
résultats, nous résumons ici les travaux des deescheurs : Thépault, amateur de problemes
mathématiques et Mizony, chercheur (retraité) aiNdrsité Lyon 1.

Présentation du probleme et des principaux résutat

Le probléme choisi est une conjecture formuléegrdds et Straus en 1950.

Probléeme 71.

La relation:

a-t-elle des solutions en entiers z, y, z > 1, pour tout entier
n > 2? (hypothése de Strats et P. Ernos).

Figure 1 — Enoncé de la conjecture d’Erdos-Stretsifs, 1963)

Plusieurs mathématiciens, entre 1950 et 2011 sk intéressés a la recherche de cette
conjecturé. Nous présentons ici les trois résultats principau

Résultat 1: L'équation d’Erdds-Stradsa des solutions polynomiales arpour toutn non
congrual, 13 1%, 17, 1%, 23 modulo 840.

Résultat 2: Pourn congru & 1, 14 1%, 17, 1%, 23 modulo 840, il n'existe pas de solutions
polynomiales em lorsquen parcourt I'une de ces progressions arithmétiques.

Résultat 3(Swett, 1999) : L'équation d'Erdds-Straus a ddstisas pour toutn inférieur a

10",
Recherches de deux chercheurs : Thépault et Mizony

La démarche de recherche de résolution de la donged’Erdds-Straus de Thépault a été la
suivante :
1. Restriction den entier naturel & nombre premiér Soientn un nombre premier ét
un nombre entier. Alom =4k + 1 oun =4k + 3.
2. Pourn=4k + 3, il donne la solution polynomiale suivante :
4 1 1 1
n (4k+3)(k+ 1D((dk+3)(k+ 1)+ 1) * (4k+3)(k+1)+1 +k+ 1
3. Pourn =4k + 1, il donne une condition suffisante d'existedeesolutions a I'équation

2 Nous pouvons citer : Erdds (1950, 1963), Yaman(d865), Mordell (1969), Swett (1999), Schinzel (@0
Elsholtz & Tao (2011).

3 L'équation d’Erdés-Straus est la relatiom 4/ 1/ + 14 + 1/

4 Si I'équation admet, pour I'entier, le triplet &, y, 2 comme solution alors elle admet, pour I'enter le
triplet solution kx, ky, k2). Le théoréme de décomposition d'un entier en pitodle facteurs premiers assure
alors la réduction du probléeme aux nombres premiers
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d’Erdds-Straus.
Théoréme 1: Soitn = 4k + 1. S'il existea, b, deux entiers non nuls tels qoelivise
a2 et 4 - 1 divisebn + a, alors
4 1 4a—1 b(4a-1)
n  an * n(a+bn) a(a+ bn)
est une décomposition dendn somme de trois fractions unitaires.

4. Etude de la conjecture pour des familles de nombkepartir du théoréme 1, il a
montré que I'équation d’Erdds-Straus a des solatour tous les nombres impairs, a
I'exceptions des nombres de la forme 6k + 1 etn = 6k +49.

Les outils mathématiques utilisés par Thépault ablir ces résultats sont essentiellement
algébriques. En patrticulier, il transforme I'écréude I'équation initiale pour ramener le
probleme a la résolution d’'une équation du secaygtéavec une méthode « classique », a
savoir celle de la somme et du produit des radifuese fonction polynéme du second degré.

La démarche de recherche de résolution de la donged’Erdds-Straus de Mizony a été la
suivante :
1. Etude de la conjecture d’Erdds-Straus sous deumdsr.
Conjecture forte Pour toutn supérieur ou égal a 2, il existe y, z tels que
4In=1k+ 1hy+ 1hz
Conjecture faible Pour toutn supérieur ou égal a 2, il existe y, z tels que
4in=1hx+ 1 + 1/z
2. Pour chaque forme de conjecture, il donne une tiondsuffisante d’existence de
solutions a I'équation d’Erd6s-Straus.
Théoréme 2(pour la conjecture fort2) Soitn un nombre entier. S'il existe, d, deux
entiers tels qud divisent et 4n - 1 divisen + 4d, alors
4 1 4m-1 (4m-1)d
—=—+
n mn mn+d (mn+d)mn
est une décomposition den somme de trois fractions unitaftes
3. Etude algorithmique de la conjecture d’Erdds-Stralig construit un programme de
vérification de la conjecture pour tauk 10". Il améliore ainsi le résultat 3.
Résultat 3 bis(Mizony, 2010) : L'équation d'Erd6s-Straus a d@atens pour toun
inférieur a 16,
Pour établir ces résultats, Mizony a utilisé desl®od’arithmétique modulaire (congruences,
diviseurs, nombres premiers, etc.), d’algorithmiqude programmation.

A travers ce bref résumé de I'analyse mathématiagida conjecture d’Erdds-Straus, nous
voulons mettre en évidence trois points essenfia@st d’abord, au vu des résultats 1, 2 et
3bis, les recherches sur la résolution de la ctunjegeuvent étre résumées ainsi : il reste a
démontrer I'existence de solution & I'équation ptaut nombre premien congru a1, 1%,

13, 17, 1%, 23 modulo 840 et plugrand que 1Y. Le probléme majeur qui subsiste, c’est
de réussir a trouver une forme générale de solitpmur ces classes de nombres. Il s’agit
d'un probleme de résidus quadratiques. Ensuiteyd& montre une diversité des domaines
mathématiques et des méthodes utilisées par ld&maticiens dans leurs recherches sur la
conjecture. Certains travaux se situent dans lenphde I'arithmétique modulaire et d’autres
relevent de l'arithmétique des polynémes dans Z{24gncernant les recherches récentes que
nous avons recueillies, Thépault a eu recours @dtis algébriques simples (équations du
second degré) et Mizony a étudié le probleme dlyoiguement et en arithmétique
modulaire. Enfin, cette étude mathématique montré gst possible de proposer un travalil
de recherche sur la conjecture d’Erdds-Straus &léess de lycée et a des étudiants en début

> Un théoréme similaire est énoncé pour la conjedaible. Nous renvoyons le lecteur a (Gardes, 2018}).
® Remarque : les théorémes 1 et 2 sont équivalante ghangement de variatdes m etb = n/d.
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d’'université. En effet, les outils mathématiquesbiti@és dans I'exploration du probleme
(nombres entiers, calcul fractionnaire, divisijicongruences, nombres premiers, etc.) sont
a priori naturalisés deés les classes de college et seendyatrformants pour avancer assez
loin dans la recherche du probleme.

Deuxieme partie : analyse eépistémologique

Notre référence pour définir I'activité de recher@n classe est le travail des mathématiciens.
Des recherches en didactique se sont déja intéesaé caractéristiques de l'activité de
recherche du mathématicien. Citons par exemplérde@aux de Tisseron (1998) ou ceux de
I'équipe Maths a modeler (Grenier & Payan, 2003er(&r, 2012).
Dans son quotidien, un chercheur va faire des ®ssésoudre des cas particuliers,
calculer, dessiner, étudier des conjectures, chageadre ou de registre, se poser une
nouvelle question, mais aussi s’informer sur ceayeié fait, échanger et débattre avec
d’autres chercheurs. (Grenier, 2012, p. 1355)
Dans cette citation, nous distinguons des actioasndtures différentes : des actions
intrinseques a la recherche d’'un probléme (faire elgsais, résoudre des cas particuliers,
étudier des conjectures, changer de cadre, etadpstactions extrinseques telles que les
échanges au sein de la communauté mathématiques D@Ere recherche, nous nous
intéressons plus spécifiguement a l'activité effectde recherche du chercheur lorsqu’il
cherche un probleme mathématique. Nous cherch@malgser les processus de recherche
mis en ceuvre dans les actions intrinseques, cdsegpar exemple comment un chercheur
va faire des essais, pour quelles raisons, comihgatles exploiter, quelles avancées cela
entraine pour ses recherches, etc. Nous vouloesd#igager des éléments invariants dans les
processus de recherche mis en ceuvre par les chesati@ns une recherche de probleme.
Pour cela, nous avons choisi de mener une analygpistmologie historique et
contemporaine sur l'activit¢ de recherche mathéquati d'une part et une analyse
d’épistémologie contemporaine sur la conjecturerdb8-Straus d’'autre part. Dans un
premier paragraphe, nous donnons les résultats plemiére étude sur I'activité de recherche
mathématique. Dans un second paragraphe, nous\fimésda notion dgestede la recherche
puis la construction d’'une grille d'analyse desgassus de recherche. Dans un troisieme
paragraphe, nous mettons a I'épreuve cette giile pnalyser les processus de recherche des
deux chercheurs (Thépault et Mizony) sur la conject’Erdds-Straus.

Résultats de I'étude d’épistémologie historiquecehtemporaine

Pour mener cette étude, nous avons choisi de néféser a des textes historiques et
contemporains de source primaire, c'est-a-dire destes autobiographiques de
mathématiciens sur le processus de découverteimeediion mathématique (Poincaré 1908,
Hadamard 1945, Fehr 1908, Nimier 1989, Villani 20120us avons également étudié plus
particulierement I'heuristique de la découverteaétipdes ouvrages de Polydow to solve it
(1945) etMathematics and plausible reasoni(P54) et d'un essai de Lakatd¥oofs and
refutations(1976). A partir de I'analyse de ces témoignagesnathématiciens, nous avons
identifié différents aspects du travail du chergheusituation de recherche :

- un processus en quatre étapes ou s’alternent dsgephe travail « conscient » et des
phases de travail « inconscient », avec des méshieleecherche différentes dans les
phases d’invention et les phases de rédaction ;

- le réle central de l'intuition dans la création m&nhatique ;

- le réle d’'une certaine sensibilité dans le chomndprobleme et dans la maniere de le
traiter ;

- le réle de la communauté mathématique dans le gsasede création et en
particulier, des collaborations entre pairs ;

- le processus dialectique de 'activité de rechermathématique entre la mobilisation,
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'acquisition de connaissances et le développenmEméuristiques (par exemple

limportance de faire des liens entre les notides, problemes déja résolus, les

méthodes, les domaines mathématiques, etc.) ;

- le caractére expérimental des heuristiques dévékspgans la résolution de probléme

de recherche.
Ces différentes caractéristiques du processus amidérte mathématique mettent en avant la
dimension active de l'activité de recherche mathémua. Pour étudier plus finement les
processus de recherche mis en ceuvre par un sofedmi® a la résolution d’'un probléme de
recherche, il nous semble ainsi intéressant dexyiemprendre les aspects suivants : le role
de lintuition (peut-on la provoquer ? si oui, commh la provoquer ?), I'importance du
processus dialectique connaissances/heuristiquasnient y avoir recours ? comment le
mettre en ceuvre ?) et les ressorts de la dimersiparimentale (comment la favoriser ?
comment permet-elle d’avancer dans la recherche drobleme ?). Pour cela, nous avons
développé la notion de « geste » de la recherckeengus présentons dans le paragraphe
suivant.

Geste de la recherche et construction d’une grill@nalyse des processus de recherche

La notion de « geste » issue de la philosophientithématiques nous a semblé pertinente a
développer pour analyser I'activité effective deherche d’'un probleme mathématique, dans
la mesure ou elle permet de prendre en comptenmiardiion active de la recherche, le réle
central de lintuition dans le processus de créateh les aspects dialectiques entre la
mobilisation, I'acquisition des connaissances atdeecloppement d’heuristiques. Pour mettre
en évidence ces éléments, nous nous sommes appuryémis réféerences philosophiques
développant la notion de « geste » en mathémati@imsilles, Chatelet et Longo).

Cavalillés introduit la notion de geste dans sa menthése en philosophie des
mathématiquesMéthode axiomatique et formalisn{&938, réed. 1981) pour discuter du
fondement des mathématiques mais également déguaimathématiques. Il distingue deux
facettes dans un geste: la manipulation de signathématiques, soumis a des regles
d’emploi (geste qualifié deombinatoirepar Cassou-Noguées (2001)) et un acte de pensée
(geste qualifié dpératoirepar Cassou-Nogues (2001)). Cavailles définit l&xngnce comme
un systeme de gestes et Cassou-Nogues précisejators 'expérience mathématique serait
un double systeme de gestes : gestes combinatiares les espaces combinatoires, gestes
opératoires dans les théories mathématiques » q@Cdsgues, 2001, p. 13). Ce ne sont pas
deux actes distincts mais un seul acte qui se @éptamme combinatoire et opératoire. Le
geste, au sens large, est alors une combinais@mgdes, qui, pour qui sait lire, réalise une
opération mathématique. Cavaillés reconnait unwioer unité des gestes combinatoires et
opératoires.

La mathématique ne quitte pas le monde sensible estianalyse sans fin du noyau des

gestes sensibles. [...] la pensée est immanergeste. (Cavaillés, 1994, p. 579)

Enfin, pour Cavalilles, le pouvoir de créer, quiligg I'extension de I'expérience et le
développement des théories, semble déterminé copaunir de gestes dans I'expérience,
c’est-a-dire comme pouvoir de gestes combinatoitessou-Nogués reprend cette idée en
s’appuyant sur le processus de résolution de pr@depar un mathématicien. Il avance deux
éléments pour guider le mathématicien, I'exigenes groblémes posés et une sorte de
prémonition du sens. Les notions exigées pourdaluéon du probleme sont pressenties et
reconnues proches, a la limite du champ constifiéc’est précisément pour saisir ces
notions, qui le hantent, que le mathématicien erparte et teste des gestes. Le progrés dans
la résolution du probléme, c’est-a-dire I'extensdm I'expérience provient alors d’'un geste
qui capte ces notions dans I'espace combinatoit@liau moyen d’une combinaison de
signes, laquelle bouleverse le champ d’expériemaaere un nouvel espace combinatoire.
Pour Cassou-Nogues, l'unité des gestes opérat@tesombinatoires se réalise dans
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I'’émergence de la pensée dans le geste, détermaréeette possibilité de capter une notion
pressentie dans un champ d’expérience au moyeng#ste dans I'expérience. Le « geste »
permet ainsi de saisir l'intuition puis de la met&en oceuvre afin de faire progresser le
développement des mathématiques.

La notion de « geste » chez Chéatelet (1993), queral et prolonge celle de Cavaillés,
est relativement complexe et semble plutét se méictiomme un systeme de gestes :

C’est une propulsion, qui se referme en une impua|si’'un méme geste qui décape une

structure et réveille en nous d’autres gestedd.(fhi32)

Le geste inaugure une lignée de gestes. (Ibid) p.32
Comme chez Cavalillés, le « geste » chez Chatele¢ méduit pas a I'acte mais comporte une
intentionnalité.

Le geste n'est pas un simple déplacement spatialdécide, libere et propose une

nouvelle modalité du « se mouvoir » ; [...] on géagtre du geste avant de le savoir. (Ibid.

p. 31)
Dans le travail mathématique, il ouvre le champ piessibles et permet de progresser dans
I'élaboration de nouveaux concepts. Bailly et Lopgécisent ainsi qu'il n’est « pas étonnant
gue les concepts les plus généraux et les plusadgbsten mathématiques et en physique,
s’enracinent “en premiére instance” dans I'expémemotrice et que ce soit “le geste” qui en
permette le développement en méme temps qu'il gelnabstrait soit-il lui-méme devenu,
I'élaboration de nouveaux concepts » (Bailly & Long@003, p. 13). Selon ces auteurs, trois
gestes semblent avoir présidé a la naissance desepts les plus fondamentaux des
mathématiques et de la physique : celui des déplacts pour I'espace (et le temps), celui de
la caresse pour le continu, celui de l'itératidmiitée pour I'infini (et le nombre). Longo
insiste sur I'action motrice du geste :

Le geste, qui commence par I'action motrice, emeda signification entre nous et le

monde, a l'interface entre les deux. (Ibid. p. 4)

Et le geste, en tant qu'action élémentaire, mampiexe, du vivant, est a l'origine de

notre rapport a I'espace, de nos tentatives dgdiuiser, de la géométrie, donc.

(Ibid. p. 8)
Longo montre alors en quoi cette notion de « gesst intéressante pour I'enseignement des
mathématiques :

Dans ce cas [le concept de nombre réel], I'intoifioécede la structure mathématique et,

ensuite, elle en est enrichie et précisée. Un matiéien comprend et communique a

I'éleve I'appréciation du continu, par le geste, ckerriere le geste, les deux partagent cet

acte d’expérience ancien ; par des gestes et diss fBaseignant peut (et doit) introduire

a «[...] tout ce parler dans les mains [...] ré8exux initiés » dont parle Chatelet (1993,

p. 34). La re-construction conceptuelle rigoureesenécessaire, bien évidemment [...]

mais I'enseignement doit aussi faire vivre a I'éléiexpérience de l'intuition, de ce

« Voir » qui est au cceur de toute pratique scigogf (Bailly & Longo, 2003, p. 15)
Les gestes permettent donc de saisir l'intuition guécéde et suit la construction
conceptuelle. On retrouve ici un certain pouvoicdeation par les gestes.

A la lecture de ces textes philosophiques, nousncgts la définition suivante de
« geste » de la recherche :

Un geste est un acte de mise en relation d’objethématiques dans une intentionnalité.

C’est une opération qui s’accomplit en s’incarndahs une combinaison de signes,

soumise aux regles d’emploi de ces signes. Il plessé pouvoir de créer dans sa

possibilité d’ouvrir le champ des possibles dansrd@ail mathématique, en saisissant

I'intuition au moyen d’un geste dans I'expérien@@ardes, 2013, p.155)
Deux caractéristiques nous semblent essentielles cette définition pour notre recherche.
La premiere est la double facette unifiée du gégéste sur les signes et gestes sur les
idéalités) qui lui confere un pouvoir de créer densavail mathématique. Il prend en compte
le réle de I'intuition dans la création mathémadéiglécrite par de nombreux mathématiciens.
Identifier les gestes dans l'activité d’'un mathémah pourrait permettre ainsi de caractériser
les éléments marqueurs de progression dans leuendee. Notons également que ce pouvoir

Gardes Actes du séminaire national de ’TARDM — Novembr&420 278



de créer, de saisir une intuition par un gestelessirsignes, se réalise dans un processus
dialectique entre organisation, acquisition de esances et développement d’heuristiques.
La seconde caractéristique du geste est sa dinmeastive, il s’agit d’'une action au cceur du
travail mathématique. Dans une perspective soanstoactiviste de I'apprentissage, cette
notion nous semble donc pertinente pour décrisnalyser I'activité mathématique effective
d’un sujet confronté a la résolution d’'un probledeerecherche.

D’un point de vue didactique, nos travaux s’insenvdans la lignée de ceux de Dias
(2008) qui a déja repris cette notion de gestestEmiologiquement, cet auteur a choisi de
parler d’expérimentation en mathématiques a la éoende Cavailles comme d’'un double
systeme de gestes (combinatoire et opératoiredsanvisageant dans une dialectique qui les
associe. Il considére lintersection des espaceératpire (ou se situent la théorie
mathématique et les opérations produits de la p¢rtécombinatoire (ou se construisent les
signes sensibles et leurs régles d’emploi) paujet $ui-méme : « c’est en effet le sujet lui-
méme, celui qui écrit et qui pense, I'auteur unigeeces gestes » (Dias, 2008, p. 38). Cette
représentation permet de faire apparaitre I'expédenathématique comme un dialogue du
sujet avec les objets, ou ces objets ne sont revidides et accessibles que par les actes
portant sur eux. En important ce modéle dans lemphalidactique, I'auteur montre
l'importance de créer un milieu propice a ce dia®gour « faire faire des mathématiques »
(au sens de Conne, 1999). Dias montre aussi gu®diele de « geste » peut rendre compte
de l'aspect actif de [lactivité mathématique ainpie du processus dialectique de
mobilisation, acquisition des connaissances et Idppement d’heuristiques (notamment
dans la dialectique objets sensibles/objets thées)y Cependant il ne l'utilise pas pour
'analyse de l'activité des sujets. Dans notre diavnous voulons utiliser cette notion de «
geste » a une autre échelle : celle de l'analysé&ralail effectif d’'un sujet confronté a la
résolution d’'un probléme de recherche.

Pour étudier ces processus de recherche, noussmmgpone analyse a deux niveaux.
Dans un premier temps, nous effectuons une anglgbale de ces processus grace a un outil
meéthodologique développé dans une recherche préteed€ardes, 2010), basé sur une
articulation entre une analyse en termes de dirmpasbrganisatrice et opératoire (Battie,
2003) et une prise en compte du caractere expé@amemn jeu dans le probleme.
L’exploitation de cet outil méthodologique permdtune part de spécifier la nature des
procédures mises en ceuvre par un sujet confrdatéégolution d’'un probleme de recherche,
notamment en mettant en évidence les connaissamth€matiques mobilisées ; d’autre part
d’effectuer une comparaison des processus de ehate publics différents. Ce premier
niveau d’analyse des processus de recherche pdentieinner des éléments sur la nature des
processus (relevant d’'une démarche théorique, expeétale, en algebre, en arithmétique, en
algorithmique, avec quelles visées, etc.) et derdéher des premiers éléments comparatifs.
Cependant, il ne permet pas d’analyser finemetralail effectif de recherche d’'un sujet en
situation de résolution de problemes de rechershearticulier les éléments qui permettent
concrétement une « avancée » dans la rechercheodliéme. Pour cela, nous réalisons une
seconde analyse s’appuyant sur la notion de « geflans ce paragraphe, nous développons
spécifiguement cet outil méthodologique.

Dans notre recherche, la notion de « geste » decleerche est un outil pour décrire et
analyser le travail mathématique effectif d’'un sujehercheur, éleve, étudiant) dans la
recherche d’'un probléme. D’'une part, elle permetddtre en évidence certains aspects du
travail du chercheur que nos analyses épistémalegiqnt identifiés : le role de lintuition, le
réble de la dimension expérimentale des mathématigeie I'importance d’'un travail
dialectigue entre la mobilisation, I'acquisition dmnnaissances mathématiques et le
développement d’heuristiques. D’autre part, lagwfiile « geste » de la recherche permet de
mettre en évidence la maniére dont un sujet agilesprobleme afin d’avancer dans son
étude. Nous identifions deux marqueurs d’avancentmts I'étude d'un probléme de
recherche. Nous empruntons le premier a Giroud1(PQdi considere que :
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Il y a avancée dans la recherche lorsque la coiocepes éléves sur le probleme est

modifiée. Par exemple, lorsqu’'un nouveau probléstef@mulé, une nouvelle relation

entre deux problémes établie, un nouvel exempldyitioune nouvelle représentation

utilisée, etc. (Giroud, 2011, p. 118)
Pour la recherche sur la conjecture d’Erdés-Streasnudre un probléme auxiliaire en lien
avec la conjecture, simplifier la conjecture, rédwu limiter la recherche, le poser dans un
autre cadre, etc., seront des indices de progreskola recherche. Le second marqueur
d’avancée de la recherche est la production ddtaésyartiels sur la conjecture d’Erdds-
Straus. Par exemple, trouver des valeurs delutions de I'équation d’Erdds-Straus, trouver
des identités assurant I'existence de décomposifpour des classes de hombres ou trouver
des conditions suffisantes ou nécessaires d’existda solutions.

En appui sur l'analyse mathématique de la conjectiErdos-Straus, sur les études
épistémologiques de [l'activité de recherche mathiéma et sur les premieres
expérimentations en classe de terminale scienéf{@ardes, 2010), nous avons identifié sept
gestes permettant d’analyser les processus dercbehmis en ceuvre par les différents sujets
cherchant cette conjecture :

- réduire le probleme aux nombres premiecsest ramener I'étude du probleme (pour

tout entiem) a une forme équivalente (étudier la conjectung poutn premier) ;

- désigner des objetsc’est représenter cet objet par le langage osigime (définition
du Petit Larousse 2001). Cela permet d’'indiquecipément la nature de ces objets ;

- introduire un parametre c’est I'introduction d’'un signe, dans une mochtiion des
écritures mathématiques, sans renvoi explicitecdjets qu’il désigne ;

- construire et questionner des exemplesest la détermination d’une méthode de
construction des exemples a partir de manipulatides objets mathématiques
naturalisés en jeu dans le probléme et un questinant de ces différents exemples
dans le but d’en dégager des informations ;

- effectuer des controles locaux’est vérifier les différentes étapes des madaipans
et combinaisons de signes dans les écritures matlggres ;

- transformer I'équation initiale c’est une transformation qui s’effectue par
équivalence de jeux d'écriture ;

- implémenter un algorithme traduire un algorithme dans un langage de
programmation.

Analyse d’épistémologie contemporaine sur la conjge d’Erdds-Straus : mise a I'épreuve
de la grille d’analyse

L’adjectif contemporain renvoie ici a la méthodagarticuliere de cette étude. Nous avons
recueilli et suivi des recherches « in statut nadiée> de chercheurs (Thépault et Mizony)
engages dans I'étude de la résolution de la caned Erdds-Straus. Aprés un court résumeé
de lanalyse globale de leurs processus de recherobus montrons, sur trois exemples,
'analyse locale que nous avons conduite gracenatian de « geste ».

L’analyse globale en termes de dimensions orgaiisatt opératoire montre que la
recherche de Thépault s’est effectuée dans un adébrique et théorique sans mise en
ceuvre d'une dimension expérimentale alors que taadéhe de Mizony a été de nature
expérimentale, en appui sur la manipulation etolastruction de nombreux algorithmes. Si
les chercheurs privilégient une démarche de rehbeparticuliere, ils ne déconnectent pas
leurs recherches de l'autre aspect. Thépault exeplei caractere expérimental du probleme
pour vérifier que I'’équation a des solutions poes familles de nombres et Mizony garde a
I'esprit la quéte d’'une preuve théorique de la eonjre. L'analyse a une échelle plus locale a

" Cette expression est empruntée a Pélya : «[n.]Jn@, en effet, jamais présenté tout a fait aiesi
mathématiques “in statu nascendi” (c’est-a-dirkesetju’elles sont lorsqu’on est en train de legmer) [...] ».
(Pélya, 1989, p. xv)
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l'aide de la notion de « geste » confirme cettédiéince dans la nature des processus mis en
ceuvre et ceci est lié a la nature des outils madtigoes mobilisés et au réle des objets en jeu
dans leurs recherches. Nous lillustrons, ci-dessada I'analyse de trois gestes de la
recherche utilisés par les chercheurs.

Geste 1 : Réduire le probléme aux nombres premiers
Cette réduction se fait a I'aide de deux proprié@hmeétiques.
Propriété 1: tout nombre admet un diviseur premier.
Propriété 2(multiplicativité) : si une propriété est vraieysadeux éléments de Z, alors elle
est encore vraie pour leur produit. Ici, c’est fapiétésatisfaire a la conjecture d’Erdds-
Straus, pour n entiequi est multiplicative.
Cette réduction est le premier geste de la reckegfflctué par Thépault et Mizony :

Il est clair que si pour un donné, il existe une solution, il existe égalemarg solution

pour tout multiple den et que le probleme se réduit a se pencher suadeod «

premier ». (Thépault, communications personnelle24imars 2010)

Si n vérifie la conjecture alofen également, car sidE 1 + 1 + 1z alors 4kn = 1kx

+ 1ky + 1kz Ainsi tout multiple d'un nombre premier vérifidat conjecture la vérifie

aussi. [...] Mais comment trouver une décompositjénérique pour tout nombre premier

? (Mizony dans Aldon et al. 2010)
Dans leurs raisonnements, les chercheurs mette@idance le caractére multiplicatif de la
propriété pour effectuer la réduction aux nombresmiers mais ne précisent pas que cela
reléve également de I'existence, pour tout entfeny moins un diviseur premier. Cependant,
il est clair que ces deux connaissances sont reablis par les chercheurs et présentes dans
leur milieu. Ce geste est important dans leurseeattes car il permet de réduire le champ de
recherche de la conjecture. Pour Thépault, celpdunet de faire une réduction a I'étude de
deux classes de nombres (les nombres premiersoétagrtus a 1 ou 3 modulo 4, une partition
modulo 4 se réduit a I'étude de deux classes débrespet pour Mizony, cela constitue une
avancée dans sa recherche dans la mesure ou ets\abjt jouer un role particulier dans la
suite de ses travaux. En particulier, I'étude detaces nombres premiers, les nombres
premiers (non)-pythagoriciens, permettra de formlale€onjecture d’Erdos-Straus en d’autres
termes et de donner ainsi une nouvelle piste deerebe.

Geste 2 : Transformer I'équation initiale
Ce geste a été primordial dans les recherches éleatit.
Savoir, si pour um donné, je pouvais me servir d'une valeur auxdiaite z me
permettant de déterminer dans tous lesxcasy entiers en fonction de et dez. Je suis
arrivé a I'équation K + y)/xy = (4z — n)/zr], dans laquelle apparaissaient a la fois la
somme S et le produit P de ces deux inconnuespélitté communications personnelles
du 24 mars 2010).
Ce geste semble provoqué par la volonté de fornellprobléme dans un cadre qu’il connait
bien et dans lequel il sait mobiliser les objetshé@matiques ainsi que leurs concepts et leurs
propriétés. La transformation de I'équation ingiaju’il a effectuée va lui permettre, en
passant dans un cadre algébrique, de simplifigsgrddleme puis de trouver des résultats
partiels sur la conjecture. En effet, le probléragaméne a la résolution d’'une équation du
second degré avec une méthode « classique » agélgu’il connait bien, a savoir celle de
la somme et du produit des racines d'une fonctiolydme du second degré. Il utilise
ensuite cette méthode pour le traitement des n@imemiers de la formek4+ 3. Pour les
nombres premiers de la formk 4 1, il 'exploitera a nouveau mais elle demandmramont
un travail supplémentaire.

Geste 3 : Construire et questionner des exemples

Ce geste a été prépondérant et central tout audesgecherches de Mizony. En effet, sa
démarche de recherche a été de nature expéerimebeaexpériences se sont appuyées sur la
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construction d’exemples, c’est-a-dire la constauttile décomposition demdén somme de
trois fractions égyptiennes pour certaines valales puis sur I'étude de ces différents
exemples. Le role de ces expériences dans lesrcbelsede Mizony est double : d’'une part
I'exploitation de nombreux cas particuliers perrd&ffectuer des généralisations et d’autre
part, 'analyse fine d’exemples clés permet de mieamprendre les difficultés liées a la
preuve de la conjecture. La construction et I'étdde exemples se sont effectuées a l'aide
d’'algorithmes. Ce recours a I'informatique lui petrde construire de nombreux exemples en
temps limité. Or disposer de nombreux exemplesuasavantage, en particulier pour la
recherche de régularités. Ainsi, au sein de laluésa de la conjecture, ce geste de
construction et questionnement des exemples conduile nombreuses avanceées :
approfondissement des connaissances sur le prolg&ereparticulier des difficultés pour sa
preuve, ameélioration des algorithmes de décompuositet €laboration de résultats partiels sur
la conjecture.

Pour résumer, la nature des principaux gestesiidsntomme moteurs dans la recherche de
Thépault (réduction du probléme aux nombres prepigansformer I'équation initiale,
effectuer des contréles locaux) montre qu’il a pewaillé sur les objets mathématiques en
jeu. Il a en effet mobilisé des outils algébriqups ne favorisent pas le recours a la
manipulation des objets. Dans les procédures signutes mises en ceuvre, la nature des objets
auxquels réferent les symboles n'a pas d’'importatcelle peut étre mise de coté. Notons
cependant que Thépault ne I'oublie pas et contséke procédures algébriques a l'aide de
procédures sémantiques, notamment par un retcumature des nombres en jeu. Dans les
recherches de Mizony, la place des objets mathguesi est centrale. La nature des
principaux gestes identifies comme moteurs dansesdgrches (implémenter un algorithme,
désigner des objets, construire et questionneexiesiples) met en évidence qu'il a travaillé
en appui sur la manipulation et le questionnementet objets. Le fait que ses gestes soient
liés et s’appellent les uns les autres dans lelisedion montre que ce travail sur les objets a
favorisé la mise en ceuvre d'une démarche expératenprocessus non linéaire mais au
contraire dialectique entre expérience et théd?mur conclure, 'analyse des processus de
recherche des deux chercheurs nous permet d’icentiéux visées de la recherche sur la
conjecture d’Erdds-Straus : la quéte de la vérégdadconjecture (choix de Thépault) et la
recherche de décompositions effectives (choix deohll). Chaque visée privilégie des
dimensions organisatrice et opératoire particuieee favorise I'émergence de gestes de
nature différente : gestes dans I'espace combmaateis que la transformation de I'équation
initiale, I'introduction de parameétre et les cotglocaux pour la quéte de la vérité et gestes
opératoires tels que la construction et le quesaorent des exemples, la désignation des
objets et I'implémentation d’algorithmes pour lalverche de décompositions effectives.

Conclusion des analyses mathématique et épistémoigqge

Cette étude mathématique et épistémologique a pedmi confirmer le potentiel de la
conjecture d’Erdds-Straus pour I'objectif didactqgorincipal que nous nous sommes fixée, a
savoir, mettre les éleves dans une situation deerebe de problemes, en contexte scolaire,
proche de celle du mathématicien. Ces analyses remntd’une part la possibilité
d’'implémenter une situation de recherche autouadmnjecture d’Erdds-Straus en classe (a
partir du lycée) en prenant en compte différenpeets du travail du chercheur, et d’autre part
les potentialités de ce probleme pour analysepiesessus de recherche mis en ceuvre dans
une étude de résolution de probleme de recherchies [a partie suivante, nous présentons
une situation de recherche autour de la conjectiEgrdds-Straus, que nous avons
expérimentée dans un contexte de laboratoire aeg@léves de terminale scientifique. Nous
montrons ensuite les analyses des processus derceehmis en oceuvre par les éleves dans
leur étude du probléme, a partir de la notion deste » de la recherche.
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ANALYSE DIDACTIQUE

A partir des études mathématiques et épistémolegiguous avons construit une situation
didactique de recherche autour de la conjecturedd$=Straus et nous en avons fait une
analysea priori. Cette étude correspond a I'élaboration du modélenilieu expérimentad
priori (au sens de Bloch). Dans un premier temps, nomssagurévu différentes organisations
didactiques et identifier plusieurs variables ditaes pour des situations d’enseignement
selon différents criteres : le public concerné, dentexte d’enseignement, le niveau
d’enseignement, le temps disponible, etc. Dansegorgl temps, afin d’affiner notre analyse
a priori de la situation créée, nous avons mené des perimgntations. La mise a I'épreuve
des différentes variables de la situation a potirdieutester la robustesse de la situation et de
dégager des invariants mais aussi des phénomedastigues inattendus. La confrontation
entre les séances prévues et les séances rédlieanermis de faire un retour et d’enrichir
les études mathématique, épistémologique et dilectet en particulier, d’affiner la grille
d’analyse de l'activité de recherche effective daujet en résolution de probléemes. Le retour
des pré-expérimentations ont ainsi nourri les &utéoriques. Les difféerentes organisations
didactiques de la situation ont également pu étoelifiées, pour éviter un biais ou pour
pouvoir observer un phénomene particulier. Afin bderver et d’analyser précisément
I'activité de recherche effective des éleves eolud®n de probléemes, nous avons choisi de
mener une expeérimentation de type laboratoire, t-@atire hors-classe. Cette étape
correspond a la confrontation a la contingence adrec d’analyse de Bloch (2002). Le
contexte de laboratoire permet de neutraliser larpatre « classe » et ses conséquences
(temps limité, insertion dans le cours de I'ensaignnombre d’éleves) et de se focaliser sur
d’autres parameétres qui meéritent d’étre étudiés plu détail pour notre questionnement tels
gue linfluence du bagage mathématique sur la meblee l'influence de la recherche
individuelle sur la recherche collective et I'obs#ion de I'évolution du milieu objectif des
éleves. Nous avons ainsi construit un protocoleempental long (sur sept semaines) pour
dix éleves de terminale scientifique. Le scénagaette expérimentation de type laboratoire
s’est construit par des va-et-vient entre les éktimns théoriques mathématique et
epistémologique et 'analyse didactigau@riori qui s’est réalisée dans la mise a I'épreuve des
pré-expérimentations. Dans cet article, nous ptéssries résultats de I'analyaeriori de la
situation didactique de recherche créée autour alecdnjecture d’Erdds-Straus, la
caractérisation du milieu initial des éléves ptegpérimentation en contexte de laboratoire.
Nous exposons ensuite les résultats des analgseesteriori et en particulier celles
concernant les processus de recherche des éléi@goiition du milieu.

Analysesa priori

Dans un premier temps, nous avons déterminé ditieseprocédures mathématiques qui
pourraient étre mises en ceuvre par des élevegmdmdde scientifique engagés dans I'étude
de la conjecture afin d’établir des résultats p#stiCes procédures sont nombreuses et de
natures différentes. Nous les avons classées enagégories selon le premier geste de la
recherche effectué : des procédures exploratoues’gffectuent a partir de la construction
d’exemples et des procédures opératoires qui Sieappsur des manipulations algébriques.
Nous faisons I'hypothese que les procédures expioea sont plus efficaces pour avancer
dans I'étude de la conjecture et en particulieyrga production de résultats partiels. D’une
part, elles favorisent une démarche de type exgétae en appui sur la manipulation des
objets mathématiques en jeu, et dautre part efta# appel a des connaissances
mathématiques (notionnelles et heuristiques) digbes et mobilisables par des éléves de
terminale scientifigue. Nous avons également relevien privilégié entre les deux visées de
la recherche que nous avons identifiees et la @ates procédures. Les procédures
exploratoires sont associées a une étude de laatarg par recherche de décompositions
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effectives alors que les procédures opératoiresmonlégiées dans la quéte de la vérité de la
conjecture.

Dans un second temps, nous avons affiné I'anaypgori des processus de recherche
des éleves en mettant a I'épreuve notre grille allem® dans les pré-expérimentations.
L'analyse globale des processus de recherche emesede dimensions organisatrice et
opératoire montre que les éléves sont susceptieles&ngager dans deux types de recherche :
une recherche dirigée par la quéte de la véritia dmnjecture, de nature algébrique et peu
articulée avec le caractére expérimental du probleeh une recherche privilégiant la
construction de décompositions, de nature expétmemais peu articulée avec la phase
d’élaboration d’'une preuve. Méme si une démarche pesilégiée par les éleves, des
articulations et des interactions entre les depesyde recherche peuvent se réaliser et
permettre des avancées dans I'étude de la corgedtianalyse a une échelle plus locale, a
l'aide de la notion de « geste », a montré queouadt est pertinent pour étudier le travail de
recherche effectif des éleves et des étudianizeriinet en effet de mettre en évidence trois
éléments essentiels des processus de recherclem mesivre par les éléves dans I'étude de la
conjecture : l'origine des avancées de la rechelelaessorts de la dimension expérimentale
et I'apport d’un travail dialectique entre la madgltion de connaissances et le développement
d’heuristiques. Notons que nous avons identifié bpsegestes associés a des procédures
opératoires (introduire un parameétre et implémeutealgorithme) sont moins présents dans
les recherches des éléves. Nous I'expliquons pdifflaulté des éleves a mobiliser certaines
connaissances en algebre, algorithmique ou progediom

Dans un troisieme temps, nous avons déterminé ugenisation didactique et un
scénario possible pour mettre en ceuvre la situatiorlasse. Notre objectif étant de placer les
eléves ou étudiants dans une position relativenpeathe de celle d’'un chercheur en
mathématiques, l'organisation didactique de laasiten autour de la conjecture d’Erdés-
Straus s’est appuyée sur l'analyse épistémologigee I'activité de recherche des
mathématiciens. Plusieurs différences entre lgsi#st de recherche du mathématicien et les
activités de recherche des éleves ou étudiantoetexie scolaire montrent les limites de
cette référence au travail du chercheur professior@n peut citer par exemple la durée
d’'une recherche, le choix d’'un objet de recherchdaoraison sociale du chercheur, dont le
métier est de chercher. Cependant, de nombreuseglithe du travail des chercheurs
peuvent étre approchées et une organisation dijg&ctspécifique peut permettre sous
certaines conditions, la reproduction de la pasititun chercheur en situation de résolution
de problemes de recherche. En appui sur notre ssmapistémologique de l'activité de
recherche mathématique, nous présentons ces diféaspects du travail du mathématicien
et les choix gu’ils engendrent pour déterminerdanmisation didactique de la situation autour
de la conjecture d’Erd6s-Straus.

Les aspects du travail du chercheur sur lesquelss mmus sommes appuyée pour
élaborer I'organisation didactique d’'une situatitnrecherche autour de la conjecture sont les
suivants : le réle du temps, limportance et lesdalibés des échanges entre pairs,
'importance de la documentation, I'importance dasiionnement par rapport aux travaux
antérieurs et I'aspect jubilatoire de la créatiNipus avons alors fait les choix suivants pour
I'organisation didactique :

- proposer une recherche du probleme sur un temms brec plusieurs séances de

recherche de deux heures, afin de prendre en cdenfateteur « temps ouvert » ;

- construire un scénario composé de différentes ghakse recherche (phase de
recherche individuelle, phases de recherche colecpar groupes, phase de
production d’affiches, phases de mises en commuite etébat, phase de synthese)
afin de prendre en compte la dimension socialéadgité de recherche sous toutes
ses formes d’une part et d’approcher les différepteases du processus de création
mathématique d’autre part ;

- permettre l'acces a tout type de documentation dfapprocher I'importance du
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recours a la documentation dans une recherche matiggie ;

- ne pas faire travailler les éleves sur des traexistants sur la conjecture ;

- mettre en place, pour les éleves, des outils méthgjues pour assurer le suivi de
leur recherche : mémoire de leurs résultats, ceaten de traces écrites, synthese
des travaux, etc.

Nous avons ensuite déterminé huit variables digaes pour une situation de recherche
autour de la conjecture d’Erdos-Straus. Le choscd®iables didactiques et de leur valeur est
déterminant pour mettre en adéquation les conmaissaet outils mathématiques utiles a
'engagement dans le probléme avec le répertoise &i@ves. Nous listons ci-dessous ces
variables avec entre parentheses les différenteargaqu’elles peuvent prendre.
V1 - Statut épistémique du probleme (indiqué aéxe&d ou non indiqué aux éleves)
V2 - Lettres pour désigner les solutioaslt, c oux, y, 2)
V3 - Syntaxe de I'énoncé
V3a : aspects prédicatif et opératoire (syntaxec deeme prédicative, syntaxe avec
forme opératoire, syntaxe hybride articulant lgseats prédicatif et opératoire)
V3b : forme interrogative ou forme affirmative
V4 - Indication sur le domaine d’exploration
V4a : indication sur le domaine d’exploration €n entier natureln entier naturel
non nul en supérieur ou égal a 2)
V4b : indication sur le domaine d’explorationaléb, ¢ (a, b, ¢ entiers naturels oa, b,
c entiers naturels non nuls)
V5 - Précision sur les solutions (préciser ou neag b, ¢c sont non nécessairement distincts)
V6 - Séance préalable (présence d’'une séance pleala les fractions unitaires ou non)
V7 - Outils technologiques (disponibilité d’une @alatrice, disponibilité d’'un ordinateur)
V8 - Aides écrites (introduite dans le milieu dés/és ou non)

Le choix des variables didactiques pour la situratiose en ceuvre sont les suivants :

Variable | Choix des valeurs Justification

Vi Indigué aux éléves Savoir que ce probleme est wosijoune
conjecture peut étre une motivation (relever| un
défi) et les éléves sont dans une position proche
de celle du chercheur.
Au vu du niveau en mathématiques des éléyes,
de leur pratique et de leur culture mathématique,
ce choix ne constitua priori pas un obstacle |a
'engagement dans le probleme et a|la
dévolution de la recherche.

V2 a,b,c Ce choix permet de mettre en évidence la nature
des nombres (ici des entiers).

V3a Hybride (prédicative| Nous faisons I'hypothése que cette formulation

V3b opératoire) favorise un engagement dans la recherch} du

Affirmatif probleme par l'action et oriente vers une

recherche constructive de solutions.

Vda n supeérieur ou égal a 2 Apres avoir testé les difféerentes valeyrs

V4b a, b, c entiers naturels non nulspossibles de cette variable, nous avons retenu

celle qui posait le moins de probleme aux élgves
pour comprendre I'énoncé.

V5 Non précisé Nous voulons laisser l'initiative algvées de sé
questionner et de faire un choix sur I'égalité|ou
non dea, b etc.

V6 Non Pour ces éleves, un travail préalable sur| les
fractions en jeu ne parait pas nécessaire.
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V7a Oui (de type TI-89) L'utilisation d'une calculatrice et d'un
V7b Oui (tout logiciel autorisé) ordinateur permet aux é€léves de s’engager
rapidement et facilement par l'action dans| la
recherche du probléme. Certaines fonctipns
(calcul fractionnaire, programmation) favorisent
I'exploitation du caractére expérimental du
probleme et la recherche de solutions
constructives.

V8 Non Pour ces éléves, nous faisons I'hypothése|que
des aides ne sont pas nécessaires.

Caractérisation du milieu initial

Nous identifions cinq éléments qui caractérisentmilieu favorisant une dévolution de la
recherche sur un temps long et la production ddteds partiels sur la conjecture :

- des connaissances mathématiques notionnellesXparmpée en arithmétique, notions
de multiple, critéres de divisibilité, parité, norabpremier, congruences, etc.) et
heuristiques (par exemple sur la preuve, sur lterse et la valeur de résultats
partiels, etc.) ;

- une pratique distanciée de l'activité de reche@g@roblemes (qui comprend d’'une
part une culture mathématique et d’'autre part uradicque réguliére et fréquente
d’activités de recherche mathématique) ;

- une organisation didactique spécifique prenantoenpte divers aspects du travail du
mathématicien (temps ouvert, acces a la documentativersité des échanges, etc.) ;

- un énoncé du probléme incitant a I'action ;

- la disponibilité de calculatrices programmabled’etdinateurs.

Expérimentation en contexte de laboratoire

L’expérimentation s’est déroulée dans un lycée d@n8 et Loire, classé « Ambition
réussite » par le Ministére de 'Education Natienddans ce cadre, le lycée a mis en place,
pour les éleves de terminale scientifigue voloe&irun parcours « Excellence » en
mathématiques. Dix éleves, suivant par ailleunsségnement de spécialité Mathématiques,
se sont inscrits pour suivre ce parcours. C'ess darparcours que notre expérimentation a eu
lieu. Ce dispositif leur offre deux heures hebdoai@s$ supplémentaires de mathématiques,
dispensées par leur enseignant de spécialité. @edest expérimenté et a un DEA (diplome
d’études approfondies) en didactique des mathénoetigl s’est particulierement intéresse,
dans ses recherches, a la mise en place de prabtimrecherche en classe ordinaire et a ses
effets a long terme. Le contrat didactique qu'dtaure au sein de sa classe, dans les cours de
spécialité et dans le parcours « Excellence »uiraihsi une forte dimension liée a I'activité
de recherche mathématique. Dans ce contexte gpésifiles différents éléments
caractéristiques (cf. paragraphe précédent) d'dieurfiavorisant une dévolution du probléme
sur un temps long et des avanceées significativas @arecherche soatpriori présents dans

le milieu initial de ces éléves. En suivant lesigleffectués pour I'organisation didactique,
nous avons élaboré un scénario composé de septeséda deux heures : une séance de
recherche individuelle, quatre séances de rechecdfiective, une séance de mise en
commun et débat et une séance d'institutionnatisaéit synthese. Les éleves avaient a
disposition tout type de documents, des calcukdriprogrammables et des ordinateurs.
Notons que nous avons limité I'acces a Internets@ances de recherche en classe.
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Nous avons recueilli quatre types de données gmoun des groupes
- les traces écrites des recherches de chaque @as@mees dans un cahier de bord
personnel ;
- les enregistrements audio et vidéo des échangeseiaudu groupe pour chaque
séance;
- les productions finales des groupes (affiches etasstrations des résultats) ;
- les réponses de chaque éléve & un questiofinaire
Les quatre types de données recueillies sont congplaires pour mener l'analyse de
I'activité effective des éléves en situation dehexche sur la conjecture d’Erdds-Straus. Les
productions écrites des éleves (cahiers de bopdoeluctions finales) ne sont pas suffisantes
pour analyser les processus de recherche dans dareneu elles ne rendent pas visible
'aspect non linéaire de la recherche des élevese mheminement de leurs idées ni la
construction de leurs raisonnements. L'analyse édmnges entre les éléves permet alors
d’avoir accés a leurs processus de recherche iéffdors de I'étude du probléme et
notamment, aux aspects dialectiques de la rechenatiématique, que nous avons identifiés
dans nos analyses mathématique et épistémologigianse I'analysea priori. Les cahiers de
bord et les productions finales constituent alanssupport essentiel pour comprendre les
pistes de recherche étudiées, les expressions maiées examinées, les conjectures
formulées ou les résultats mentionnés par les gléans leurs interactions.

Analysesa posteriori

Dans ce paragraphe, nous effectuons une mise spegotive des analys@sposteriorides
travaux des éleves avec nos analys@siori selon trois points : dimensions organisatrice et
opératoire, gestes de la recherche et milieu.

Dimensions organisatrice et opératoire

Rappelons que nos analysespriori mathématiques et épistémologiques de la conjecture
d’Erdds-Straus nous ont permis d’identifier deuséeés de la recherche pour étudier le
probleme : la quéte de la vérité de la conjecttita eecherche de décompositions effectives.
Nos analysea posterioride la situation créée autour du probléme ont répdfune part que
les deux visées apparaissent dans les travauXéales get d’autre part que les recherches des
éléves s’inscrivent dans une visée particulierer gaplorer le probléme (ce qui n’exclut pas
d’éventuelles interactions ou articulations des xdeisées). Le groupe 2 a débuté ses
recherches en choisissant comme visée la quétea deérité. Cette direction a guidé
'ensemble des recherches du groupe tout au losgéknces. Lors des syntheses et des mises
en commun des travaux, ils ont clairement expligudr choisi des pistes de recherche leur
permettant priori d’étudier la vérité de la conjecture. Au contrales groupes 1 et 3 n'ont
pas privilégié une direction particuliere de recher elle s’est révélée au cours de leurs
recherches. Les éleves ont débuté I'étude de lpeciome par I'exploitation de procédures
exploratoires et se révélant productives en terdegésultats partiels, ils ont choisi de
continuer a les exploiter. Cela les a conduits @& @éde de la conjecture d’Erd6s-Straus par
recherche de décompositions effectives pour desukgalden données. Ces analyses mettent
donc en évidence un nouveau phénomene, non regeelels analysespriori : soit le choix
d’une visée de la recherche s’effectue dés le dédblittude du probleme, soit il se détermine
progressivement, au cours des recherches, endantis procédures exploitées. Ceci semble
lié & la perception qu’ont les éléves de I'étuddadeonjecture a leur niveau : pour les éleves
du groupe 2, il s’agit de déterminer des conditidiexistence de solutions et pour les éléves

8 Les dix éléves ont été répartis en trois groumkssix groupes de 3 éléves et un groupe de 4 éléves.
® Ce questionnaire portait sur leur vécu de cetf@ementation de recherche d’un probléme non résefwn
temps long.
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des groupes 1 et 3, il s'agit de déterminer dessel de nombres pour lesquelles I'équation
d’Erdds-Straus a des solutions.

L’analyse des processus de recherche en termeasdasions organisatrice et opératoire
met également en évidence la nature différenteddesarches de recherche mises en ceuvre
par le groupe 2 d’une part, et par les groupes3ldsutre part :

- une recherche dirigée par la quéte de la vérita denjecture, de nature algébrique et

peu articulée avec le caractere expérimental dolgmoe (groupe 2) ;

- une recherche privilégiant la construction de dmusitions, de nature
expérimentale, mais ou I'étape d’élaboration denpes peut étre difficile a effectuer
(groupes 1 et 3).

Dans nos analyses priori, nous avions relevé que des articulations entsedeex types de
démarche pouvaient apparaitre dans les recheresesléves. En effet, privilégier une visée
de la recherche n’exclut pas la mise en ceuvre aeegures associées a l'autre visée. Nous
avons relevé des articulations entre une rechaieheature algébrique et une recherche de
nature expérimentale dans les travaux du groupEnlrevanche, les groupes 2 et 3 ont
exploité les deux types de procédures (exploragtirepératoire) mais en passant de lI'un a
'autre, sans les articuler. Nous ajoutons queeceipérimentation a mis en évidence une
autre caractéristique des recherches selon la glsg@isie. Une recherche dirigée par la quéte
de la vérité entraine les éleves a mener une éflesur la nature de I'activité mathématique
et a se poser de nombreuses questions métamathéesasur les raisonnements ou le
développement des mathématiques. Une recherchgodeskpérimental favorise davantage
les avancées en termes de production de résuligislp sur la conjecture, mais nous avons
relevé que les éléves peuvent éprouver des diffisld passer a I'étape de I'élaboration de
preuves, méme lorsque la nécessité de la preuveasinue. Ceci fait écho aux travaux de
Grenier et Tanguay (2008) sur les relations ermgsealctivités de définition, construction et
preuves en géométrie dans I'espace. Enfin, notaesdans leur recherche du probleme, les
trois groupes ont travaillé les aspects dialec8gaetre la mobilisation de connaissances
mathématiques et le développement d’heuristiques.

Gestes de la recherche

Dans cette partie, nous donnons les résultatsatali/se des processus de recherche des
éleves effectuée en termes de gestes de la reeh&tobs détaillons I'émergence et les effets
dans les recherches des éléves de trois gestestanler : réduire le probléeme aux nombres
premiers, transformer I'’équation initiale et cons® et questionner des exemples.

Geste 1 : réduire le probleme aux nombres premiers

Ce geste est effectué par les éleves mais ce passtiie premier geste realisé lors de la
recherche. Les éléves n'utilisent pas directemesitpropriétés d’arithmétique sous-jacentes
méme si ce sont des connaissances disponibles.lé®rendre mobilisables, le recours a la
construction et au questionnement des exempleslsambessaire. Ce geste de la recherche
est un construit de leur recherche, grace a dessaéit retours entre I'exploitation des
exemples et la recherche de régularités pour éaloi@s propriétés théoriques sur ces objets.
De ce point de vue, 'émergence de ce geste daesha&rche des chercheurs et dans celle des
éléves est différente. Cependant, nous avons releedimilarité entre les mathématiciens et
les éleves quant a I'explicitation de ce gestes :éVoquent la propriété de multiplicativité
(admise ou démontrée) mais ils ne mentionnent pasthEoréeme fondamental de
'arithmétique. Le recours a ce théoreme semblfaise implicitement. Pour les éléves, nous
faisons I'hypothese que cela peut dissimuler uffecdité a I'énoncer et a le mobiliser. Dans
les groupes 1 et 3, 'émergence de la réductiorprdbleme aux nombres premiers s’est
réalisée dans un systéeme de gestes, en interatemd’autres gestes de la recherche : la
désignation des objets et la construction et lestiprenement des exemples. La réduction du
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probléeme aux nombres premiers a conduit les élduegoupe 1 a effectuer une disjonction
de cas modulo 4 et a désigner un nombre premien sa congruence modulo 4. Cela leur a
permis d’avancer dans la construction de leur nugthmar élimination de cas. Dans le groupe
3, ce geste de la recherche a favorisé la miseusmeod’'une démarche de type expérimental.
lls ont en effet élaboré leur méthode de décomiposén étudiant tous les nombres premiers
inférieurs a 300. Ce geste tient un rble centrakdas recherches des éleves dans la mesure
ou il permet des avancées, telles que la formuladi® conjectures ou I'écriture d’identités
générales et I'élaboration d’éléments de preuves.

Geste 2 : transformer I’équation initiale

Le geste de transformation de I'équation initialgparait assez spontanément dans la
recherche des éléves. La visée de la quéte derii@ i la conjecture est un élément
favorisant I'’émergence de ce geste. Il est en affsbcié a une étude de la conjecture dans un
cadre général, par exploitation de procédures tqéga. Dans ce cas, sa realisation et son
exploitation sont favorisées par la mobilisation a@ataines connaissances mathématiques
notionnelles et heuristiques. Les avancées dedherehe sont la production de résultats
partiels mais surtout, un travail sur les heurigg® et une réflexion de type
métamathématique. Nous avons releve, dans unercbehd'utilisation de ce geste en lien
avec I'exploitation du caractére expérimental dobfgme (faire des essais sur des valeurs de
n) mais généralement, au sein de procédures exples les éleves ont peu recours a ce
geste de la recherche. Une des raisons est q@dt rpas particulierement porteur d’'une
dialectigue entre manipulation des objets mathé&mueasi en jeu et élaboration d’éléments
théoriques.

Geste 3 : construire et questionner des exemples

Le geste de construction et questionnement desm&er@merge dans la majorité des travaux
de recherche des éleves sur la conjecture d’ErttassS Dans les recherches individuelles,
nous l'avons relevé dans 8 recherches sur 10. dr@en soit comme premier geste de la
recherche dans le but de déterminer des régularifgartir de plusieurs exemples, soit a la
suite de I'abandon d’une piste de recherche algabriou pour vérifier des manipulations
algébriques. Dans les recherches collectives, st ge particulierement été porteur dans la
construction des méthodes de décomposition etndigition de cas au sein des groupes 1 et
3. Dans le groupe 1, les éléves ont élaboré ledihadé d’élimination des cas a partir de la
valeur de la fraction unitaire inférieure la plu®ghe de 4i (a savoir Iy = 1/EQ/4 )+1) , a
partir du questionnement de trois exemples (dorpasle groupe 3 lors de la mise en
commun :n = 23;n = 29 etn = 457) et a partir de la construction et de I'étwte deux
exemplesti = 461 et 'exemple cruciad = 4513). Le geste de construction et questionnémen
des exemples joue un role central dans leur dématehrecherche : il favorise les allers et
retours entre la manipulation des exemples, laemetle de régularités et I'écriture des
expressions littérales pour rendre compte des [gtégrde ces objets. Notons que I'étude des
exemples comme produits finis (ceux donnés pardepe 3) ne suffit pas aux éléves pour
elaborer les éléments théoriques de leur méthoderedours au geste de construction et
guestionnement de nouveaux exemples (dont un egecmptial) semble nécessaire. Dans le
groupe 3, les éleves ont construit leur méthoddéad®mpositions a partir de la construction,
puis de I'étude des décompositions de gour tout nombren premier inférieur a 300. Ce
geste de la recherche a émergé pour deux raisahigne part les éléves cherchent a
déterminer des régularités pour généraliser lewasdolés de décomposition, et d’autre part ils
veulent étudier en détail les cas problématiquiefavbrise alors la mise en ceuvre d’une
démarche de type expérimental entre la manipulat®onombreux exemples, I'étude de cas
particuliers, la recherche de régularités et laemdination de regles générales pour
décomposer certaines classes de nombres. Lewatithh de ce geste est similaire a celle de
Mizony dans ses recherches sur la conjecture. ffareice est dans la construction des
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exemples, « & la main » pour les éléves et a I'didgorithmes pour le chercheur. Nous
noterons également que ce geste de la recherciectle en lien avec les gestes de
désignation des objets et de contréles locaux,risemat également les interactions entre les
expériences et I'élaboration d’éléments théoriquesnme nous l'avions relevé dans les
recherches de Mizony.

Ces analyses concerndaes gestes de la recherche ont mis en évidenceejuautil
est pertinent pour étudier la questba la transposition du travail des chercheurs géstes
de la recherche effectués par Eéves dans I'étude de la conjecture d’Erdds-Stemm
similaires a ceux des mathématicieiltss gmergent au sein de démarches de méme nature, e
appui sur les connaissances mathématiggmss-jacentes, et permettent des avancées,
notamment en termes de production résultats partiels. La notion de « geste » de la
recherche permet de prendre en compteafgmects dialectiques de l'activité de recherche
entre la mobilisation, I'acquisition de connaisssimathématiques et le développement
d’heuristiques.

Milieu

L’analyse du milieu objectif des éléves montre tpgeéléments, identifiés pour caractériser
un milieu antagoniste de type expérimental favotida dévolution de la recherche sur un
temps long et des avancées sur le probleme, sodtigteurs des effets escomptés. Le milieu
gue nous avons élaboré est favorable pour plascélieves dans une réelle position de
chercheur sur I'étude de la conjecture d’ErdostStrdNous avons particulierement mis en
evidence l'importance des connaissances mathéneatigle la pratique distanciée et réguliére
d’'une activité de recherche de problémes et du $domg de la recherche. Ces éléments ont
permis aux éléeves de vivre les difféerentes phasegrdcessus de découverte mathématique
(décrit par de nombreux mathématiciens) comme raoigihe cette citation d’éleve :

[Que] cette activité se vit, on y pense sans cgasad on a le temps et des fois, l'idée

vient d'ou on ne s'y attend pas.
lls ont également pu approcher divers aspects aigiité de recherche experte (réle du
temps, différentes modalités d’échange, appropnatiu travail des pairs), s’engager dans
I'étude approfondie d’'une piste de recherche, er gertains, mettre en ceuvre une démarche
expérimentaleavoir une réflexion d’ordre métamathématique etlpie plusieurs résultats
partiels sur le probleme.

Conclusion

Les analyses didactigues ont mis en évidence lhili#a de la situation didactique de
recherche créée autour de la conjecture d'Erd@stStret ses diverses potentialités dans le
travail des éléves : la richesse des procéduressmes ceuvre, un travail effectif de la
dialectigue entre les connaissances mathématiques keuristigues mobilisées, et selon les
groupes, une mise en ceuvre de démarches de tygeinegptal, I'approfondissement de
connaissances mathématiques notionnelles et uneisdimmn d’heuristiques expertes de
recherche de probléme non résolu. Nous avons égatemontré que le milieu construit est
pertinent pour faire vivre aux éleves une authemtisjtuation de recherche et qu’une certaine
transposition du travail du mathématicien est ¢iffec

RESULTATS ET PERSPECTIVES
Dans notre recherche, nous nous sommes attachéaséruire des outils pour décrire le

travail des mathématiciens, et pour analyser lesgasus de recherche mis en ceuvre au cours
de la résolution d’'un probléme de recherche. Pela, aious avons développé la notion de
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« geste » de la recherche, qui permet de prendoerapte différents aspects de l'activité de
recherche mathématique, notamment sa dimensioveagtises aspects dialectiques entre la
mobilisation, I'acquisition des connaissances eldeeloppement d’heuristiques. De plus, elle
permet de mettre en évidence les ressorts de landion expérimentale, dans le cadre de la
résolution de problémes de recherche, et plus gkméent pour I'apprentissage des
mathématiques. En accord avec Dias (2008) et pEOREAM (Aldon et al., 2010), nous
faisons en effet I'hypothese que le recours a laedsion expérimentale participe a la
construction des connaissances mathématiques. Nauns ensuite élaboré une situation de
recherche pour des éléves et des étudiants, leanpldans une position proche de celle d’'un
chercheur en mathématique. Pour cela, nous avensifid des éléments qui caractérisent un
milieu favorisant une dévolution de la recherchdagbroduction de résultats partiels sur le
probleme. La mise en ceuvre d’'une expérimentatioooatexte de laboratoire a confirmeé la
consistance de la situation pour placer les élema®elle situation de résolution de problémes
de recherche. D’autre part, nos analyses montwantajnotion de geste est un outil pertinent
a intégrer dans les analysegriori d'une situation didactique de recherche. Cependatie
notion reste a développer sur le plan didactiqoneyaticulier pour analyser plus en détail la
guestion de la transposition du travail du mathémieat. Enfin, dans notre recherche, nous
avons fait le choix de construire et réaliser umgenierie de recherche pour conduire nos
analyses didactiques sur I'étude des processusctienche d’éléves en situation de résolution
de problemes de recherche. Un des enjeux seraiitende passer d'une ingénierie de
recherche a une ingénierie pour la classe.
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