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Résumé

Récemment introduit dans les curriculums du lyc@mdais, l'algorithme est un concept
fortement lié a l'informatique, aux mathématiquiea & preuve et qui souléve de nombreuses
guestions didactiques. Notre travail de thése (Mteje2012) propose une analyse
épistémologique du concept d'algorithme dans lediitidier sa transposition didactique et
de construire des situations didactiques.

Dans ce texte, nous présenterons tout d'abord nabse épistémologique détaillée du
concept en mettant en avant ses aspects fondametette étude nous servira d’appui pour
proposer un modele de conceptions (Balacheff & Mlamgs, 2005; Vergnaud, 1990) pour
l'algorithme du point de vue du savoir savant, anéren compte I'ensemble des formes de
I'algorithme et les aspects outils et objet (Doyd®B86) du concept. Nous montrerons alors
dans quelle mesure ces résultats, validés expéiaeement par les analyses d'entretiens avec
des chercheurs, ont permis de mener une étudetnfposition en jeu dans I'enseignement
au lycée en France. A travers I'étude des instrstbdfficielles, de manuels scolaires et de
ressources en ligne, nous mettrons en évidence tnamsposition partielle du concept
principalement orientée vers la programmation usaljye de l'algorithme comme un outil.
Enfin nous proposerons une caractérisation dedemas fondamentaux pour l'algorithme et
des perspectives pour la construction et I'étudatdations didactiques en algorithmique.
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CONTEXTE ET PROBLEMATIQUE

Le travail présenté dans ce texte est issu d'waitrde thése soutenu en décembre 2012 a
I'Université de Grenoble ayant pour titre « Enseigfialgorithme pour quoi ? Quelles
nouvelles questions pour les mathématiques ? Qamb®rts pour l'apprentissage de la
preuve ? ». Nous n'allons pas présenter ici I'nalég du travail. Nous nous focaliserons sur
certains aspects en les replacant dans le cordextiavail mené. Pour les détails du travalil,
nous renvoyons au manuscrit de thése (Modeste))2012
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Contexte

On peut situer les motivations de ce travail deheeche a trois niveaux. Au niveau
épistémologique, il est motivé par la volonté désgren compte du développement de
l'informatique et l'influence que ce développemeeit avoir sur les mathématiques et leur
pratigue. Au niveau du contexte de l'enseignemest athématiques, on peut constater
l'introduction de nombreux éléments d'informatigians I'enseignement secondaire et plus
particulierement d'éléments d'algorithmique (damga @6té du curriculum de mathématiques)
ainsi que l'usage courant des TICE, qui peuvennamées questions d'informatique dans la
classe de mathématiques. Au niveau francais, efifitroduction en 2009 d'algorithmique
dans les curriculums de mathématiques du lycéa @tlation en 2012 d'un enseignement de
spécialité « Informatique et Sciences du Numérigu@SN) en Terminale Scientifique
poussent a s'intéresser aux liens entre mathéreatefunformatique. Notre travail s'axe plus
particulierement sur un point central de cette radion, le concept d’algorithme et
l'algorithmique.

Problématique

Ce travalil se place dans une perspective classiquidactique des mathématiques (Artigue,
1990) : il propose un travail épistémologique sar doncept d’algorithme et l'activité
algorithmique, qui permet de soutenir une étudeadtidque, celle de la transposition
didactique et le développement de situations dagzsage.

Les questions abordées dans ce travail de théseemteétre regroupées autour de quatre
poles, relativement a leur thématique et aux méh@doposées pour y répondre.

Epistémologie

- Quels sont les élements constitutifs spécifiquesancept d'algorithme ? Quels sont
l'objet et les préoccupations fondamentales déskpdine algorithmique ? Quels liens
entretiennent algorithme et preuve ?

- Peut-on parler d'activité ou de pensée algorithmidans les mathématiques ? Dans
l'informatique ? Quelles perspectives cela peubilvrir pour une approche
didactique ?

- Peut-on construire un modele de l'activité algonitfue permettant de questionner la
transposition didactique ?

Pour répondre a ces questions nous nous sommegyéappur l'analyse du texte et des
discours du savoir savant. Nous présenterons sentdmtravail autour de la premiére et de
la troisieme question.

Conception de chercheurs

* L'analyse épistémologique développée s’accordet-avec la conception des
chercheurs sur l'algorithme ? Quels apports a mptestionnement peuvent fournir les
points de vue des chercheurs ?

* Peut-on repérer des variations dans les concepdiemshercheurs en fonction de leur
discipline ?

Pour étudier ces questions nous avons congu eemisuvre des entretiens avec vingt-deux
chercheurs en mathématiques et informatique eys@é&tur discours. Cette partie du travalil,

qui a servi a la fois de validation du modéle é&msilogique présenté et de ressource pour
mieux comprendre la place de l'algorithme dansriathématiques et l'informatique ne sera
pas développée ici.
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Transposition didactique

BN

«  Quel réle et quelle place sont attribués a l'alfponique dans les programmes de
mathématiques et d'ISN au lycée ? Quelles transposiont été effectuées ?
- Qu'en est-il des manuels de mathématiques du B/cgeels types de questions et de
problémes sont mis en jeu en algorithmique ?
- Quels types de ressources en ligne sont mises position des enseignants en
algorithmique ?
Pour répondre a ces questions, nous avons realsénalyse des programmes, de deux

collections de manuels et des ressources en ligge IREM, a l'aide des outils
épistémologiques développés.

Situations d'apprentissage pour l'algorithme

. Comment caractériser les problemes mathématiquedort potentiel pour
I'algorithmique ? Quels problémes répondant a ge&s&s peut-on proposer ?

« Quels éléments épistémologiques sont a prendreoemte pour construire des
situations didactiques autour de l'algorithme ? [[@sesituations didactiques peut-on
proposer ?

Tenter de répondre a ces questions nous a coradfotsnuler des propositions de problémes
et de situations, leur analyse a priori a l'aide dodéle épistémologique développé et
I'expérimentation d'une de ces situations.

Plan de l'article

Dans un premier temps nous introduirons quelquemples d'algorithmes a méme d'illustrer
nos propos. Nous présenterons, dans une secondie, par travail épistémologique
développé. Une troisieme partie traitera des rasutte I'étude de la transposition didactique
de l'algorithme au lycée francais, pour laquellasndonnerons quelques illustrations. Enfin,
nous présenterons des éléments relatifs a la coocege situations en algorithmique et la
situation expérimentée.

EXEMPLES ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

Nous commencerons par donner ici quelques défirstiatiles pour la suite de l'article (en

particulier pour les termealgorithme et algorithmique et par étudier quelques exemples
d'algorithmes choisis afin de mettre en avantidustrer les éléments que nous formaliserons
dans le travail de conception d'un modele épistégigue.

Algorithme, définition et exemples
Définition

Sur la base de la littérature du savoir savanamauotent (Aho, Hopcroft, & Ullman, 1989;

Beauquier, Berstel, & Chrétienne, 1992; Bouvierpfge, & Le Lionnais, 2005; Chabert,

2010; Cormen, Leiserson, Rivest, & Cazin, 1994;e@a& Johnson, 1979; Donald E. Knuth,
1973; Donald Ervin Knuth, 1996; Lovasz & Plummed0Q; Sedgewick, 1988), nous avons
retenu la définition suivante, synthése des diffta® définitions que nous avons pu
rencontrer :

Modeste Actes du séminaire national de TARDM — Novembrg420 233



Un algorithme est une procédure de résolution de probleme, Igjappt & une famille
d'instances du probleme et produisant, en un nofibirel'étapes constructives, non-
ambigués et organisées, la réponse au problemeaqgerinstance de cette famille.

Un exemple pour introduire et illustrer nos propogherchez la frontiére

Nous présentons et étudions brievement un prenxiempgle pour illustrer et soutenir le
travail des parties a suivre.

Ce probleme est inspiré d'un probleme proposé frauc (2011) dans son travail de these
sur la démarche expérimentale en mathématiques Naons simplifié par commodité.

On se donne une bande constituée d'un nombre éncabes consécutives, que nous
appellerons territoire, comme dans la figure 1niaes cases, I'une est de couleur noire et
est appelée la frontiére. Toutes les cases sitabpite de la frontiere sont bleues, toutes
celles situées a gauche sont rouges. Initialenoentie connait pas la couleur des cases. On
peut interroger les cases, une a une, pour coanaiirs couleurs. Le but est de retrouver la
case frontiere.

Figure 1 : un territoire de 18 cases

Lorsque I'on interroge une case, il y a trois jubs3s :
- elle est noire, on a trouvé la frontiére,
- elle est rouge, la frontiére se situe a droiteadealse interrogée,
- elle est bleue, la frontiére se situe a gaucha dade interrogée.
Dans les deux derniers cas, on se retrouve a @reilirontiere dans un nouveau territoire,
plus petit, constitué des cases tout a droiteqatid gauche) de la case interrogée.
En interrogeant ainsi une nouvelle case, on rdduitomaine de recherche et I'on finit par

RCT T I T T T TTTI[Ies RETTTTTITTITTTT [T TT s
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JENENEEEEEEEEE L auaassEEEEEEEEE |
JENNNEENCEEEEE 2 auiiaerEEETEEEEE |
R [T [ - RO 20 [ s
R T T . - case connue comme ouge 7 case nterroges

@ case frontiere @ case connue comme bleue

trouver la frontiere. La figure 2 donne un exenglane recherche d'une frontiére.
Figure 2 : exemple de recherche d'une frontiereyvée en 4 coups.

Si I'on cherche comment retrouver la frontiere merrogeant le moins de cases possible
(quelle gque soit la taille du territoire et I'emg#anent de la frontiere), on doit toujours
interroger la case (ou l'une des deux cases) gigafent) le territoire en deux territoires de
tailles équilibrées. C'est un algorithme de redmear dichotomie.

Cet algorithme donne une méthode systématique peitwuver la frontiere de maniere
effective, quelle que soit la taille du territoela position de la frontiére.

Nous n'entrons pas ici dans le détail de ce quef@grécisément « en interrogeant le moins
de cases possible ». Nous précisons simplemeitstagirait ici de trouver un algorithme
optimal pour la complexité dans le pire des cast@-dire un algorithme qui minimise c(n)
ou c(n) est le nombre maximum d'interrogations goauver la frontiere dans un territoire de
taille n (pris pour toutes les positions de la fiene). Cela met en jeu la notion de complexité
d'un algorithme, c'est-a-dire I'évaluation de sfficaxité a traiter les différentes instances du
probleme qu'il résout. Pour plus de détails surddaon de complexité, nous renvoyons par
exemple a Beauquier et al. (1992) ou Cormen et18P4). Trouver un algorithme optimal
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pour un probléme donné est un enjeu important. @itrenla complexité d'un algorithme
optimal résolvant un probléme donné permet d'assa@atte complexité au probléme. Cela
permet de classifier les problemes selon des cdadsecomplexité. C'est le cas ici: la
dichotomie étant l'algorithme optimal de recherdeela frontiere et nécessitant un nombre
d'interrogations logarithmique en fonction du noentle cases, on peut dire que le probleme
de recherche de la frontiére est logarithmiquea(seldémontre, nous ne détaillerons pas ici).

Cherchez la frontiere (variante)

Intéressons-nous maintenant a une variante du egreblde recherche de la frontiere, en
gardant les mémes régles mais en ajoutant la stiy@nte : il est interdit d'interroger plus
d'une fois une case bleue. On rencontre alors Brsgu'on interroge une case :

- elle est noire, on a trouvé la frontiére,

- elle est rouge, la frontiere se situe a droite aledse interrogée, et I'on cherche a
résoudre le méme probleme sur le territoire plust pué a droite de la case
interrogée,

- elle est bleue, on peut se restreindre a une relobeaur le territoire situé a gauche de
la case interrogée. Mais nous sommes confrontésaudre un probleme différent : ne
pouvant plus interroger de case bleue, nous sonsor@saints d'interroger a chaque
fois la case la plus a gauche du territoire juscpri@ontrer la frontiére.

Le probleme est alors bien différent et I'algorithmoptimal pour cette variante (pour la
complexité dans le pire des cas) n'est pas celuntprroge la case médiane du territoire.

On voit ici comment le probleme étudié et les peafds qui apparaissent lors de sa résolution
influencent fortement la construction de I'algantinde résolution.

Algorithmique
Définition

De la méme facon que pour l'algorithme, nous avetenu la définition suivante :
L'algorithmique est l'activité ou le domaine qui a pour objetutie des algorithmes,
c'est-a-dire, leur conception, leur descriptiony lanalyse et I'étude des problemes qu'ils
permettent de résoudre.

Un exemple de résultat algorithmique négatif : lexeeme probléme de Hilbert

Lors du congreés international des mathématicien$9@® a Paris, David Hilbert énonce ses
célebres 23 problemes. Le dixieme concerne la rebbegénérale des solutions entiéres des
éguations diophantiennes a plusieurs inconnued,aqupeut formuler ainsi :

- Entrée : Un entien et un polyndme a coefficients dana.

- Question : L'équation eXj, ... ,Xn, P(X, ... , %)=0 a-t-elle une solution dai&' ?
En 1970, Matiiassevitch démontre qu'il n'existe dadgorithme permettant de résoudre ce
probleme, c'est-a-dire d'algorithme qui répondeaiia question pour tous entiers et
polyndmeP. Ce résultat et bien d'autres résultats de nostendge d'algorithmes, s'appuient
sur la construction de modéles théoriques de cesiquin algorithme et de ce qui est
algorithmiquement résoluble. C'est un champ congdstmathématiques qui s'est ouvert, qui
a produit des résultats parmi les plus importants<X® siécle et dont le célébre probléme
« P=NP » fait partie des problemes du millénairéiastitut Clay.

EPISTEMOLOGIE DE L ' ALGORITHME

Nos recherches nous ont d'abord amené a faireamigr travail épistémologique sans faire
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appel a une théorie particuliere, en étudiant ketedu savoir savant (notamment les
ressources citées précédemment). Nous avons déelipgemier modele en cing aspects que
nous avons appelés fondamentaux. Nous avons ensoigu un second modéle
épistémologique plus avancé, permettant de paliegrtaines difficultés qui apparaissaient
dans le premier modeéle. Pour que ce second modede aens, il est nécessaire de donner
guelques détails relativement a ce travail prélaima

Cinqg aspects fondamentaux du concept d'algorithme

Un premier travail a donc consisté a repérer lgeds et les spécificités du concept
d’algorithme. Nous avons ensuite regroupé ces &spetour de cing aspects fondamentaux,
qui font écho a des points soulevés dans les exasnppécédents. Ce travail s'est appuyé sur

I'étude d'un corpus de textes académiques (ci&s2@emment) et des interviews menées
aupres de chercheurs en mathématiques et infomeatiq

Effectivité

L'effectivité réfere au fait qu'un algorithme apigoune réponse constructive et qui peut étre
effectivement mise en ceuvre (en un nombre fineg&t, notamment) pour résoudre chaque
instance du probleme, par un opérateur (qui peath&tmain ou machine). Il est nécessaire
gue I'ensemble des instructions a réaliser ne @amé pas d’ambiguité pour l'opérateur afin
gue l'exécution de l'algorithme sur une instancend® du probleme ne dépende pas de
'opérateur mais seulement des instructions ptescri

Résolution de probleme

Cela réfere a un point important, mis en avantgadémment, qui est le fait qu'un algorithme
Soit une réponse a un probleme et que l'algoriteaiieune résolution qui permet de traiter
toute instance du probléme. Ces instances sonifiéegcen entrée de l'algorithme et la sortie
de l'algorithme associée est la solution spécifigquéinstance du probléme. L'exemple
précédent met trés bien en avant lI'importance tie oetion de probleme et le fait qu'un
algorithme n'a de sens qu'associé au problemerégstilit.

Preuve

Algorithme et preuve ont un lien extrémement étrditla construction d'un algorithme

s'associe une preuve de cet algorithme, c'estealdlipreuve qu'il résout bien le probleme
pour toute instance et la preuve qu'il le fait ennembre fini d'étapes a chaque fois. Un lien
peut étre aussi fait entre preuves constructivemsnt(des preuves par récurrence) et
algorithmes car de chaque preuve de ce type on gdtdire un algorithme sous-jacent,
permettant de construire effectivement les solgtioau probleme. Les questions
mathématiques relatives aux modeéles théoriques fgues évoquons juste aprés) mettent
aussi en jeu des liens étroits entre algorithmeyye et logique.

Complexité

La complexité est I'étude du comportement du nordi#@apes ou de I'espace nécessaire a la
mise en ceuvre d'un algorithme donné en fonctiola digille de l'instance étudiée. Cet aspect
regroupe tout ce qui a trait a cette notion, confeaalifférents types de complexité (en temps
en espace, au pire, en moyenne...), la notion oplexité d'un probléme, et toutes les classes
de complexité qui permettent de classifier algomits et problemes.

Cette notion de complexité est complétement spgrfia I'algorithmique. Selon certains
auteurs comme Knuth (1985), cette préoccupatiohetfecacité des processus de résolution
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proposés pour un probleme est méme un des poisenteds qui distingue la pensée
mathématique de la pensée algorithmique.

Modéles théoriques

Cet aspect fait référence a I'ensemble des élémelatffs a la description et a I'étude de ce
qui est algorithmiquement résoluble. Ces questamisstructuré et structurent encore un pan
de la recherche en informatique et mathématiquesompstituent un aspect essentiel du
concept d’algorithme et de I'activité algorithmique

Intérét de cette classification : une dialectiquetd-objet pour I'algorithme

Ces cing aspects permettent de décrire une diglectiutil-objet pour I'algorithme, au sens
de Douady (1986). Les aspeefffectivitéet résolution de problemeelevent de I'algorithme
outil, les aspectpreuve complexitéet modeles théoriqueselevent de l'algorithme objet.
Cette distinction des différents aspects et laediaue outil-objet a permis de mener de
premiers travaux d'analyse des curriculums et deusla (Modeste, 2009).

Limites de ce modele et motivation pour un modélespstructuré

Ce modéle «naif » s'est avéré efficace pour étudiie discours sur l'algorithme mais
beaucoup moins pour analyser l'activité¢ d'un sojtdes activités proposées dans des
ressources. |l met aussi sur un méme plan, dadmlectique outil-objet, des éléments que
nous ne considérons pas relever du méme niveaestiption. Cela apparait en particulier
lorsqu'on regarde l'aspect preuve. Alors qu'on [etg usage d'un algorithme comme d'un
outil de preuve, on classifie cet usage plutot @hé objet car cela demande une prise de recul
sur l'objet algorithme. De méme, on peut ne pabater mettre sur le méme plan la preuve
algorithmique, qui est une forme de preuve et éupe d'un algorithme, dont I'objet méme est
l'algorithme.

Pour dépasser ces difficultés, nous avons proposecond modéle, plus structuré et faisant
appel a un modeéle théorique de didactique des matigues permettant de modéliser le
savoir : la notion de conception du modele ck¢.

Construction d'un modéle de p-conceptions pour I'gorithme

Afin de présenter ce modéle, revenons sur lessotitdoriques choisis pour le construire et
introduisons chacun des éléments pris en comptas geesenterons d'abord brievement le
modele ck¢ que nous avons retenu et sa structuRrasiémes - Opérateurs - Systeme de
représentation - Structures de contrdle. Nous geéans ensuite des éléments liés au concept
d'algorithme utilisés pour I'adapter a notre sitaaet prendre en compte le fait que I'on veut
référer ici au savoir savant pour construire uérefice épistémologique. Ceci donnera lieu a
une définition spécifique de la notion de probléshene classification des différentes formes
sous lesquelles un algorithme peut étre décritagtipulé. Enfin nous montrerons comment le
modele ck¢ et nos choix peuvent rendre compte ddidkectique outil-objet du concept
d'algorithme et apporter des clarifications conastnla question de la relation preuve-
algorithme soulevée au paragraphe précédent.

Conceptions et p-conceptions dans le modele ck¢

La notion de conception du modéle ck¢ (Balache&rgolinas, 2005) se base sur la notion
de concept (Vergnaud, 1990) qui décrit un conceptroe un triplet$,1,S), ou :

. Sestl'ensemble des situations qui donnent duagieencept,

- | estun ensemble d'invariants opératoires du quneée
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- Sl'ensemble des représentations du concept.
La notion de conception de ck¢ reprend cette datsoni en distinguant deux types
d'invariants opératoires : des opérateurs qui déari I'action dans la situation et des
structures de contréle, qui structurent la relagatre opérateur et situation. Plus précisément,
une conception C est décrite comme un quadrupjBtl(i¥) avec :
« P un ensemble des problemes donnant du sens agptonc
« R un ensemble d'opérateurs agissant sur les preblem
- L un systeme de représentation qui permet d’exprieseeléments de P et de R, et
« X un ensemble de structures de contrble qui dédrlaeelation P-R.
Balacheff et Margolinas précisent :
Nous appelons opérateur ce qui permet la transf@medes problemes ; ces opérateurs
sont attestés par des productions et des compartenidn systéme de représentation
(langagier ou non) permet I'expression des probiere des opérateurs. Enfin, une
structure de contrble assure la non contradictiedadconception et contient au moins
sous la forme d'oracles les outils de décisionlauégitimité de I'emploi d’un opérateur
ou sur I'état (résolu ou non) d’un probleme. (Bhkft & Margolinas, 2005, p. 80)
Nous nous intéressons ici a la description d'unéfeépistémologique autour du concept
d’algorithme, en nous appuyant sur le savoir-savdatis voulons décrire ce qui est appelé
une p-conception dans le modéle ck¢, c'est-a-@direohception « dérivée du corpus des
savoirs consensuels (académiques) en mathématigi@sen informatique dans notre cas)
(Balacheff & Margolinas, 2005, p. 98).

Une notion de probleme adaptée

Alors que les problémes décrits dans une concegion attestés par les déséquilibres du
systeme sujet-milieu, il nous faut ici les décraetrement dans une p-conception. Nous
choisissons, spécifiguement au cadre de l'étudeaheept d’algorithme de prendre une
définition de probleme adaptée de la théorie deohaplexité algorithmique, et donc proche
de celle dont les problemes sont attestés darvtersacadéemique.
Nous décrirons un probleme comme une couple (IkQ) o

« lestl'ensemble des instances du probleme,

- Q est une question générale qui peut se poserchague instance du probleme.
On peut par exemple décrire le probleme de reckedth pgcd sous cette forme avec |
I'ensemble des couples d'entiers non-nuls (c'eitedN*?) et la question Q « Quel est le pgcd
du couple d'entiers ? ».
Résoudre le probléme algorithmiquement, c’est fown algorithme qui donne la réponse a
la question Q quelle que soit I'instance propog&euver un algorithme, c’est prouver qu'il
donne toujours (c'est-a-dire aprés un nombre fiétades) une réponse correcte pour toute
instance du probleme. On appglieeuve de terminaisofa preuve du fait que l'algorithme
donne une réponse apres un nombre fini d'étapastpate instance gireuve de correction
la preuve de la validité des réponses de I'algoétpour toute instance.

Une p-conception pour l'algorithme

Sur la base de ce que nous venons de décrire,poav®ns décrire une pL-conception pour
l'algorithme ainsi :

- des problémes donnés sous la forme Instance-Qngstio

- des opérateurs qui sont les algorithmes permettanésoudre ces problémes,

- des structures de contrbles qui relevent de laverde ces algorithmes (terminaison et

correction).

En ce qui concerne la description des systemesptégentation), nous proposons, sur la
base de notre étude épistémologique, trois systeireseprésentation pour décrire les
algorithmes. Il s'agit en fait de trois grands greside types de représentations :
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« La preuve algorithmique (PA) : il s'agit de la dgstoon d'un algorithme au travers
d'une preuve (par exemple une preuve par récurreDe@s ce cas, l'algorithme et sa
preuve ne sont pas séparés.

- L'algorithme mathématique (AM): c'est la descdptid'un algorithme dans un
langage mathématique mettant en jeu certains élénssus de la programmation. La
preuve de l'algorithme peut alors étre décrite Iggpant de l'algorithme lui-méme.

- L'algorithme informatique (Al) : [l'algorithme estéctit dans un langage de
programmation. Sont alors distingués le texte algdtithme, sa sémantique, et sa
validation.

Dialectique outil-objet et place de la preuve

La description précédente ne prend en compte gpamie de la p-conception algorithme. En

effet, elle ne considere que les problemes qui @ewétre (ou non) résolus par un algorithme,
c'est-a-dire pour lesquels les algorithmes sonbpésateurs. L'algorithme y est alors outil.

A ces problémes il faut ajouter ceux portant s #gorithmes ou questionnant les

algorithmes : problemes de complexité, de validig propriétés, etc. L'algorithme est alors

objet.

Intégrer ces problémes permet ainsi de décrireedautre maniére la dialectique outil-objet

pour l'algorithme avec ces deux familles de prolelem

Ce choix permet aussi de préciser plusieurs nivelurelation entre algorithme et preuve,

d'une part au travers du systeme de représenfdficet d'autre part dans les deux familles de
K-conceptions outil et objet ou la preuve relevd®a dans le cas de l'outil et de R dans le cas
de l'objet. Ces précisions permettent de clariiésr questions que soulevait notre premier
modéle.

Un modéle en six p-conceptions

Le modéle que nous proposons intéegre donc six gegiions reparties selon les trois
systemes de représentation présentés précédemiremiore les deux familles de problémes
décrivant la dialectique outil-objet. La figurefge suivante, donne quelques détails sur ces
p-conceptions. C'est a partir de ce modele que @oess pu produire l'analyse de la
transposition didactique dont nous présentonselegitats dans la section suivante.

TRANSPOSITION DIDACTIQUE AU LYCEE EN FRANCE

Le modéle précédent nous a permis de mener ungsanfaie de la transposition didactique
de l'algorithme au lycée en France. Nous avonstpdie¥ de maniére effective différents
types de données : instructions officielles (progrees et documents ressources), manuels,
ressources pour la classe et la formation des gmaais. Nous n'entrerons pas ici dans les
détails de la mise en ceuvre du modele épistémalegpur I'analyse mais nous nous
restreindrons a présenter les résultats de ceadtgsan assortis d'exemples illustratifs.
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Outil

Mathématiques
A

Preuve Algorithmique - o
R: preuve algorithmique

L: langage mathématique
L logigue mathématique

Algorithme Mathématique - o

R: algorithme explicité
L: pseudo-code (math. + prog.)
2: preuve de |'algorithme

Algorithme Informatique - o

R: programmes
L: langage de programmation
Z: verification formelle

Objet

Preuve Algorithmique - O

R: preuve math., modéles th.
L: langage math.
¥ logigue math.

Algorithme Mathématique - O

R: preuve de |'algo. et de ses prop.
L: langage math.
% logique math.

Algorithme Informatique - O

R: vérification formelle
L: langage des math. et logique
%: logique formelle

R
Informatique

Outil €

3 Objet

Figure 3 : Résumé des éléments constitutifs dempeptions de notre modele. Les
problemes (P) relévent de I'outil ou de I'objetaghe conception décline ensuite opérateurs
(R), systeme de représentation (L) et structuresotéréle £).

Corpus de documents analysés pour saisir la transpiion didactique

Nous avons étudié la transposition du concept diglyne au lycée a travers différents
documents. L'algorithme coexistant dans la classmadthématiques et la classe d'ISN, nous
avons étudié les programmes des deux enseigneneangsudiant tous les niveaux du lycée
général en ce qui concerne les mathématiques. &a am place de I'algorithmique dans les
curriculums de mathématiques a commencé en 20@9awtasse de seconde et un document
d'accompagnement a été produit. Nous faisons Ithgise que ce document vise a préciser les
attentes curriculaires et constitue dans ce senseateur important dans le processus de
transposition, c'est pourquoi il fait partie dereotorpus. Les manuels sont un élément
souvent trés riche pour étudier la transpositiodacligue en France, ils permettent
notamment de voir comment les instructions offleelse déclinent en taches et nous
informent sur le savoir enseigné. Nous avons étdde collections completes de manuels
pour le lycée général: les collections Transmgflathan), Math'x (Didier) et Indice
(Bordas). Nous avons aussi analysé un autre typess®urces, disponible trés rapidement
apres l'introduction de l'algorithmique au lycdes ressources mises a disposition en ligne
par les IREM. Il nous a semblé important d'incldes ressources en ligne, car elles font
pleinement partie des ressources de l'enseignantai@s des groupes IREM ayant produit
ces ressources ont aussi participé a la formatoirte des enseignants a l'algorithmique,
leurs productions sont donc un indicateur utilerpoesurer la transposition didactique dans
le lycée francais.

Utilisation du modele épistémologique pour l'analys : deux exemples détaillés

Nos analyses de la transposition didactigue s'appusur le modeéle épistémologique de
conceptions présenté. Nous illustrons son utibsativant de présenter les résultats obtenus.
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Nous choisissons pour cela I'exemple du traitententia dichotomie dans le document
ressource pour la classe de secomdelans une ressource de I''REM de %on

Dichotomie dans le document ressource de mathémagtgde seconde

Dans ce document, dont I'extrait concerné est eexa la dichotomie est présentée dans le
cadre de la recherche d'un zéro d'une fonction. pfeaiére activité, le jeu du nombre a
deviner, est proposée pour introduire la dichotorlans ce jeu, il s'agit de trouver un
nombre compris entre 10 et 100, l'ordinateur répahek c'est plus » ou « c'est moins » aux
propositions du joueur. Un premier algorithme (@i, un programme-papier, au sens ou nous
le définissons plus loin) est proposé, il simule jeeieur qui choisit le nombre. La
programmation du jeu est proposée comme une prenai€tivité algorithmique. Ensuite,
I'éléve doit jouer contre le programme et essagegabner a tous les coups, c'est-a-dire en
moins de 6 essais. A ce niveau, l'algorithme enegtula stratégie de dichotomie qui doit
émerger du coté du joueur qui devine. On peut eeléas éléments de la conception en jeu
dans le tableau suivant :

Instances : le choix d'un nombre gagnant entre 10@
P | Question : Trouver ce nombre en moins de 6 essais.
(Il s'agit évidemment d'une reformulation danstégmes de notre modéle, de méme que dans la suite)

Les stratégies possibles du joueur qui chercheofebne (I'éléve) : une regle qui dit quel nombrdees

R > L
selon les réponses précédentes du programme.
Cette stratégie est srement attendue en langagantpétant donné qu'elle est formulée (et jésjfide
maniere trés informelle :

L  Unebonne stratégie conduit a Palgorithme utilisant la dichotomie. Cette méthode consiste, en choisissant 4 chaque fois la

valeur située au milien de P'intervalle en cours, 4 réduire de moitié 4 chaque fois 'amplitude de I'intervalle dans lequel se
trouve le nombre et comme 2" est égal 4 04, le dernier intervalle, sur cet exemple, est d’amplitude 1.

La citation ci-dessus montre aussi la justificatida la méthode. La réussite systématique face a
l'ordinateur constitue un autre controle de l'aiione. Notons que la preuve de l'optimalité n'ess p
Y | proposée, ni de maniére générale, ni dans ce eéisutiar d'un intervalle d'entiers de 10 & 100 dar
faudrait aussi prouver que 5 coups ne suffisenttpaiurs. On peut aussi remarquer que l'argument d
validité de l'algorithme est treés peu détaillé.
On reconnait ici la conception AM-out{conception outil de paradigme Algorithme
Mathématique) avec une structure de contrle (ass@mmale) de l'ordre de la preuve
mathématique. La conception AM-objet est-elle apsssente ? Peu de questions sont posées
sur l'algorithme lui-méme, il est simplement précis

Le choix des valeurs 10 et 100 qui encadrent leklmera trouver, ainsi que le nombre

d'essais est a mettre en débat dans la classé&eErselon le choix de ces valeurs, il sera

ou non possible de déterminer & coup sir la solec une bonne stratégie, ou on

pourra seulement optimiser les chances de gagner.
Nous dirons que le potentiel de I'algorithme dehdiomie pour vivre en tant qu'objet est
soulevé, mais qu'aucun opérateur n‘est mis engaugdudier cet algorithme. On ne peut pas
vraiment considérer que la conception AM-objet goésente. Relevons un autre point : le
programme de jeu n'a pas de role algorithmiquedaes$ cette activité, étant donné que des
éleves pourraient jouer l'un contre 'autre. Paurtarogrammer un adversaire virtuel semble
aussi considéré dans le document comme une actg@rithmique (cela releve dun
amalgame algorithme-programme).
La seconde activité sur la dichotomie est la redieed'un zéro d'une fonction par dichotomie.
En recherchant les éléments de la conception emjeabtient le tableau suivant :

1 DocumentRessources pour la classe de seconde — Algoritlen@GESCO, accessible a l'adresse :
http://cache.media.eduscol.education.fr/file/Proures/17/8/Doc_ress_algo _v25 109178.pdf
2 Document Diviser pour régner, IREM de Lyon, accessible a ['adressehttp://math.univ-

lyonl.fr/irem/IMG/pdf/diviserpourregner avec sobuts.pdf
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Instance : une fonctiohqui change de signe enaxetb.
Question : résoudriéx)=0 (sic).

Les opérateurs sont les instructions définies @pséudo-codéintroduit plus ou moins implicitement tout
au long du document ressource).

Il s'agit de cgpseudo-code
Variables
m , valeur milieu de Uintervalle « courant »
Initialisation
a et b, les bornes de Pintervalle [a ; b]
. la fonction (rappel : fchange de signe entre a et §)
Traitement
Pour i variant de 1 a 50
L m prend la valeur (a+h)/2
Si fim) et f{a) sont de méme signe alors
a prend la valeur m
sinon
b prend la valeur m

Sortie
Affiche aerb

La validité de la méthode n'est pas questionnéaill&irs, il n'est méme pas précisé que la fonction
s'annule au moins une fois (parce qu'elle seraitimaoe ou d'autres hypothéses). La structure dédlen
X | qui semble valider l'efficacité de la méthode pmouver le zéro est l'activité précédente, faiganerger la
dichotomie : « On transpose cette méthode ici stohque cette méthode n'a été validée comme dptima
gue pour une recherche parmi un intervalle de @igrsn
On est dans la conception Al-outil et la validata®n I'algorithme est absente. La conception
objet, qui pourrait apparaitre ici, étant donnéithesse de la situation, n'est touchée qu'a
travers une remarque sur la précision de la métbadenction du nombre d'itérations (c'est-
a-dire par des considérations de méthodes numeéjique

Une ressource de I'REM de Lyon

Cette ressource est a destination des enseignantformateurs a la recherche
d'approfondissements en algorithmique. Elle introlduprincipe algorithmique « diviser pour
régner » au travers de plusieurs exemples. Conueraa dichotomie, elle propose la
comparaison de deux algorithmes donnés pour lelggr@bde recherche d'un élément dans
une liste strictement croissante. Le document megee les conceptions Outils et objet du
paradigme Al, présentées et illustrées dans les @éleaux suivants.
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On peut noter tout d'abord la présence de la ctiocepl-outil :
Conception Extraits du document (illustration)

On se propose de comparer les deux algorithmes
Instance : une liste triée strictement croissanteresuivants (langage Xcas) qui ont pour objectif de

P | élémenix. chercher le rang d'un élément dans une liste @snt |
Question : Quel est le rang Belans la liste ? éléments sont supposés triés dans l'ordre strictieme
croissant.
- Xcas

sequentiel (liste ,valeur):={

local rang;

rang:=0;

tantque liste [rang]<>valeur faire
rang:=rang+1;

Algorithmes séquentiels et de dichotomie décrit
l'aide des opérateurs du langage Xcas.

ftantque;
retourne rang;

L | Langage Xcas.

XY Pas de structure de contréle évogquée dans la ressou

On note aussi la présence de la conception Al-objet
Conception Extraits du document (illustration)

Instance : un algorithme (sous forme d'LinCombien, au plus, d'itérations de la boucle miulieu lors
programme) A (instancié pour deuxi'une recherche pour chacun des deux programmesi? P
algorithmes : les recherches séquentiellsietplifier on se placera dans le cas ou le nombékEments
dichotomique d'un élément dans une liskens la liste en de la fornme=2°.
triée)
Question : Combien au plus d'itérations de
la boucle ont lieu pour une liste de taille

P2
(b) Pour la recherche dichotomique. Notomsle nombre
maximum d'itérations. Pour=1, on av;=1. Pourn=2, on a

— —2 —
Opérateurs d'ordre mathématiqﬁé_z' P_Ogm_z 0N av=3... A
. ! urn=2", les sous-listes contiennent au plfi$ @léments. On
R | (recherche du pire des cas, étude & b -1 : .
suites...) adoncw,” < 1+v," (croissance de la suite,)).

On en déduib,” < p+v; c'est-a-dire,<1+log(n).
Pourn quelconque. On an<2’ ot I'on a pos@=[log,(n)]. On
a dona, < v,° < 1+p. Soito, < 1+[logy(N)].

L  Langage mathématique et langage naturel.

Raisonnements et outils de logiq@n a donc [...] On en déduit [...] Poarquelconque [...] On
¥ mathématiques valident [I'action ddsnc

opérateurs sur l'algorithme.
Les aspects outil et objet sont donc présents detites ressource et on les repere a la fois par
les problémes abordés (reformulés ici dans notleeganais aussi les opérateurs et contrbles
mis en jeu. Dans cet extrait, c'est surtout autteuta complexité que l'algorithme existe en
tant qu'objet. L'optimalité de l'algorithme de reathe dichotomique n'est pas évoqué ici bien
gue les questions se centrent sur la complexité.

o))

Vers une application du modele dans l'analyse dessources

Ces deux extraits, sur le méme theme de la dichefomontrent deux conceptions de
l'algorithme différentes, I'une centrée sur I'quddns Al et AM, l'autre mettant en jeu outil et
objet, plutét dans Al. Ce résultat n'est pas sugme étant donné que les deux ressources
n‘ont pas le méme objectif ni le méme public. Cepeah on peut relever qu‘aucun des deux
ne traite l'optimalité de la méthode dichotomiqaegile cas étudié.
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On voit bien dans les deux extraits de ressourékcttonnés comment notre modéle de
conceptions guide l'analyse, en mettant l'accentesuproblémes soulevés mais aussi sur la
présence ou non d'opérateurs et de contrdles et dawactéristiques. C'est ainsi que nous
avons pu produire les analyses dont les résubbatspsésentés maintenant.

Savoir a enseigner en algorithmique au lycée : deuxanspositions bien distinctes

En étudiant les programmes proposés en mathémsatejuen ISN, nous pouvons prendre la
mesure de la distance entre les deux transpositions

Dans le curriculum de mathématiques du lycée

En mathématiques, I'algorithmique est présenteadeetonde a la terminale dans toutes les
voies générales. On retrouve, dans chacun desgmnoggs officiels, le méme paragraphe
d'algorithmique déclinant les mémes objectifs pleulycée. Dans le détail des contenus de
chaque année, on retrouve différents algorithmesids explicitement ou le travail explicite
de l'algorithmique a certains moments. Le docund&atcompagnement de seconde explicite
les type d'activités attendues en algorithmiquiesthoix d'utilisation et de présentation des
algorithmes. Nos remarques les plus importantexasirinstructions officielles, c'est-a-dire
sur le savoir a enseigner, sont les suivantes :

- Le concept d’algorithme ne fait pas I'objet d'ueéirdtion dans ces curriculums.

- L'algorithmique y est présentée comme une démarche.

- Les concepts d'algorithme et de programme sonpgeslistingués, voire confondus.

- L'algorithme est uniqguement présenté sous son aspgic

- L'activité autour des algorithmes est assez sousdshiite a une activité langagiére,

dans le but de produire un programme.

- Le systeme de représentation principal et trés mtaij@ est Al.
Ces reésultats montrent une premiere étape de bsitism didactigue de I'algorithme
montrant une distance avec le concept tel que Femns étudié plus haut. Les figures 4 et 5
présentent des extraits des instructions offi@gdllastrant nos analyses.

La grille ci-dessous peut donner quelques éléments en ce sens, non limitatifs il va de soi, et on adaptera ce questionnement
aux situations effectivement rencontrées.

[Critere Excellent IBon Moyen Insuffisant

Respect des bons usages |Aucune erreur De petits détails sont  |Des détails manquent, Ne répond pas au

Le but visé par P'algorithme négligés. |mais le programme tente |probléme posé.

est explicité, et des com- Le but est difficile 2 dé- |quand méme d’accomplir |Objectif impossible

|mentaires précisent le dé- terminer ses fonctions essentielles. |a déterminer

roulement. Les variables

ont des noms bien choisis.

|Correction du code : Fonctionne correc- |Fonctionne pour des Echoue pour des données [Echoue pour des

L’algorithme fonctionne.  |tement dans tous  |données (entrées) stan- |(entrées) standard, mais  |données (entrées)

|les cas. dard mais échecs mi-  |pour une raison mineure. |standard, pour une

neurs sur des cas parti- raison importante.
culiers.

Interface utilisateur : Aucune faute 1-3 fautes mineures Plus de trois fautes mi-  |Plus d’une faute ma-

(entrées, sorties) neures ou une faute ma- |jeure

Elle est claire et commode. Jjeure

Figure 4 : Grille d'évaluation des algorithmes pagge dans le document d'accompagnement
de seconde, on n'y retrouve que des critéres felatia maitrise du langage de
programmation et aux bonnes pratiques de progrananat

Dans le curriculum d'Informatique et Sciences du Kwerique
Les instructions officielles de l'enseignement deectalité de terminale scientifique

Informatique et Sciences du Numérique (ISN) montiame transposition bien différente.
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Méme s'il s'agit d'un enseignement uniquement aindgion d'éleves de terminale

scientifique, on reléve des éléments qui vont da-deine question de difficulté conceptuelle

mais bien de choix de transposition didactique dljet, dont atteste la figure 5 :

Une définition d'algorithme, assez proche de cglie nous avons rapportée, est

donnée dans le programme.

L'algorithmique est présentée comme une brancieftematique.

La distinction est faite, dans le savoir a enseigametre algorithme et programme.

L'algorithme est présent a la fois comme outil@hme objet (par exemple, par une

référence a la notion de complexité).

L'algorithmique n'est pas restreinte a la progrationa certains algorithmes sont

explicitement mentionnés comme trop complexes [@g programmés par I'éleve

mais dont les principes doivent étre connus.

Comme corollaire de cela, on retrouve les systateagprésentation Al et AM.

On retrouve donc ici des choix curriculaires guitfentrevoir un positionnement vis-a-vis de

l'algorithmique trés différent du précédent. Il pem€me sembler, & premiere vue, paradoxal

de retrouver ici certains éléments que nous aurjpngdt attendus en mathématiques,

notamment les algorithmes non restreints a la progration, la présence du paradigme AM,

ou une définition du concept d'algorithme.
Informatique et Sciences du Numérique

Le programme est construit autour de quatre part
représentation de l'information,algorithmique,
langages et programmation, architectures matésiel

Mathématiques

iés démarche algorithmique est, depuis les origine
une composante essentielle de I'activité mathéomat

14...]

2

iq

une

[...]

Un algorithme se définit comme une méthod
opérationnelle permettant de résoudre, en un no
fini d'étapes clairement spécifiées, toutes lemimes
d'un probléme donné. Cette méthode peut
exécutée par une machine ou par une personne.

[...]

Ce qui est proposé dans le programme est
dormalisation en langage naturel propre a donreer

nmdbreaduction sur une calculatrice ou a l'aide d

logiciel. Il s'agit de familiariser les éléves avies
&rands principes d'organisation d'un algorithm
gestion des entrées-sorties, affectation d'uneuvat
mise en forme d'un calcul. [...]

un

On présente simultanément les notions d'algoriteté\ I'occasion de I'écriture d'algorithmes et de tpeti
de programmeuis on les distingue...] programmes, il convient de donner aux éléves de
L'objectif est une compréhension de ces algorithnesines habitudes degueur et de les entrainer aux
et la capacité a la mettre en ceuvre. pratigues systématiques de vérification et d
contrdle.

Figure 5 : Extraits des programmes de mathématigi@slSN, des choix de transpositions
didactiques trés distincts apparaissent (mis ersgrar nous).

e

Une analyse plus approfondie de la transposition dactique en mathématiques

Le travail d'analyse de la transposition didactigieel'algorithme dans I'enseignement de

mathématiques du lycée francais, soutenu par leelaagpistémologique développé, nous a
permis de dégager plusieurs indicateurs relatifseaoir enseigné. Ce que I'on retrouve dans
les ressources et manuels est en totale contiaui#é ce que proposent les programmes.
L'algorithme est essentiellement traité comme util,0dle systéme de représentation tres

majoritaire est Al et l'activité est tres souventldrdre de la traduction dans un langage de
programmation comme l'attestent les exemples tiguee 6 ci-dessous.

En ce qui concerne les ressources des IREM, ildetinguer deux types de ressources : des
ressources pour la classe et des ressources pdomration des enseignants. La figure 7

montre la prédominance, pour la classe, d'activitésprogrammation et mettant en jeu

I'algorithme uniqguement comme outil.
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v o e
; g—
i ALGORITHMIQUE @ neE

i 1. Créer un algorithme qui demande deux réelsa et b et
a ALGORTHESCIIE i quiaffiche quel est le plus grand des deux nombres
1. Ecrire un algorithme qui permet de calculer l'aire d'un a+b ot el
rectangle en entrant ses dimensions. i P=e 2 etig= A
2. Le programmer sur un logiciel ou une calculatrice. i 2. Programmer cet algorithme et le faire tourner pour

différentes valeurs de a et b. Que conjecture-t-on ?

Figure 6 : Deux exercices d'algorithmique. Manudisth'x (Didier) seconde et terminale S :
Des taches de traduction de formules mathématidaes un langage de programmation.

Pour enseighants

Pour la classe

prog.

o : algorithme outil

0-0 : algorithme outil et objet

prog. : programmation
Figure 7 : Répartition des ressources en algorittme en ligne des IREM, entre ressources
pour la classe et ressources pour la formationeeseignants et statut de I'algorithme dans
ces ressources. Prédominance de l'algorithme ettle la programmation pour la classe.

L'algorithme, comme objet, n‘apparait pratiquenugret dans les ressources pour la formation
des enseignants. L'exemple de la figure 8 montghéaomeéne, en réservant aux enseignants
les questions ou l'algorithme est objet : les peees questions portent sur la construction et
l'implémentation d'algorithmes (on est dans I'puiimme indiqué sur la figure) et les deux
dernieres questions, mettant en jeu l'algorithnmme objet via la complexité (recherche
d'instances induisant un certain comportementaligolithme et optimalité de l'algorithme),
font I'objet d'une suggestion de ne pas les propaseéleves.
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7.1 Je cherche un nombre entre 1 et 1000

Prérequis algo : Instructions conditionnelles et boucles conditionnelles.

Prérequis math : Mathématiques du college. Récurrence pour la preuve de la derniere question.
Ce jeu se joue a deux joueurs A et B. Le joueur A choisit secréetement un nombre cible compris
strictement entre 1 et 1000. Le joueur B doit deviner ce nombre en faisant le minimum de
propositions. A chaque proposition du joueur B, le joueur A répond par < le nombre cherché
est plus grand >, < le nombre cherché est plus petit » ou « bravo, vous avez gagné > selon la
position de la proposition par rapport a la cible a atteindre.

Exercice 1 :
Le but de cet exercice est de jouer contre 'ordinateur.
Question 1 — Proposer un algorithme pour que l'ordinateur tienne le role du joueur A. —
Question 2 — Programmer et tester cet algorithme en langage Python. On utilisera les ins- g
tructions suivantes : o
from random import * // pour importer la librairie g
randrange (1000) // pour tirer un nombre entre 1 et 1000 =
o
[...] =
. 4 . . <
Question 5 — Ecrire et tester cet algorithme en langage Python.
Question 6 — Quels sont les nombres a choisir pour que 'ordinateur trouve la solution en au £
moins 9 coups ? S
Question 7 — Montrer que l'algorithme <« optimum > permet de toujours trouver l’entier en ]
au plus 10 essais. [...] o
e < O

Remarque — Dans une situation pour la classe, on utilisera les mémes exercices sans les
questions 6 et 7.
Figure 8 : Extrait d'une ressource pour la formatides enseignants de I'lREM de Grenoble.
Les questions 1 a 5 mettent en jeu l'algorithmd,qauis dans les questions 6 et 7
I'algorithme devient objet. La remarque finale mrenine restriction de I'algorithme objet a
la seule formation des enseignants (annotationsoaedpar nous).

Trois concepts didactiques pour éclairer la transpsition didactique

L'analyse des ressources nous a amenés a propasecdncepts didactiques, témoins des
phénomeénes de transposition didactiqgue en jeuaretct@ristigues de ce que l'on retrouve
dans lI'ensemble des ressources pour le lycée ésudié

Programme-papier

Nous avons appelé programme-papier le fait de ptésdes algorithmes comme des
programmes (au niveau de la forme) et dans lesgbaia que I'on ne soit pas sur une
machine, on se soucie de points liés a l'impléntientaet a la machine. La figure 9 donne
deux exemples de tels programmes-papiers. CessdBjmbignent d'une activité concentrée
sur le systeme de représentation Al, sur l'actiaigorithmique restreinte a une activité
langagiere et, souvent, & un amalgame entre progeash algorithme.

Variables VARIABLES: @, b, x, y nombres
XA, YA, XB, VB, X1, VI i e
Entrées ENTREES : Saisir a, b, x
Saisir x5, ya, X8, VB TRAITEMENT ET SORTIES :
Traitement y prend la valeur ax + b— 1/x

x; prend la valeur (x,+Xxg)/2

yi prend la valeur (y,+yg)/2 Si y=0 Alors :

Sorties Afﬁcher « solution » :
Afficher x; , y Sinon afficher « pas solution »
Afficher les points A,B,I dans la fenétre graphique. FinSi

Figure 9 : Deux programmes-papier issus du docurde&micompagnement de seconde et du
manuel Math'x (Didier) premiére S. On retrouve dEsnents de saisies, d'affichage de texte
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a I'écran ou de points dans un fenétre graphique

Algorithme-instancié

Un algorithme-instancié est I'expression d'un allgore dont les variables représentant
I'entrée ont été remplacées par des valeurs psetisealgorithme-instancié est a mi-chemin
entre un algorithme et son exécution sur une igstaba figure 10 donne deux exemples
d'algorithmes-instanciés. Ces objets posent unlgmub didactique vis-a-vis des relations
algorithme-probléme et algorithme-preuve, puisquiers'intéresse qu'a une instance donnée
du probleme. Quelle généralité représente la méthl#trite ? Comment montre-t-on que
I'algorithme répond correctement a toutes les msta s'il n'y en a qu'une ? Si lI'on décrit une
méthode générale erronée sur une instance pouellagie résultat obtenu est valide,
comment rejeter cette méthode ?

début
Donner a res la valeur 1

Effacer I’écran pour i de 1 a 10 faire

Tant que S est strictement inférieur a 8000 | Donner a res la valeur res * i
Remplacer S par $*1,02 fin
Augmenter N de 1 -
Afficher N et § | Hicher res

Fin du Tant Que

Mettre 5000 dans S
Mettre 0 dans N

Algorithme 7 : Factorielle "Pour"

Figure 10 : Deux algorithmes-instanciés issus dauhoent d'accompagnement de seconde et
des ressources des IREM. On ne peut pas différecesegprocédures d'autres, erronées, qui
donneraient le méme résultat (N=24 pour le prenaiteres=3628800 pour le second).

La présence d'algorithmes-instanciés est témomediansposition didactique ou l'algorithme
est restreint a un outil ou a une formulation g d'une méthode de résolution et ou la
notion d'instance est mise de cé6té.

Programme de modélisation-simulation

Nous avons appelé programme de modélisation-simnlatexpression d'une méthode
systématique visant a simuler un phénoméne ou welmaonné de ce phénoméne. Il peut
s'agir de simuler un jeu, une machine, une expeésiean modéle de comportement d’un
appareil, etc. Il ne s'agit pas d'algorithme aussain nous les avons définis, et il n'est pas
possible d'exprimer le probleme dont ces programrdes modélisations-simulations
résoudraient un ensemble d'instances. Ces objatsggent d'un amalgame entre algorithme
et programme, car il s'agit uniquement ici de fag@liser une ou plusieurs simulations pour,
en général, conjecturer une propriété. La figureldinent deux exemples de tels objets.

a’  ALGORITHMIGUE

Un sac contient trois jetons : 'un est rouge, l'autre est
noir et le troisiéme, bicolore, a une face rouge et une face
naire.

Face cachée

1. On tire au hasard un jeton et on ne regarde qu'une
seule face : elle est noire.

Quelle est la probabilité d'avoir en main le jeton

noir ? e jeton bicolore ? le jeton rouge ?

2. a. Prograrmer un algorithme simulant 2 500
réalisations de la situation précédemment décrite et faire
afficher la fréquence d‘apparition de Fissue (n; n) parmi
les issues commencant par n.

b. Les fréquences fournies confortent-elles les
probabilités calculées a la question 1. 7

W |VARIABLES
|l:x EST DU TYPE NOMERE
n EST_DU_TYPE NOMEBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
n PREND_LA VALEUR O
ﬂix PREND_LA VALEUR randem()
W TANT_QUE (x=<0.5) FAIRE
DEBUT_TANT QUE
n PREND_LA VALEUR n+1
% PREND_LA_VALEUR random()
FIN_TANT QUE
AFFICHER "Paul le poulpe s'est trompé au match n®"
= FIN_ALGORITHME
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Figure 11 : Deux programmes de modélisation-simaiaissus du manuel Math'x (Didier)
terminale S et des ressources des IREM. Il s'apita simuler des expériences aléatoires.

La présence de ces trois objets, programme-paggorithmes-instanciés et programmes de
modélisation-simulation dans les ressources polycte soutien les résultats de I'étude de la
transposition didactique que nous avons présehiéshpaut.

VERS DES SITUATIONS POUR L' ALGORITHME

Sur la base du modele épistémologique présent@égegunent, nous pouvons proposer une
caractérisation des problemes susceptibles de ipeodies situations d'apprentissage riches en
algorithmique. Les critéres que nous proposons|ssrguivants :
- Le probléme doit faire partie des probléemes pogquét l'algorithme est outil de
résolution, et mettre en jeu une famille d'instance
« Le concept d'algorithme doit étre indispensableaardsolution (il n'y a pas de
résolution ne nécessitant pas d'algorithme).
- Le probleme souleve des questions dans lesquigllgsrithme est objet.
Nous ajoutons deux critéres non nécessaires maastapt un enrichissement :
- Larésolution du probléme peut mettre en jeu plusisystémes de représentation.
- Le probleme souleve de nouveaux problemes qui peuvétre résolus
algorithmiquement.

Un probléme de pesées

Nous proposons le probleme suivant pour réponthecaractérisation précédente.
Probléemes des fausses pieces :
Dans un ensemble de piéces indiscernables se todes fausses piéces. Les vraies
piéces pésent toutes le méme poids, les fausssisnaais leur poids est différent de celui
des vraies. A l'aide d'une balance Roberval a gateaux, peut-on retrouver les fausses
pieces ? Si oui, quelle est la méthode qui perrades retrouver en effectuant le moins
de pesées possible ?
Plusieurs variantes peuvent étre étudiées seldnycuune ou au moins une fausse piece, ou
selon que I'on sait si les fausses pieces sontiéd@ses ou plus lourdes que les vraies ou non.
L'étude mathématique et didactique de ce problem@& anenée dans (Modeste, Gravier, &
Ouvrier-Buffet, 2010). Cette analyse révele queptebleme répond bien aux critéres
suivants :
- Le probleme se résout algorithmiquement.
« Le concept d’algorithme est essentiel a la résmhuti
- Il souléve des questions ou lalgorithme est olj@mplexité, comparaison,
optimalité).
- Il peut mettre en jeu les systemes de représentBitoet AM.
- Il souleve un ensemble de problemes algorithmiqueméesolubles ou pour lesquel on
peut chercher des algorithmes.
Ce probléme permet de mettre en jeu une dialectigiiéobjet. Le fait qu'il s'agisse d'un
probleme d'optimisation est un facteur importamtsdeette perspective.
Des expérimentations ont été menées pour constlanrayse a priori (Brousseau, 1998) de
cette situation, sont aussi présentées dans (Modest., 2010) et ont montré l'intérét de ce
probleme. Le travail de thése propose aussi uteedis problémes a expérimenter.

CONCLUSION

Ce travail de thése permis la construction d'un e@mdépistémologique du concept
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d’algorithme, prenant en compte le savoir savanimathématiques et en informatique. Le
modele produit a été validé et renforcé par coréitbon aux conceptions de chercheurs.

Ce modéle s'est avéré pertinent et efficace pautigdtla transposition didactique du concept
au lycée en France, en permettant d'analyser dseuees de différentes formes et aux
objectifs variés. Cela permet de révéler une trasiipn partielle, concentrée sur une activité
langagiere a visée de programmation et limitanbglement 'algorithme a son aspect outil.

Le modeéle permet aussi de proposer une caracténigsids problemes ayant du potentiel pour
I'apprentissage de l'algorithme, de proposer depielblemes et d'apporter des éléments, a la
fois pour guider leur analyse mathématique maisigqumur développer leur expérimentation
et leur analyse a priori.

Perspectives

Ce travail offre des perspectives pour proposexpérimenter des activités en algorithmique
et développer des ressources pour la classe. Lelenpdoposé (ainsi que les concepts de
programme-papier, algorithme-instancié, et programie modélisation-simulation) peut
fournir des éléments pertinents pour la formationtioiue et initiale des enseignants, dans un
cadre ou les liens entre mathématiques et infoquatseront certainement de plus en plus
présents dans les curriculums. Enfin, plus générate, le travail mené montre l'importance
de prendre en charge les interactions et les ctséefa frontiere entre mathématiques et
informatique, a la fois dans l'enseignement deshémaatiques mais aussi dans la recherche
en didactigue des sciences mathématique et infayueatC'est un axe de recherche que nous
souhaitons développer, dans la continuité du trgvésente ici.
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ANNEXE
Extrait de : Rssources pour la classe de seconde — Algorithm@G&SCO, pp. 25-26 :

4 / Recherche de solution d’équation et d’extremum
a. La dichotomie

On se donne une fonction qui change de signe entre @ et £ Résoudre I'équation fx)=(0.

De nombreuses situations abordées dans I'année donneront lieu a la résolution graphique, numérique ou algébrique d’équa-
tions et d’inéquations.

Face a la muluplicité de ces problémes, un algorithme automatisant cette tiche est légitime. Evidemment de nombreux outils
logiciels intégrent les fonctionnalités numériques ou formelles permettant cette résolution.

Algorithme 5 : jeu du nombre a deviner
Ce texte propose la programmation d'un petit jeu sur calculatrice, avant d"aborder la dichotomie.
Programmer un jeu : deviner le nombre en six essais.

On demande a atilisateur de deviner en moins de six essais un nombre tiré au hasard entre 10 er 100.

On lui indique a chaque fois si le nombre proposé est supérieur ou inférieur au nombre cherché. Sans stratégie, il est difficile
d’y parvenir.
Le choix des valeurs 10 et 100 qui encadrent le nombre i trouver, ainsi que le nombre d’essais est 4 mettre en débar dans la
classe. En effet, selon le choix de ces valeurs, il sera ou non possible de déterminer 4 coup sir la solution avec une bonne
stratégie, ou on pourra seulement optimiser les chances de gagner.
Variables

N nombre choisi par Pudilisateur
Initialisation

S, un nombre entier au hasard entre 10 et 100
essal prend la valeur 1

Traitement
Tant que essal est inférieur ou égala 6
Saisir N
Si N est supérieur a 5 alors
|_ Affiche « c’est moins »
Si N est inférieur a 5
Affiche « c’est plus »
Si n=5 alors
Affiche « gagné »
fin de programme
essal prend la valeur essait+1
Sortie

Affiche « perdu »

Une bonne stratégie conduit a Ialgorithme utilisant la dichotomie. Cette méthode consiste, en choisissant a chaque fois la
valeur située au milieu de intervalle en cours, 4 réduire de moitié 4 chaque fois Famplitude de Pintervalle dans lequel se
trouve le nombre et comme 2° est égal 4 64, le dernier intervalle, sur cet exemple, est d'amplitude 1.

Algorithme 6 : recherche d’un zéro par dichotomie
On transpose cette méthode icl. Cela donne Palgorithme suivant :

Variables
m , valeur milieu de U'intervalle « courant »
Initialisation
a et b, les bornes de Uintervalle [a ; b]
[ la foncdon (rappel : fchange de signe entre a et b)
Traitement
Pour i variant de 1 a 50
m prend la valeur (a+D)/2
Si flm) et f(a) sont de méme signe alors
a prend la valeur m
sinon
I_ b prend la valeur m

Sortie
Affiche a et b

Remarque :

Les variables « et & changent de valeur au fur et 4 mesure de Pexécution de la boucle. Comme on exécute 50 fois celle-ci la
largeur de intervalle initial est divisé par 2% (environ 10%), ce qui donne un bon encadrement de la valeur cherchée.
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