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Résumé

Ce travail s’inscrit dans la lignée de nos précé&demavaux sur les définitions en
mathématiques. L'enjeu était de parvenir a une hsaddn épistémologique compléete de
l'activité de définition, avec une explicitation die dialectique entre définition et preuve ;
et cela, bien sdr, dans une perspective didactejueu de concevoir, analyser et transmettre
de situations de construction de définitions.

Dans ce texte, un rapide panorama de I'ensembletrdgaux de recherche traitant de
l'activité de définition, travaux souvent disjoingt sollicitant des cadres théoriques tres
différents, permettra de souligner les manquest@miologique et didactique) sur la question.
La modeélisation de référence de I'activité de d&bn, suivant quatre composantes que nous
présenterons ici de maniére synthétique, s’appuiglas expérimentations et entretiens avec
des mathématiciens.

Les perspectives de recherche de ce travail seraittia trois niveaux : épistémologique,
théorique, et didactique. En arriere-fond de cedttherche, nous retrouverons une question
maintenant d’actualité dans notre communauté e agl 'enseignement des mathématiques
discretes et de sa didactique.

Mots clés
Epistémologie, didactique des mathématiques, &&tdé définition, preuve, mathématiciens,
mathématiques discretes

PROLOGUE —QUE PEUT ETRE UNE ACTIVITE DE DEFINITION ?

Pour introduire le questionnement sur les défingieen mathématiques et la facon dont
celles-ci sont produites dans la sphere savantes albons utiliser un exemple en géomeétrie.
Cet exemple nous permettra de souligner un prosgaspre a I'activité mathématique que
nous appellerons par la suite « activité de débimip.

La convexité: un concept doté de fortes potentidés mathématiques et
didactiques

Nous utiliserons ici les apports historiques de gBer (2009, chapitre VII) et les

problématiques qu’il propose pour montrer I'impaxta de la convexité et de ses définitions.
Le concept de convexité, transdisciplinaire a éedon Berger (2009), peu défini jusqu’'a
Minkowski (XIX-XXeme). En effet, les problemes pé&tant cette période étaient trop
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difficiles pour I'époque, les outils pas assez paigs. La demande de définition du concept
de convexité est alors devenue forte du coté delyge harmonique (prise en compte de la
dimension infinie), du calcul des probabilités, det la programmation linéaire, avec des

implications en géométrie (nouvelles caractérisatides ellipses) et en théorie des nombres,
mais pas seulement (en physique également, daesdade moitié du XXeme).

Il est possible d’engager une recherche sur leamire convexité, simple d’apparence et de
premiere approche, et de définir des opérationteswsonvexes. Trois types de considérations
de la convexité sont proposés par Berger (2009) :

- la section d’un convexe par un sous-espace aftiest(encore un convexe) : cette
étude génére de multiples résultats, difficultéssetprises, méme pour les
convexes les plus simples ;

- les symétrisations (de Steiner, de Schwarz), gésgwent la convexité et qui
permettent d’appréhender des questionnements exiqpiey;

- I'addition de Minkowski : on essaie ici de faire dalgebre sur les convexes en
définissant la somme de deux convexes d’'un mémacespffine, somme qui
semble avoir un effet « régularisant », mais gquhea elle aussi, de nombreux
phénomenes.

De ces directions de travail et de différentes |@mlatiques proposées dans Berger (2009), la
guestion en fait transversale de la « méchancdtan>convexe ressort : elle revient a juger
du défaut d’étre rond. A partir de la caractérmatile la « méchanceté d’un convexe », les
mathématiciens ont travaillé principalement surtepuariteres (ellipse de John Loewner,
rapport aréolaire, inégalité isopérimétrique ineengroduit aréolaire) selon le processus de
recherche suivant, processus impliquant clairemamd activité de définition : définir
differemment des degrés de meéchanceté d’'un convegiliser des résultats connus,
mobiliser la dualité, changer de dimension, et g&meée nouveaux problemes.

Il ressort de ce rapide historique impliquant leapt de convexité des intéréts reconnus par
les mathématiciens (simplicité et puissance du @pinade convexité, applications en
mathématiques et en physique), et des perspediivélgires en didactique : le concept est en
effet facile d’accés (au moins au niveau des remtésions que I'on peut en proposer), les
énoncés sont simples a présenter. De plus, cegpudevent des questions encore non
résolues en mathématiques, impliquent de nouveangepts a définir, ainsi que des preuves
problématiques qui elles-mémes reposent des questie définitions de concepts déja
connus.

1. INTRODUCTION ET QUESTIONNEMENTS

1.1. Contexte général de la recherche

Le travail présenté ici est dans la continuité de précédents travaux sur la définition en
mathématiques (Ouvrier-Buffet, 2003), avec un egr@an épistémologique inscrit dans les
mathématiques discretes, et dans les SIRC (Sihgate Recherche pour la Classe - Grenier
& Payan, 2003). Dans ce cadre impliquant didacigiet mathématiciens discrets, notre
recherche s’est intéressée plus particulieremenmt alément de l'activité mathématique : la
construction de définitions, activité pratiquéeretonnue par les mathématiciens. L'idée
directrice était d’accéder a la formation de comsepa la construction de définitions. II
s’agissait ainsi de baliser la construction de epis par différents « niveaux » de définition
et d'étudier le processus consistant a faire évoliee que nous pourrions appeler des
définitions intermédiaires. Cette recherche a égaifg pris une forte orientation du cété de
l'articulation entre le processus de preuve eticdki définition. Ce travail nous permet
aujourd’hui de proposer une nouvelle voie d’entsée la construction de concepts dans
'enseignement.
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L’acces au concept transversal de définition etaétiVité heuristique de construction de
définitions dans la pratique du chercheur s’estéeémplexe car le processus de génération
de concepts et de définitions appartient a la spipéivée du mathématicien. Dorénavant,
nous entendrons par « activité de définition » faatcessus impliquant la construction de
définitions, de I'amorce de la résolution d’un pesbe a la construction formelle de théories.
Nous parlerons ainsi d’activité de définition et giiations de construction de définitions :
il sera toujours question d’'une construction réed#éedéfinitions.

1.2. Intéréts et apports de I'étude de I'activité de dahition

Placer les définitions au centre d’'une activité mdatatique de construction de connaissances
et de preuve s’est révelé pertinent et produadiédx niveaux (au moins).

- Le premier niveau est bien sdr d'ordre épist@miojue : la construction de
définitions est 'une des composantes de I'actiditéchercheur. Certains chercheurs se sont
penchés sur la caractérisation des heuristiquattietdes des mathématiciens (par exemple :
Burton, 2004 ; Carlson & Bloom, 2005 ; Gardes, 208¢hoenfeld, 1985 ; Weber, 2008).
Tous soulignent la difficulté a faire émerger lewlicites de la pratigue des mathématiciens.
Aucun de ces travaux ne porte sur une modélisaifattive du processus de définition, ni
sur l'explicitation de la dialectique entre I'élabtion d’'une preuve et la génération de
définitions. Il y avait donc un réel enjeu dansphcitation de l'activité de définition, au
niveau épistémologique.

- Le second niveau est d’ordre didactique : lecpssus de définition a été tres peu
investigué en tant que tel dans la communauté tilipleec internationale. L'étude méme de
l'activité de définition occupe en fait une placisadete, mais récurrente dans les travaux
internationaux, depuis les années 90 : déja sadigrar Mariotti & Fischbein en 1997, elle
apparait aujourd’hui dans des travaux plus récamtsme une ouverture pour appréhender les
concepts mathématiques, dans une nouvelle pergpeattnseignement. Nous avons réalisé
une synthese critique des travaux existants, sgathai n’existait pas encore a ce jour dans la
littérature internationale (Ouvrier-Buffet, 201Bartie 11). Nous avons ainsi mis en évidence
les invariants dans ces études relatifs aux cosampthématiques retenus et aux types de
situations expérimentées, mais aussi les élémentim@nts pour enrichir la modélisation que
nous proposons de l'activité de définition, notammau niveau des cadres théoriques et
méthodologies didactiques. Nos travaux épistémaqlag et nos analyses didactiques ont
permis de modeéliser I'activité heuristigue de diéifim en mathématiques et de montrer
I'efficacité de cette modélisation a trois niveauxlle permet en effet de concevoir des
situations impliquant la construction de définispde présenter une analyseriori orientée
sur l'activité de définition et la construction dencepts, de baliser et d’analyser le processus
de formation de concept des étudiants et ainsitidiper la gestion de situations impliquant
une telle activité de construction de définitiobes expérimentations ont été essentiellement
conduites avec des étudiants de premiére annéavefgite, et ouvrent de réelles perspectives
pour I'enseignement des mathématiques dans leisupémais aussi pour le secondaire et la
formation des enseignants.

1.3. Questionnements épistémologique et didactique, méitiologie

L’enjeu a été de parvenir a une modélisation presas sources au hiveau épistémologique,
mettant en évidence la dialectique entre I'actidéédéfinition et I'activité de preuve, et cela
dans une perspective didactique (conception, amabts transmission de situations de
définition). A cette fin, nous avons exploité etiaré deux axes : un axe de recherche au
niveau épistémologique et un axe de recherchevaawididactique.

Au niveau épistémologiquela question de recherche était la suivante : cemirmodeéliser
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I'activité mathématique de définition au sein dectivité mathématique ?

Plusieurs points d’appui ont servi notre étudecetsnavons exploré différents axes de travail.
Nous avons tout d’abord analysé et modélisé leatrale Lakatos (1961, 1976) : celui-ci
propose en effet une explicitation de la démaraheetherche en mathématiques, avec un
focus sur le processus de définition et de formatie concepts. Ce travail épistémologique,
basé sur deux exemples de réécriture historigu®uigtruction de concepts, devait étre étudié
de maniere spécifique afin de mettre en évidencenathir la description de I'activité de
définition en mathématiques proposée par Lakat®81(11976).

Nous avons montré dans (Ouvrier-Buffet, 2013) doetil théorique des conceptions (celui
de Balacheff, 1995) permettait de structurer, dnriet rendre opérationnels les apports de
Lakatos. Nous avons ainsi modeélisé ce que noussasppelé la conception lakatosienne
(Lakatos étant le représentant principal de cetbeception). Les autres référents
epistémologiques retenus dans nos travaux, poedac@ un spectre complet de I'activité de
définition, sont Aristote (dimension langagiere leigicienne) et Popper (dimension
axiomatique et construction de théories). Nousemions ci-apres (83.3) sur ces trois
conceptions qui représentent la premiere composi#nteotre modélisation de I'activité de
définition.

Nous avons également relié l'activité de définitim processus de preuve. La dialectique
définition-preuve est difficle a caractériser dams pratique d’'une recherche en
mathématiques. Une analyse de I'activité des cleeirshvia des entretiens a été conduite pour
approfondir cet aspect et l'intégrer dans notre @iedtion de I'activité de définition.
Les résultats de ce travail seront présentés agmmhe 3.4 via la deuxieme composante, a
savoir les quatre moments de I'activité de défomiti

Par ailleurs, nous avons cherché a caractériseypes de situations mathématiques et les
types de concepts « se prétant mieux » a une t@ctiei définition et a décrire les processus
définissants possibles. Les types de probléemesaqitmnt une activité de définition ont fait
'objet d’'une recherche spécifique (Ouvrier-Buff@Q13 ; partie Ill) et seront listés au
paragraphe 3.5, constituant la troisieme composintetre modélisation.

Au niveau didactique une double question de recherche découlant tiaiment de I'étude
épistémologique était la suivante : comment remuvre modélisation épistémologique
appropriée (choix, portée, limites) pour un usagiadatique et quelles sont les nouvelles
perspectives didactiques apportées par cette nsatiéh ?

Au niveau de la modélisation théorique, il a ét&€asdaire de considérer le niveau des
K conceptions (Balacheff & Margolinas, 2005) et ueeééfinition des probléemes. Nous
reviendrons sur ces aspects théoriques ci-aprésis Nwons di adapter ces éléments
théoriques pour I'étude du concept de définitiomntda transversalité posait probleme. Les
résultats expérimentaux existants, montrant encpdigr la faisabilité de la mise en ceuvre de
situations impliquant une activité de définitiondidférents niveaux de I'enseignement et de
la formation des enseignants), ont également geyur une validation extrinséque de la
modélisation. La pertinence de la modélisation figde a été éprouvée au niveau
expérimental (voir par exemple Ouvrier-Buffet, 2plgét a démontré [lintérét de
lenrichissement nécessaire du modeéle (Ouvrierd@uff 2012) développé dans
(Ouvrier-Buffet, 2013 ; partie Ill). La quatriemeroposante de notre modélisation présente
une méthodologie pour concevoir et analyser destsins impliquant une activité de
définition : elle sera présentée au paragraphe 3.6.
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2. PANORAMA CRITIQUE DES TRAVAUX EXISTANTS SUR L 'ACTIVITE DE
DEFINITION

L’'un des apports de notre recherche réside darsagerama. Il existe en effet des études

disjointes impliqguant l'activit¢ de définition en athématiques, mobilisant des cadres

théoriques différents. Il était donc normal de tefroger sur la portée de ses cadres et sur les
interrelations possibles. Nous en reprenons icipl@scipaux résultats, sans revenir sur la

description méme des cadres théoriques. Le panocamalet est présenté dans la note de

synthése (Ouvrier-Buffet, 2013), ainsi que la méseévidence des interrelations entre les

travaux existants.

2.1. Trois types de recherche

Notre analyse critique a permis de souligner destpale convergence et a mis en évidence
trois types de recherches :
1) Des reprises récurrentes du travail épistémglegde Lakatos (1976) qui apparait
comme prédominant. Dans ces travaux cependantpaunodélisation ni critique de
I'utilisation didactique de Lakatos n’ont été coitds. Nous avons donc pris en charge
ce travail.
2) Une dimension cognitive découlant des travaukmeidenthal (1973) et de Vinner
(1991).
3) Une modélisation épistémologique de conceptsumda construction de définitions
a usage didactique (I'ensemble de nos travaux).
Dans les travaux de type 1) et 2), les aspectegphiques et épistémologiques sont parfois
présents mais rarement, et ils convergent esdentieht vers la vision de Lakatos. De plus,
la conception, I'analyse, la reproductibilité, @nd la gestion, des situations impliquant une
activité de définition en classe (niveau primas@;ondaire ou supérieur) ne sont pas prises en
charge ou lorsqu’elles le sont, cela reste tresi@ag’est a ces deux aspects en particulier, a
savoir la modélisation épistémologique de l'acfivile définition et sa transposition
didactique, que notre travail de recherche sutiVaé de définition a apporté des réponses.

2.2. Spécificités des expérimentations conduites

Dans l'ensemble des travaux internationaux (a Eetion des nbtres), les conditions
expérimentales sont toujours tres spécifiques.alyjis d’expérimentations pilotées par les
chercheurs eux-mémes, avec des effectifs restréiet2 a 15 éleves voire 25 étudiants),
parfois méme avec des éléves surdoués. Le trawagcherche des étudiants est toujours un
travail en groupe avec des supposées instituticati@ins pilotées par le gestionnaire de la
situation (ces institutionnalisations ne sont pésrites ni questionnées, mais leur existence
transparait dans les articles présentant les trvdworsqu’'une activité de définition des
étudiants est décrite, les leviers qu'utilise(rafs) gestionnaire(s) de la situation et qui
permettent une évolution des processus des étadiargont pas explicités.

Si nous nous intéressons maintenant aux specHidiés situations et concepts utilisés dans
ces expérimentations, nous pouvons noter que :

- les types de situations impliquant une activieé difinition sont de deux types : il
s’agit principalement de redéfinition de concemmifiers ou de changement de cadre de
concepts déja connus des étudiants ;

- les concepts mathématiques utilisés dans lesriexgrdtations sont hors curricula ou
déja partiellement connus des étudiants ;

- le matériel a la disposition des étudiants pessainclure un manuel comprenant des
éléments qui vont étre utiles au processus desaétisgdvoire des définitions de départ.

Ces caractéristiques, tant au niveau des dispogtifde la gestion que des situations et
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concepts retenus, posent de maniére forte la gueske I'implémentation de situations
impliquant une activité de définition en classeelggue soit le niveau, et de la gestion de
celles-ci.

Notre modélisation de l'activité de définition perinde rendre explicite le processus de
définition et d’apporter un nouvel éclairage sws teavaux existants afin de montrer leur
reproductibilité.

2.3. Apports de nos travaux en regard des précédent

Pour compléter ce panorama, rappelons ici brievemasrrésultats apportés par nos travaux
(Ouvrier-Buffet, 2003 ; 2006 ; 2011). Nous avonssen évidence différents types de
définitions qui s’articulent dans le processus destruction de définitions en mathématiques
et entrent en dialectique avec le processus de/@reles « définitions-en-acte », les « zéro-
définitions », et les proof-generated definitions, mais aussi ce que nous avons identifié et
nommé « définitions formalisées » et « définititingéoriques » (voir les composantes 1 et 2
de notre modélisation ci-aprés). Les zéro-défingicet proof-generated definitionsont
empruntées au travail de Lakatos. Quant aux définsiten-acte, nous avons démontré leur
existence et la nécessité de les considérer etdddfinir précisément afin d’accéder a une
caractérisation compléte du processus de définitiea définitions formalisées et définitions
théoriques viennent compléter notre modélisation,sent d’'un autre ordre que les
précédentes, nous y reviendrons ci-dessous.
Par ailleurs, notre modélisation du processus daitién a révélé son opérationnalité
didactique, a trois niveaux :

- la conception et I'analyse priori de situations impliquant une activité de

définition, et, avec elles, 'analyse des procesiimissants possibles ;

- la caractérisation des différents processus deitiéns des étudiants, rendus

observables par les éléments constitutifs de motrdélisation ;

- et la gestion de situations impliquant une atgide définition : en effet, notre

modélisation met en évidence des leviers a laodipn du gestionnaire de la

situation qui lui permette de proposer des rétioastlors de blocages avérés. Les

rétroactions sont de différents niveaux et sontithicdans les opérateurs et contrdles

des conceptions de notre modélisation.
Nos expérimentations ont porté principalement ®iude de concepts discrets et problemes
issus des mathématiques discretes, au niveau @uisup(premiére année d’universite), donc
hors curricula. Nous avons bénéficié de faibleeatifis (une dizaine ou une vingtaine
d’étudiants travaillant en groupes). L'une des cirastiques principale des concepts et
problémes que nous avons utilisés réside dansalessibilité par leurs représentations et
leur exploration. Par ailleurs, certains des cotsepie nous avons utilisés sont encore en
construction dans la recherche mathématique (oljetsnétriques discrets ; probleme de
Frobenius), ce qui permet de créer des conditiongtadiants et gestionnaire de la situation
disposent d’'un méme bagage conceptuel face a tmaien impliquant un « nouveau »
concept.
Les types de situations utilisées dans nos expétatiens étaient principalement des
situations de classification, la preuve étant @u lde validation des définitions construites
(il n’était pas question de viser I'émergence dlamme caché a la Lakatos). Nous avons
également investi de maniere exploratoire les nixgaimaires et secondaire en travaillant
sur une situation de classification sur la con¥eXgn primaire) et sur le concept d'arbre
(dans le secondaire), avec les mémes types detat8sgju’au niveau supérieur quant a
I'efficience des outils didactiques que nous av@tsborés, a l'implication des éléves
dans l'activité et a leur capacité a prendre lpoasabilité de rédiger des définitions.
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2.4. Des concepts « favorables » a une activité di&finition

Dans les travaux impliguant une activité de débnit ou plus souvent de redéfinition de
concepts, les concepts considérés étaient :
- soit nouveaux (et peu enseignés dans les curriaataels) mais accessibles et
permettant de générer facilement un premagrcept image
- soit déja familiers des étudiants et revisités,névelement dans un autre cadre
mathématique.

Il est important de préciser ici les différentesacééristiques des concepts que nous pouvons
considérer comme de « bons candidats » a unetadfizidéfinition. Ce sont des concepts :

- possédant plusieurs définitions équivalentes, di&fis pouvant étre formulées dans
des systemes de représentations symboliques difere

- dont l'accessibilité via des représentations ekexploration de problemes est
averée ;

- appartenant a différents champs des mathématiqiess ke cas des objets appartenant
a différentes géométries) : il est vrai que lagpasition des objets d’'un champ a un
autre impligue une activité de définition, mais @aude changement d’axiomatique et
donc nécessite une exploration du nouveau congaptois en s’affranchissant de
connaissances antérieures afin d’avoir un regaufiswe le concept ;

- pour lesquels il est aisé de générer des questioemis naturels (c’est le cas lors de
I'exploration de problémes combinatoires ou lorsl'dgsai de transposition d’'une
axiomatique géométrique au cas de la géométrieadéspar exemple) ;

- pour lesquels I'enseignant se retrouve dans la nggsiion de chercheur que
I'étudiant.

Les concepts issus des mathématiques discretesiqu@dpl dans des probléemes de
combinatoire, d'arithmétique, de théorie des graplie géométrie discréte, de géométrie
combinatoire, vérifient ces différentes conditi@mise prétent particulierement a une activité
de définition (cela a été démontré dans Ouvrief@u2006 et 2011).

3. MODELISATION DE L 'ACTIVITE DE DEFINITION EN MATHEMATIQUES  ET
ENJEUX DIDACTIQUES : UN MODELE SUIVANT 4 COMPOSANTES

3.1. Présentation succincte de la modélisation

Nous avons donc modélisé I'activité de définitietos quatre composantes :

» La premiere concerne les trois conceptions épidtegiues de I'activité de définition,
enrichies et validées par les travaux en didactigiedes entretiens avec des
mathématiciens. Les conceptions sont présentégsrés sous forme de tableaux, avec
le modéle cK¢. Il s’agit des conceptions lakatosesraristotélicienne, et poppérienne.

* La deuxiéme composante est une meilleure définiti@s problémes, permettant
également de générer de nouveaux problemes impliquae activité de définition
(avec appui sur le concept de « probléemes » issu ladethéorie de la
complexité).

* Nous y ajoutons une troisieme composante qui sla¢ta décrire quatre moments de
travail sur la définition (issu des entretiens alecmathématiciens) : cette composante
integre en particulier le niveau « en-acte » gashpas présent dans la modélisation via
les conceptions mais ou certains opérateurs etrGtest peuvent déja intervenir.
Ces moments ne sont pas hiérarchiques mais casxéttateragissent. Ils sont éclairés
par les conceptions et montrent que celles-ciisident et coexistent dans I'activité de
définition.
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* La quatrieme et derniere composante est une mdtwedgour concevoir et analyser
des situations impliquant une activité de défimitio

3.2. Le choix d'un modéle permettant de rendre compte de conceptions des
mathématiciens

Nous considérons que l'idée générale sous-jacenketibsation d’un modeéle pour les
conceptions est triple. Il s’agit de traduire larplité des « points de vue » sur un concept
mathématique, mais aussi I'adaptation de tel oupteht de vue pour résoudre différents
problemes et la définition des éléments opératgezmettant la résolution de ces problémes.
Cela implique de s’interroger sur le fonctionnenags conceptions, sur les problemes, outils,
et signifiants qui les différencient, mais aussi k& facon dont elles peuvent permettre
d’interpréter des erreurs et misconceptions. Igis’@également, de maniere plus globale, de
parvenir a différencier un savoir mathématique, sBwvoir a transmettre, un savoir
effectivement transmis. Ces éléments ont guidéerastoix d’un outil théorique permettant de
circonscrire 'activité de définition.

3.2.1. Les conceptions au sens de Balacheff : ladgle cK¢

Balacheff (1995), s’inscrivant dans la théorie siéisations de Brousseau (1986), considere le
systeme [Sujet <> Milieu] et qu'une conception @sé propriété émergente des interactions
au sein de ce systeme. Une conception est alorselébmme une « modélisation cognitive
rendant compte des régularités des conduites dijgh ielativement a un cadre. » (Balacheff,
1995, p. 228). Nous avons donc retenu le modeéleodeeption de Balacheff (repris dans
Balacheff & Margolinas, 2005) qui s’appuie sur lation de concept de Vergnaud (1991) et
I'enrichit avec les structures de contrdles (qusset avérées nécessaires lors de I'exploration
de conceptions dans des EIAH). Deux niveaux d’ilawes interviennent : les opérateurs (R)
qui permettent d’agir sur un probleme et les stmgs de contrdle)) qui justifient et valident
I'utilisation des opérateurs. Une dialectique fogte@ste entre opérateurs et controles, et c’est
la I'un des intéréts de ce type de modélisation sgurévele particulierement adaptée pour
modéliser un processus dynamique tel celui de nmigin de définition et décrire ses
observables. Une conception est alors décrite pguadruplet (P, R, L) ou :

- P est un ensemble de problemes sur lesquelsnizepbon est opératoire ; P

décrit le domaine de validité de la conception.

- R est un ensemble d'opérateurs. Ceux-ci perntetteriransformation des

problemes. lls sont attestés par des productiodesstomportements du sujet.

- L est un systéme de représentation qui permepdiaer les éléments de P et

de R. A I'image du modéle proposé par Vergnaudgléments de L sont langagiers

ou non.

- > est une structure de contrdle qui assure la notradiction de la conception.

Les contrdles sont des outils de décision surddihéité de 'usage d’'un opérateur et

sur I'état du probléme (résolu ou non).

3.2.2. Conceptions de référence et savoir savant

Il est nécessaire de considérer des conceptiomsréfédrence » qui font autorité, impliquant
les savoirs de référence. La conception Cu a étgduite par Balacheff (1995) comme plus
générale que toutes les autres conceptions (smterpge est un postulat) : Cu est la
conception de référence pour un p-objet (1 esivars de référence composé de I'ensemble
des concepts mathématiques). Ainsi, pour chagueepbnune conception Cu domine, et
c’est celle-ci qui sera caractérisable et accesdinisque nous cherchons a modéliser un
savoir savant. La complexité de notre recherche a'@ccéder au concept de définition qui
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n‘appartient pas a un savoir savant unique et @xplinais a une pratigue de mathématicien
relevant en grande partie de sa sphére privéeahtage de théoriser par les pu-conceptions
réside dans le fait qu'’il s’agit en fait d’instasc#’un concept. Cet éclairage théorique nous a
permis de focaliser également sur la définition deblemes (dans le couple
sujet/problemes), jusqu’alors insatisfaisante,eepdursuivre les questionnements relatifs aux
perturbations [Sujet <> Milieu].

3.2.3. Les objectifs de la modélisation de concadipar le modéle cK¢

Il s’agissait d'utiliser ce modele pour structurnéexposé d’'un nombre minimal de p-
conceptions, significatives relativement aux ddféis niveaux de préoccupations sur la
définition (que ce soit des aspects relatifs adlaotnination, a la preuve, a la construction de
théories etc.). L’explicitation des opérateursext dontrdles de ces conceptions nous a permis
de mettre en valeur les composantes importantes ttart processus de construction de
définitions, et d’apporter un cadre a visée didpetj en vu de l'analyse de procédures de
différents sujets (étudiants, enseignants, maisi angthématiciens). Rappelons que l'une des
difficultés reconnues du modele cK¢ est la défmtide I'ensemble des problemes
caractérisant une conception. Nous pouvons aussargeier qu'il est tout aussi difficile
d’accéder a une situation fondamentale. En ce gucarne les concepts, ce que développe
Vergnaud est également sujet au méme genre deutlifi La question de la définition des
problemes a été reprise, pour aller au-dela de sitemtions, et représente l'une des
originalités de notre travalil.

3.3.Composante 1 de notre modélisation — Trois conceptis pour modéliser
I'activité de définition

3.3.1. Pourquoi Aristote, Popper, et Lakatos ?

L’étude de ces trois conceptions nous a apporgctfement une complémentarité sur le
concept de définition : la conception aristotélitie développe des composantes logiques et
langagieres (étude du discours), celle de Poppgpoge une théorie de la théorie (étude
théorique), et la conception lakatosienne s’inges la construction de définitions
parallelement a la construction de concepts (éhaleistique). Ces choix sont aussi étayés
par une étude des typologies des définitions ptésemlans Ouvrier-Buffet (2007).
La présentation synthétique des conceptions quiestireprise et argumentée plus en détalil
dans (Ouvrier-Buffet, 2013).

3.3.2. Conception aristotélicienne

Aristote présente essentiellement le processudalidéfinition pargenre et différences
spécifiguesNous avons décrit sa conception pour les dimesdmgique et langagiére qu’elle
renferme, mais aussi pour la problématique de igstadee aux contradicteurs » que propose
Aristote dans sa présentation des définitions (Aies 1965). La caractérisation de cette
conception a été réalisée a partir des textes stéte (Aristote, 1965 & 1970). Concernant la
guestion de l'existence, Aristote considere qu'ella pas a étre prise en charge dans la
définition, mais que la question se posera. Il is’ag fait d’éviter des contradictions en
s’assurant de I'existence. Nous avons ainsi integiestion de I'existence de I'objet défini
a la conception aristotélicienne (Poincaré par etenprécise lui aussi que la définition
comprend un axiome qui affirme I'existence de l&ippau niveau des controles.
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Problémes (P) :
Classification (I'exemple de la géométrie est dQneéplus généralement : tout probléme ou unerdldéliion
(au sein d’'un mémgenrepar exemple) est possible.

Systémes de représentation (L) :
- Langage et régles du discours
- Logique
- Systémes de représentations propres au(x) cqseptjeu

Opérateurs (R) Contréles ()

R?%: procéder pagenre et différences spécifiques- POle «Logique » proscrire les cercles vicieux, les

(cela revient a rechercher des invariants au -cigrmes antérieurs doivent étre définis. Une dédiniest
une condition nécessaire et suffisante. L’unicitg |d

A . concept défini doit étre vérifiée.

R : supprimer toute redondance. - Pble « Langage et logique »proscrire les redondances

R’; : supprimer toute régression a l'infini. et régressions a linfini (d'ou I'existence de tesn

primitifs) ; pas de métaphores ni homonymes.

A e L ) - Pble « Essentialisme » interroger I'existence des

R: : formuler une définition esthétique (S|m|oleConcepts définis.

guant au langage).

d’'une classe).
Rﬁ : prouver I'équivalence entre définitions.

Tableau 1 — Conception aristotélicienne

3.3.3. Conception poppérienne

Problemes (P) :choix entre théories concurrentes
Systémes de représentation (L) relatifs aux théories et concepts en jeu

Opérateurs (R) Contréles ()

RJF.) : génération de CO”tre_exemp'&s— Pole « heuristique » Résistance aux réfutations
- Pble «théorique » « Une théorie -t dépasse une théorie |t
P . . L , e ... | lorsque:
R; @ ne r',eh .o.lenver d'une def|n|t|.on 1) t, formule des assertions plus précises que netlg,fat celles-ci
car une définition est un raccourci C€pagistent A des tests plus précis.
langage. 2) t, prend en compte et explique davantage de fait$;que
Rg : réduire le nombre de postulats 23) t, décrit ou explique les faits de maniére plus démnue 1.
voir si la théorie explique davantage tle4) t, a subi avec succés des tests,@vait échoué.
choses au regard de telle ou telleé) t, a permis de nouveaux tests expérimentaux qui ifavpas été
définition. envisagés avant que cette théorie n'ait été corgfue subi ces tests
R}, : construire une axiomatique locale@Vec succes. o L
(composée de définitions, axiomes,.6) t a permis d’'unifier ou de relier divers problémas §taient
propositions) Jusque—la sans rapport.A» (Popper,, 1985, p. 34{1) o
P L - Pble « méta » Contréle appelé « savoir métascientifique » par
Ripie © mettre & I'épreuve une popher: « Celui-ci est visiblement de nature tivej et prétend
axiomatique locale. que nous savons ce que doit étre une bonne théceetifique,
avant méme qu’on ait procédé a des tests. » (PoOpp@5s, p. 322).

Tableau 2 — Conception poppérienne

(processus de réfutations).

Popper se distingue par son rejet de I'essentialiarnstotélicien. Il s'inscrit dans le courant
du nominalisme méthodologique qui « entreprend étice comment la chose se comporte
selon les circonstances, et plus particulieremintéterminer si ce comportement obéit a des
regles constantes. » (Popper, 1962, p. 34). Lemitigfis ne sont pas centrales dans sa
problématique, mais sa recherche d’'une méthodolegentifique est complémentaire a ce
gue lI'on trouve danPreuves & Réfutationde Lakatos. L’apport principal de Popper pour la
description des conceptions réside dans des opésatentrés sur la construction d’une
théorie scientifique et dans les structures derotad.
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3.3.4. Conception lakatosienne

Problémes (P) - Problémes intramathématiques (recherche du dendkrvalidité d’'une conjecture,
détermination de la validité d’une preuve)
- Classification
Systéme de représentations (L)- Représentations du (ou des) concept(s) mathénedtjjen jeu
- Systémes de représentation interne aux mathémeatiq
- Systémes de représentation en jeu lors d’'un @rmaagt de cadre (il peut s’agir d’'un changement de
représentation symbolique)

Opérateurs (R) Contréles ()

R} : générer des exemples et contre-exemples (coeséesisur la | - POle « heuristique » Controle de
définition produite) la validité d’'une assertion par des
Lo e L exemples. Contréles par interactign
R, : exclure de la définition une classe d_ objetstenant les contre- avec des pairs.
exemplesihonster-barring.
R|I.z : exclure de la définition une classe d’'objetsegtila classe des| - Péle « preuve » notion deproof-
contre-exemplesekception-barring generated definitions
RL. : réinterpréter les termes de la définition poue tes contre- (controles issus de la dialectique
exemples n’en soient plumfnster-adjustement preuve-definition), liée a un
RL - défendre la définiti rétendant nclu I changement de cadre ou non (il peut
14 : défendre la e!m,lon_en étendan (eninc ane nouvelle s'agir d’une validation de la zéro-
classe d’'objets) - généraliser la conjectumerister-includiny définition, mais aussi de
R'; : rédiger une zéro-définition. I'émergence d’'un concept via un
R} : utiliser une définition dans une preuve (mis&preuve de la lemme caché).

définition, retour sur la nature des contre-exesjple - Pole « philosophique et

RZ : changer de cadre. logique »: voir la conception
R; : formuler un nouveau probléme. Cet opérateutréstvaste et peut aristotélicienne.
comprendre : . . _ .

- générer des exemples et/ou des contre-exemplebe(obe| - POl « axiomatique » voir la
d’un processus pour une génération systématisée) ; _ conception popperienne car le

- questionner la validation et la portée de faitséeipentaux ;| Niveau axiomatique est en dehors du
étudier des cas limites : cadre explicite de Lakatos.

- formuler un lemme ; ~ n

- formuler une nouvelle conjecture, interroger saditél et sa - Pole « structurel »: controles
généralisation (voir ci-dessous); relatifs & un changement de cadre

- structurer une stratégie (de preuve ou de défmittu de| (insuffisamment explicité et étudie
recherche d'algorithme ou autre), interroger sdditél et sa| chez Lakatos, mais découlantRé
généralisation ; ).

- structurer un plan de preuve ;

- formuler des sous-problemes : il s’agit en pariesutie I'étude| - NB: il n’y a pas de critére de fin
de cas particuliers et de la question de la géséatan des explicite du processus dreuves &
résultats alors obtenus par une telle étude ; Réfutationsdonc pas de contrdle de

- formuler un probléme plus général ; fin.

- formuler le probléme dual (et définir le dual duncept en jeu) ;

- interroger la validité de la preuve ;

- problématiser d'autres preuves.

Rf';: formuler uneproof-generated definitioflemmes cachés).

Tableau 3 — Conception lakatosienne

La conception lakatosienne, telle qu'elle est d&reuves & Réfutationsinclut les
conceptions aristotélicienne et poppérienne, maisoscentre sur le processus de génération
de concepts en laissant une place privilégiée afiritions : c’est ce processus qui est décrit
dans la conception présentée dans le tableau suiMme étude compléte et critique de
Preuves & Réfutationsst présentée dans Ouvrier-Buffet (2013).

Nous avons également décrit d’autres sous-opésataotamment deR; dans la note de
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synthese (Ouvrier-Buffet, 2013).

3.4. Composante 2 de notre modélisation — Quatre mmnts de I'activité de
définition

Nous présentons ici, au vu des entretiens avembghématiciens et les travaux existants,
quatre moments de l'activité de définition. Ces reats n'ont pas pour vocation d’étre
hiérarchisés et ne présentent pas une activitaitméls sont en interrelation. Nous allons les
mettre en regard de la fonction des définitiondext conceptions. L'objectif de la définition
de ces moments est de mettre en relation les cooepet leur opérationnalite, les types de
problemes (de maniére globale) liés a I'activitémdenatique de recherche, et ainsi de donner
un panorama de l'activité de définition dans lehexche mathématique. La dénomination que
nous avons retenue pour ces moments est en retatenles différents types de définition :
définitions-en-acte, zéro-définitiongroof-generated definitiongt définitions théoriques (ce
dernier terme s’inscrit dans la construction axitiquee d'une théorie, locale ou plus globale).
Cette vision a pour vocation de donner une imageaghygue et globale de l'activité de
définition (voir Figure 1 ci-apres).

3.4.1. Le moment « en-acte »

Il s’agit du lieu de lintuition des objets, deséab, des résultats. L'activité mathématique
pendant ce moment est principalement une activééptbration et d'imprégnation d’'un ou
de plusieurs problémes, mais aussi des objetsuepger mieux les connaitre (fréquentation
d’exemples, non-exemples, contre-exemples). Defgiea et des champs mathématiques
voisins peuvent alors étre mobilisés, de méme asepdoblémes plus faibles peuvent étre
formulés. C'est la que des définitions-en-acte s doncept image apparaissent.

Ici, la conception lakatosienne est opérationnédle,opérateurs concernant les changements
de cadres et formulations de problémes, mais alssigénération d’exemples et
contre-exemples étant prédominants.

3.4.2. Un moment intermédiaire entre « en-acte >«etéro ». Lien possible avec le moment
« axiomatique »

Ce moment a deux versants : il s’agit de fairemtesiéres catégories d’'objets, de classer et
d’exploiter des classifications existantes, maissaul’essayer des analogies et de faire des
liens avec des concepts existants et théoriesaexest. Ce qui oriente I'activité de définition
ici est principalement la classification, la catéggtion d’objets, et la dénomination de
ceux-ci. Les conceptions aristotélicienne et l|agi@tine peuvent étre opérationnelles.
C'est dans le lien avec le moment « axiomatique le® ponts réalisés avec des théories
axiomatiques préexistantes que nous retrouverot@ieeption poppeérienne.

3.4.3. Le moment « zéro »

C’est le lieu des zéro-définitions (définitions wlavail) mais aussi de définitions locales de
portée plus faible. L'activité mathématique peutdgerire avec des opérateurs lakatosiens
(par exemple : utiliser et construire des exemetantre-exemples, reléguer les monstres) et
integre également d’autres aspects : faire deseshfasisses, accéder a une idée de la preuve
(la preuve forcant les concepts et les définitiseon les mathématiciens). Ainsi,
les zéro-définitions et autres définitions locaséesont ici différentes fonctions : nommer ;
proposer différentes voies d’accés sur un concdpavailler sur la preuve ; délimiter le
domaine d’applicabilité d'une idée, d'une conjeetusu d’'une preuve ; communiguer.
L'opérateur lakatosien « changer de cadre » pcaussi étre mobilisé et un lien pourra étre
construit avec le moment « axiomatique », en paréic pour les changements de cadres ou
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existe déja une théorie (finalisée ou locale, voiéme en construction).
3.4.4. Le moment « formalisé »

Nous avons retenu cette dénomination afin de swoedig'importance de la dimension
« communication » qui intervient a la fois pendkntecherche heuristique mais aussi lors
d’'une nécessité de formalisation. Il peut s’agiurg communication impliquant un
assujettissement aux regles de l'institution codrgid (discussion, séminaire, prépublication
etc.) et/ou de la rédaction d’'un texte davantagematisé permettant de régler des inférences.
Un saut d’abstraction est réalisé par rapport amem « zéro ». L’activité mathématique
pendant ce moment « formalisé » s’appuie sur certeontrbles de nature lakatosienne tels
gue : une bonne résistance des définitions et cam@s et/ou preuves et donc la fin des
contre-exemples. Lorsqu’une preuve est en jeu, pesf-generated definitionpeuvent
émerger. Des opérateurs poppériens peuvent égalétmermobilisés, notamment en ce qui
concerne I'élaboration d’axiomatiques locales. l&daction de définitions formalisées
impliquera de fait la convocation de la conceptiaristotélicienne (la recherche de
'esthétisme des définitions construites apparatta@semblablement aussi), et 'acces au
concept definitiorde Vinner (1991). Par ailleurs, la formulationruveaux problemes que
nous avons identifiée et décrite dans I'un des aipérs lakatosiens permettra a l'activité
mathématique de se poursuivre et d’explorer de eltes/ramifications au probleme initial.
Il s’agit essentiellement d’interroger la généiiisn et l'utilisation des définitions,
problémes et résultats, mais aussi la compréhemnlEsmouveaux concepts (ce qui rejoint la
dimension « communication » précédemment évoquée)ploration de concepts voisins
ouvrira également de nouvelles perspectives daitravs’'inscrira dans un nouveau moment
« en-acte ».

3.4.5. Le moment « axiomatique »

Nous avons choisi de nommer les définitions prasuitans ce moment « théoriques » afin de
souligner leur inscription dans une théorie. ligitaci de construire une théorie (qui pourra
étre momentanément locale) et d’introduire de nauxeconcepts au sein de cette théorie,
donc de répondre a certaines contraintes axionegjqgce qui nous permet de mettre en
evidence l'opérationnalité de la conception popgeére (NB : I'opérateur concernant la
résistance aux réfutations est encore présentyohatruction de la théorie en question sera
guidée par la recherche du plus petit nombre dditons initiales pour obtenir le plus grand
nombre de résultats et/ou des résultats de plusdgraortée. L'axiomatisation pourra
eégalement étre conduite au-dela du champ mathéameaitmtialement considéré pour unifier
des concepts (c’est le cas dans les notions FU®azfer etal. (1997)). La transposition de
concepts a d’autres champs mathématiques ouvralarégnt de nouvelles perspectives et de
nouveaux champs de recherche (c’est le cas parpdeaie la topologie et de la géométrie
des espaces de Banach).
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Figure 1 — Représentation globale de l'activitéd#ginition dans la recherche mathématique

3.5. Composante 3 de notre modélisation — Une défion de I'ensemble des
problemes impliquant une activité de définition

3.5.1. La question de la définition des problemes

Dans le cadre de l'utilisation du modele des cotioap de Balacheff (1995), la question de
la définition des problemes P du quadruplet (R,,R;) se pose ainsi :

Nous appelons problemes les perturbations du sgsteendomaine de la validité de la

conception, ou sphére de pratique, est constituéedsemble des problemes que la

conception permet de résoudre et qui ne condupEEn@ une rupture de I'équilibre du

[Sujet <> Milieu]. (Balacheff & Margolinas, 2005, 80)
Cette définition correspond a un besoin de dédase conceptions d'un sujet dans une
situation particuliére. Pour décrire les p-concapj il était nécessaire de parvenir a rendre
compte des problemes identifies comme tels paaveis savant lui-méme. Modeste (2012,
p. 57) a proposé une autre définition du terme gblpme », adaptée a la description de
K conceptions de l'algorithme. Giroud (2011) ais#ille méme mode de définition pour
introduire la notion de « concept-probleme » etridécla démarche expérimentale en
mathématiques. Tous deux ont exploité et montfédaeitée du développement du concept de
« problémes » issu de la théorie de la complexd@rdy & Johnson, 1979). Cette définition
de « problemes » est certes liée aux notions #hgoiques d’entrée et de sortie, mais elle
présente I'avantage de formaliser un probleme madktigue indépendamment du sujet et du
milieu, et ainsi d’accéder a une définition de peales pour les p-conceptions qui nous
intéressent dans le cadre de I'exploration épistégimpue de I'activité de définition. Il s’est
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avére que la définition de « problemes » de Gare}joBnson (1979) nous a permis dans un
premier temps de nous affranchir du sujet et duemipour déterminer les couples (I, Q)
possibles, et a ouvert dans un second temps I'expdo des types de problemes
envisageables au niveau didactique, en réintroduiea interactions [Sujet <> Milieul].

Un probleme, dans la théorie de la complexité @lgmique, peut étre décrit ainsi :
For our purposes, a problem will be a general quesd be answered, usually possessing
several parameters, or free variables, whose valuedeft unspecified. A problem is
described by giving: (1) a general description lbfta parameters, and (2) a statement of
what properties the answer, or solution, is reguipesatisfy. An instance of a problem is
obtained by specifying particular values for alk tproblems parameters. (Garey &
Johnson, 1979, p. 4)
Nous avons donc adopté la définition de problémesgjti reprenant I'ensemble des instances
et I'ensemble des questions. Un probleme est défimme un couple (I, Q) : 'ensemble des
instances du probléme (I) peut étre décrit pariplus parametres et la (ou les) question(s)
(Q) porte(nt) sur ces instances (spécifiant lepnétés de la solution attendue). Fixer une
instance du probleme, c’est instancier le probléReduire 'ensemble de définitions des
instances permet de considérer les sous-probleen@s@).

3.5.2. Les problemes impliquant une activité deindiéion

Nous avons ainsi conduit une étude spécifique tpyatique des problemes impliquant une
activité de définition et abouti & une caractérgasuivant trois catégories :

- Catégorie 1 « (Re)définir un concept familier »

- Catégorie 2 « Définir un concept familier dansaurtre cadre »

- Catégorie 3 « Définir un nouveau concept ».
Nous avons considéré que la description des pradéstait la caractérisation de problemes
mathématiques posés a des individus non viergeueaissances et représentations, dans
une institution spécifique (non précisée ici mais $era a considérer ultérieurement). Ainsi,
dans le but d’étudier un sujet S (qui peut étré&tudiant, un enseignant, ou un chercheur) en
situation de résolution d’'un probleme impliquane wattivité de définition, nous avons étudié
les différents couples (Instance(s), Question(e¥psibles avec les instances qui peuvent étre
des concepts. Pour les catégories 1 et 2, lesgunasl portent sur la redéfinition de concepts,
gue ce soit dans le méme cadre mathématique ouwameuveau cadre. La catégorie 3
concerne essentiellement les problemes ou, lorda désolution et/ou d’'une preuve en jeu
dans ces problemes, I'on est amené a définir dgtsobouveaux dont on va se servir pour
avancer dans la preuve. Ces objets peuvent n’quain role local, mais pas nécessairement :
on ne peut pas le décidarpriori, ce seront des problemes et utilisations ultéeeuqui
pourront nous renseigner sur la portée effectiveedeconcepts. Ce sont ces cas-la qui font le
coeur de la catégorie 3.

3.5.3. Les couples (Instance(s), Question(s))

Nous avons choisi de lister les instances et quesibossibles pour établir les couples (I, Q)
caractérisant les problemes permettant une acti@tdéfinition. En effet, il est tres difficile

de concevoir une liste exhaustive des problemefénatiques permettant une activité de
définition, indépendamment des concepts en jeu.sNalons donc proposer, a partir de
I'étude épistémologique du concept de définitionntdles trois conceptions et les quatre
moments) et des entretiens avec les mathématigigmsious avons conduits, 'ensemble des
Instances et des Questions permettant de géaduaori des problemes de construction de
définition, sous réserve d'une étude approfondie cdacept mathématique retenu, des
processus de définition envisageables et d’unenitiéfi des conditions expérimentales
(connaissancesa priori des sujets, constitution du milieu, interventiahs gestionnaire).
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Ainsi, les problemes (I, Q) peuvent étre constr@ts choisissant un couple parmi les
instances et questions suivantes :
- Instances:
0 Exemples et non-exemples via une ou des représargtatun concept mathématique
Exemples et contre-exemples (donnés et/ou a générer
Définitions partielles (voire incorrectes), en doastion
Définitions en construction ou finalisées dans amdine mathématique noté DM1
Propriété, ou théoreme, et/ou conjecture
Preuve
Conjecture
0 Probleme avec exploration du probléme, établissedefaits expérimentaux
- Questions :
o Définir pour délimiter ce que le concept est etjaél n’est pas
o Définir pour classer
o Vérifier la validité d’'une preuve (éventuellementcherche d’'un lemme caché) ; recherche
du domaine de validité d’'une preuve
Prouver (cela peut étre une preuve d’existencaite)a
Conjecturer ; recherche du domaine de validité &’conjecture
Recherche de définitions équivalentes ; preuvesdgilvalence
Généraliser une preuve, ou une conjecture
Explorer les hypothéses pour rendre un théoremenémédn encore complétement prouvé)
plus fort (ou plus faible)
Plonger le concept dans un autre domaine mathémeatigté DM2 : que devient-il ?
o Construire une axiomatique locale.

O O0OO0OO0OO0Oo

O O O0OO0OOo

o

3.6. Composante 4 de notre modélisation — Une méttmogie pour concevoir et
analyser des situations de définition

La principale difficulté réside dans le choix d’'aoncept mathématique et dans I'exploration
a priori de ce concept afin de déterminer des problemepp@s et d’envisager plusieurs
zéro-définitions potentielles, voire des conjectugepreuves impliquant ce concept.

La question de la familiarité avec ce concept, famiié et méme familiarisation, est
également a poser. Proposer une voie d'acces waapgésentations de ce concept et/ou
'exploration de problemes dans lesquels il est ligug est fondamental et permet
I'élaboration d’'un premieconcept imagequi servira de point d’appui pour le travail $es
zéro-définitions (voir Ouvrier-Buffet, 2013).

Les problemes initiaux peuvent étre formulés ernction de différents choix de couples
(Instance(s) ; Question(s)) qui dépendront du nivées étudiants et des concepts considérés.
Dans le cas d’'un changement de cadre, le fonctioanesera similaire et pourra impliquer la
redéfinition d’'une axiomatique locale.

Dans le cadre de la conception d’'une situationarestcuction de définitions, I'étucde priori

en termes de zéro-définitions peut étre conduitpagalléle des quatre moments de l'activité
de définition, et mettre ainsi en évidence des él@mpour la gestion en classe.

Quant a la gestion en classe justement, elle geaitcalibrée via la connaissance des trois
conceptions (artistotélicienne, lakatosienne, piepée), qui peuvent, elles aussi, contribuer a
la définition a priori de sous-problémes. Le gestionnaire-observateuradetervenir « le
moins possible », et cela reste un pari. Cela pospiestion de choix entre des problemes
totalement ouverts (pour I'enseignant et les éttdjaet des problémegpen-endedouverts
pour les étudiants, fermés pour I'enseignant).

Dans le cadre plus large de la conception d’'uneatdn fondamentale pour le concept de
définition, la situation de «premiere rencontre fera I'objet d'un travail
d’institutionnalisation de l'activité de définitiomui reste a définir, tous comme les variables
de la situation fondamentale.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES DE RECHERCHE

Notre travail de recherche a permis de construireadre épistémologique de référence pour
modéliser I'activité de définition et ainsi pourrd@r un acces au concept de définition en
mathématiques. Ce cadre de référence est consksiérois conceptions aristotélicienne,
poppérienne et lakatosienne, de la définition desblpmes impliquant une activité de
définition via des couples (Instance(s), Questign(@arey & Johnson, 1979), et de la mise
en évidence de quatre moments de I'activité mathigoe qui permettent de donner une
image globale de l'activité de définition. Une nablogie de conception et d’analyse de
situations impliguant une activité de définitiorent compléter la modélisation présentée ici.
La principale difficulté dans cette modélisatiorsidait dans le fait que le concept de
définition, et I'activité de définition, en mathétiques, appartiennent & la sphére privée du
mathématicien : il s’agissait donc de modéliser amsceptions appartenant a la pratique du
mathématicien plus qu’a un texte du savoir savintilisation souple des p conceptions
(Balacheff, 1995) et la mise en ceuvre du concegteme nous ont permis de considérer des
instanciations de la pratique du mathématicienest groblémes impliquant une activité de
définition. L’étude épistémologique donne ainsi mb@nant un cadre déja partiellement
éprouvé (Ouvrier-Buffet, 2006 & 2011) pour analyskns une perspective didactique la
conception et 'implémentation en classe de situtide définition. Elle permet en particulier
d’anticiper et de gérer des processus de définigonproposant des indicateurs, balises de
I'activité de définition, mais aussi des leviersupfaire évoluer un processus de définition ou
un probleme.

Nos perspectives de recherche se situent aujourd’trais niveaux en interrelation constante
qui sont développées plus précisément dans (OwBuffet, 2013): épistémologique,
théorique, et didactique.

Nous envisageons d’approfondir encore la modétisagn enrichissant les entretiens avec des
chercheurs dans d’autres champs des mathématigeesegx explorés jusqu’a maintenant.
L’étude d’autres pratiques des mathématiques ede@gnt a envisager afin d’évaluer plus
précisément la portée de notre modélisation.

Nous souhaitons par ailleurs analyser plus spédfitent le champ de recherche de la
géométrie discrete contemporaine, déja vue commmgiteuse pour des expérimentations
didactiques (Ouvrier-Buffet, 2006). Le choix deg@ométrie discrete se justifie a plusieurs
niveaux. L'interprétation de données discrétes igyg un traitement dans un espace continu
(méthodes d’approximation et méthodes paramétrigudien avec I'algorithmique) d’'une
part, et une définition des objets discrets soasrts au probléme, ainsi que I'exploration de
leurs propriétés (voire la construction d’une axabioue spécifique) d’autre part. Se dégagent
ainsi plusieurs problématiques, et donc plusieerspectives de recherche a investiguer, au
sein de ce seul champ mathématique : une problgneatorte de la définition des objets
discrets (pour la reconnaissance et la construd@oeux-ci), la question encore vive dans la
recherche de la construction d’'une axiomatique p@weéométrie discrete, I'exploration des
liens entre le discret et le continu.

Par ailleurs, une réflexion sur la place de ladagidans I'étude des relations entre définition
et preuve peut étre posée. Celle-ci n'a pas étéepdans la note de synthése (Ouvrier-Buffet,
2013) comme objet spécifique d’étude : elle esendpnt prise en compte dans I'étude des
conceptions et des moments de I'activité de dédimitCela étant, la place de la logique dans
la dialectique entre I'activité de définition eadtivité de preuve peut clairement devenir un
objet de recherche a part entiere.

Enfin, la question plus générale des fondementsté&pblogiques de la démarche de
recherche en mathématiques est aussi un pointvailkea, afin de mettre en évidence la
spécificité de cette démarche au regard des désmrdhnvestigation en sciences par
exemple.
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Nous projetons également, au niveau théorique fmtted’engager une réflexion concernant
I'utilisation du modéle de probleme inspiré de GiakeJohnson (1979) et de son efficience
pour de futurs travaux en didactique concernafariaation de concepts et la modélisation de
conceptions. Il existe a ce jour, en didactique rdathématiques, trois cas d’utilisation de ce
modéle : Giroud (2011) sur la démarche expérimentdodeste (2012) sur I'algorithme et
notre travail sur le concept de définition. Les mexions avec les p-conceptions sont de
différentes natures et ne sont pas explicitabletadaéme facon. De plus, les instances et
guestions sont elles aussi de natures differentas ades travaux du fait des concepts
considérés comme objet d’étude. Enfin, les lientsegoroblémes et milieu restent a éclaircir.
Et la question concernant la facon dont les étusliaa® constituent une ou plusieurs
conceptions sur un concept et comment les fairduév@st également une problématique a
traiter et a élargir a d’autres concepts mathémasiq

Par ailleurs, dans la mesure ou I'étude des pragiqgles mathématiciens se développe
aujourd’hui dans la communauté didactique, il $ergcessaire de concevoir un cadre
théorique commun qui permettrait de centralisediféférents résultats obtenus et de montrer
les convergences et points de tension.

Au niveau didactique, il s’agit maintenant aussgéeérer de nouvelles situations impliquant
une activité de définition et d’étudier leur trarission a des enseignants. Ici, en définitive, ce
n’est pas tant la question de I'enseignement dibBgues qui se pose, mais bien celle de la
formation des enseignants en ce qui concerne laé® mathématique, question que nous
retrouvons et traitons dans le cadre des SIRC {@rénPayan, 2003).

Par ailleurs, la question de I'appropriation deveaux « savoirs » par les enseignants se pose
de maniere forte, a l'heure ou les programmes iatdg de nouveaux contenus
d’enseignement (nouveaux, y compris pour les enaeitg) . comment se fait-elle ? Avec
guelles ressources ? Comment les transmettentieua pensons ici en particulier a des
savoirs notionnels, tels que les graphes ou I'dlyoe, introduits ces dix dernieres années
dans les programmes du secondaire, ou des samisvérsaux aux mathématiques, tels que
la démarche mathématique ou I'activité de définitio

D’une maniére plus spécifique, nous pouvons naterplace grandissante des mathématiques
discrétes dans I'enseignement (algorithmes, grapaethmétique etc.), en France et a
I'étranger. Elle répond a une nécessité sociéagechamp des mathématiques est en fait
diffus dans les institutions « enseignement », atiqulier car il n’est pas identifié sous une
étiquette rassemblant les concepts qui le compasenime I'est 'analyse par exemple, mais
aussi car beaucoup de problemes issus des mathéesmtliscrétes sont utilisés a des fin de
diffusion et de vulgarisation de la culture mathéqe (Féte de la Science, Rallyes
mathématiques etc.). Au niveau didactique, c’estchamp plein de promesses, dont
linvestigation est a approfondir (Heinze &, 2004 ; DIMACS, 2001 ; Ouvrier-Buffet,
2009), en mettant en relation didacticiens et nratiiiens. Cette branche « jeune » des
mathématiques suscite l'intérét depuis quelquesesdu fait des nouvelles potentialités
gu’elle offre. En effet, elle permet d’engager é&gdiants dans une démarche mathématique,
offrant ainsi un champ a part entiére pour I'appssage de la preuve, de la modélisation,
mais pas seulement. Une autre perspective s’ogaler@ent : il s'agit d’appréhender, dans le
discret, des concepts réputés difficiles a enseigaes le continu (Ouvrier Buffet, 2011)
Nous soutenons que les invariants en mathématidisesetes que I'on retrouve dans le
continu doivent étre investigués de maniere spp@fi car si le discret peut étre plus
facilement appréhendable et accessible que leregntine faudrait pas penser que cela est
toujours le cas : « (...) le continu précede omijjoement le discret » (Thom, 1992, p. 137).
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