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Introduction

Nous présentons un ensemble de résultats d'une ¢tude faite sur deux groupes d’étudiants licenciés
de mathématiques entrant dans la préparation au CAPES de mathématiques a 'Université de Lille,
la plus nombreuse en septembre 1999 (test 1: 107 étudiants) et la deuxiéme en septembre 2001 (test
2 : 71 étudiants). -

La motivation de I'étude réside dans limportance, pour des enseignants de mathématiques en
colléges ou lycées, de savoir distinguer dans les “erreurs de raisonnement” des éléves celles qui
proviennent directerent de la mauvaise compréhension des mathématiques enseignées, et céelles qui -
sont liées & un maniement erroné de la logique en ccuvre en mathématiques ; par exemple, un
certain nombre d'éléves et d'étudiants pensent spontanément, en actes, que P=Q et nonP=nonQ,
"c'est pareil”, ou que la négation — souvent d’ailleurs dénommée “contraire” - de "Vx P(x) est
"Vx non-P(x)", ou distinguent mal une implication et sa réciproque : “ dire P=Q et dire Q=P c’est
dire la méme chose” (une étude extensive sur de bons éléves du niveau de 4éme — 8th grade —
met en particulier ce point en évidence :Kiichemann & Hoyles, 2002). L'origine de ces erreurs est
souvent plus cachée, et nous faisons I'hypothése que les enseignants ne seront vraiment aptes a les
détecter et 4 proposer des remédiations éventuelles que si eux-mémes ont des idées claires sur le
sujet (cf. Durand-Guerrier, 1996 ;. Durand-Guerrier et al., 2000). Ce sont donc ces idées que nous .
nous proposons d'étudier sur ces futurs enseignants.

L'é¢tude reprend d’abord en partie des résultats publiés par ailleurs (Rogalski & Rogalski, 2003), et
nous renvoyons le lecteur a ce texte pour plus de détails. Dans un premier temps, nous nous
sommes concentrés sur l'implication, et en particulier sur les divers modes de traitement de la
validité de l'implication que ces étudiants "avancés" pratiquent. Nous avons laissé de ¢6té pour
l'instant 1'étude de "modes de raisonnement mathématiques" plus globaux, que nous reprendrons
¢éventuellement plus tard : nous travaillons plutdt sur "le pas de raisonmement” au sens de R. Duval
{(1991), mais en prenant en compte aussi bien des pas de raisonnement sans quantificateurs, qu’avec
un — ou plus d’un - quantificateur (voir a ce sujet les travaux de V. Durand-Guerrier et ceux de M.
Legrand). . '

" On présente ensuite les relations entre modes de traitement de la validité de I’implication et
traitement de questions mathématiques, posées dans le cadre des mémes tests. Les résultats globaux
du concours du CAPES sont également considérés de ce point de vue, pour évaluer la pertinence
d’une étude centrée sur 1’implication. De multiples travaux ont montré le réle de la preuve dans
Penseignement des mathématiques (voir la revue de questions de Hanna, 2000), ainsi que les
relations entre compétence logique et compétences mathématiques, qu’il s’agisse du langage
mathématique (différant de ['usage de la langue naturelle), de la disponibilité limitée des contre-
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exemples (Benbachir & Zaki, 2001).

Nous pensons en effet que le “pas implicatil” en mathématiques est une forme d’inférence
constamment présente dans tous les raisonnements heuristiques et toutes les argumentations en jeu
dans une recherche mathématique, bien avant la mise en forme rigoureuse de la démonstration.
Anticipant sur Jes résultats qui suivent, nous ajoutons qu’il faudra aussi s’engager dans une prise en
compte du contexte d’ensemble de ces activités de raisonnement (niveau des sujets —¢léves,
étudiants, enseignants—, visée du travail mathématique, contenu mathématique et rapports des
sujets & ce contenu mathématique, types d’implications en jeu, visée didactique elle-méme).

Du point de vue de I’implication, nous nous sommes centrés sur les modes de traitement par les
étudiants des implications & hypothese fausse, ou “parfois fausses” lorsque les implications
concernent des assertions quantifiées (les “hors-sujet”, Legrand, 1990, p. 141, cf. infra). Ce faisant,
nous nous démarquons fortement des trés nombreuses études de psychologie sur le raisonnement et
particuliérement la déduction, qui partent de propositions tenues pour vraies. De plus, nous nous
sommes intéressés aux relations entre un ensemble de réponses & des téches mettant en jeu
I’implication, pour identifier des différences individuelles — des “profils” dans les modes de
traitement de 1’implication, et les cohérences ou contradictions entre réponses. Pour situer nos
résultats par rapport 4 ceux apportés par la psychologie, nous avons introduit un “classique” des
études sur la déduction : la tiche de sé€lection de cartes de Wason (1966), et la version qu’en a
construite Radford (1985). '

La derniére partie de ce texte fait un point sur le développement des approches de la psychologie
cognitive sur la déduction, le raisonnement, et la rationalité. Ce tour d’horizon est évidemment
schématique, vue la profusion des travaux sur ces thémes (ainsi, une revue leur est maintenant
consacrée: “Thinking and Reasoning”).

1. Hypothéses, typologie des implications, “profils” de réponses

Détaillons maintenant les hypothéses qui sous-tendent l'exploitation empirique des données
recueillies. L : '

La premiére hypothése que nous avons faite est qu'on peut avoir acces aux schémes d'utilisation de

l'implication présents dans la population étudic¢e et aux effets de ces schémes en dépouillant les
réponses des ctudiants a des items qui, soit sont des questions de validation d'implications  dont
I'hypothése est toujours fausse, soit attirent l'attention des sujets sur la valeur de la ou des variables
qui rendent fausse 1'hypothése — les "hors-sujet" de M. Legrand (1990).
- La méthode choisie a donc été de faire passer un test (non anonyme) aux étudiants en cours
d'inscription au Capes au mois de septembre, réunis dans un amphithéétre, pendant une durée de 4
heures. Les items des deux tests (1999 et 2001) étaient trés variés, allant de questions concernant en
apparence la vie courante & d'autres trés mathématiques (on pourra voir en annexe 2 les items
analysés ici). ' |

Types d’implications |

La deuxiéme hypothése faite, pour le dépouillement, est gu'on peut détecter 'éventail des
structurations des modes de validation de l'implication par I'étude des conjonctions de réponses a
certains types d'implication présents dans plusieurs items.

Ceci nous a amené A établir une typologie de nos diverses implications au moyen de catégories
prenant - explicitement en compte les contenus mathématiques ou non mathématiques, tant des
assertions en jeu que des modes de validation possibles.

Nous avons ainsi distingué :
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* les implications "calculables”, 4 des degrés variés (et donc a4 contenu mathemathue)
“Hy=Hp7, “s11=2..7, “st (X2+1)<0” les deux items & contenu polynomial ;

* les implications "arbitraires", correspondant & la définition d'une "régle" (en général non mathé-
matique) :“Wason”, “Radford” ;

* les implications de “contrat social”: “les bonbons de la maitresse™ ;

* les implications "factuelles", non calculables, ol les assertions P et Q (hypothese et conclusion)
sont des données immédiatement saisissables par le sujet, pratiquement sensibles, et qui peuvent
éventuellement étre 4 contenus mathématiques "routiniers” pour les sujets : “Triangle”, “Circuit”,
“Labyrinthe”.

Les résultats au premier test : existence de profils types, corrélations de ces
types avec le succés a certains types d'items implicatifs

Nous avons lors du dépouillement du test proposé a la premi¢re population (Rogalski & Rogalski,
2001) classé les sujets selon quatre profils de comportement, avec variantes pour les trois premiers,
en croisant les réponses a la validation de trois implications de type factuel (voir annexe 2) 2
hypothése fausse (en fait : toujours fausse, dans la mesure ou il y a une variable universellement
quantifiée, parfois cachée) : le "circuit électrique” de Marc Legrand (Legrand, 1990), le"labyrinthe"
d'Evapm étudié par V. Durand-Guerrier (1996), et le"triangle”.

Le choix de ces items comme permettant de tester ces profils repose sur leur aspect factuel ou
"matériel", leur immédiate intelligibilit¢ par les sujets, l'absence de référence 4 des connaissances
mathématiques non routinisées (autres quimmédiates pour les sujets considérés), et la non-
calculabilité de I'implication : la proposition “conclusion” ne peut étre dérivée de I’hypothése par
un calcul, qui permettrait aux étudiants de dérouler un schéme d'enchainement de calculs simples.
Aussi bien le sens des propositions que la valeur de vérité de I’hypothése et de la conclusion sont
aisément évaluables par référence aux propriétés des obJ ets en jeu (pour les sujets adultes cultivés
de la population concernée).

Les profils obtenus sont les suivants :
* logique stable (10 sujets)
(réponse du type : “I'implication est vraie” — en général avec 'argument “parce que
U'hypotheése est fausse "— dans les 3 items) ;
* logique instable (9 sujets)
(la méme réponse dans 2 items sur 3) ;
* pertinent stable (9 sujets)
(réponse du type : “I'implication est stupide”,
* pertinent instable (14 sujets)
(la méme réponse dans 2 items sur 3) ;
* non conditionnel stable (22 sujets) ,
(réponse du type : “I’assertion est fausse car ['hypotheése est fausse”, dans les 3 items) ; -
* non conditionnel instable (23 sujets)
~ (la méme réponse dans 2 items sur 3} ;
* sans dominante ou indifféremment*“mixte” (20 sujets)
(tous les autres types de réponses ou de distributions de réponse aux 3 items, incluant les
non-réponses éventuelles).

LR (X3

elle n'a pas de sens”, dans les 3 items);

Le terme “non conditionnel” est choisi pour rendre compte du fait que ces étudiants ne congoivent
pas la vérité de 11mphcat10n comme un lien conditionnel entre les valeurs de vérité des
propositions,
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Bien sfir, la question qui se pose alors est la pertinence de cetie définition des profils : sont-ils un
moyen de prédiction statistique au succés ou a 'échec aux autres items? Y a-t-il corrélation avec le
succes au Capes ? En ce qui concerne la population du test 1, Ia réponse a ces deux questions est
développée dans (Rogalski & Rogalski, 2001), et reprise dans (Rogalski & Rogalski, 2003), et c'est
chaque fois : oui ! Nous renvoyons i ces textes, et aux graphiques donnés en annexe 1.

Confirmation des résultats au deuxiéme test

Nous nous sommes naturellement demandé si les résultats obtenus avec le premier test étaient
relatifs & la population particuliére testée, ou s’il y avait stabilit¢ d'une population 4 une autre
(comparable). Nous avons donc recommencé l'opération test en septembre 2001, exactement dans
les mémes conditions, avec un texte reprenant, parmi d'autres, les mémes items que ceux étudiés
dans le premier dépouillement (avec parfois quelques différences de formulation dont mous
voulions tester I'effet, en particulier l'introduction de la forme "si...alors...", dans certains items).
Disons tout de suite que cette modification a été sans effet sur I’item “triangle” ce qui nous a permis
de le garder pour la définition des profils, avec les deux autres implications non calculables a
prémisse fausse (de formulation inchangée).

Nous avons construit les mémes catégories avec les mémes trois items, et aussi étudié la
correlation enfre ces catégories et le succés aux mémes autres items que dans le premier test. La
population ayant baissé (moins de candidats au Capes...), nous avons dil opérer des regroupements
pour éviter des dispersions qui auraient rendu les résultats peu significatifs ; précisément, nous
avons regroupé les catégories "stable" et "instable" de méme type en une seule catégorie ; nous
travaillons donc & partir d’ici avec quatre catégories ou quatre profils : “Logique”, “Pertinent”,
“Non conditionnel”, et “Sans dominante”.

La répartition en catégories de la population testée est alors semblable a celle obtenue avec la
premiére population, ainsi que le montre le tableau 1 ci-dessous.

Tableau 1.Distribution -—en pourcentage—des étudiants selon leur profil de réponse aux
implications “non calculables & prémisse fausse”.

PROFIL TEST 1 (N=107) TEST 2 (N=71)
LOGIQUE 17,7 : 21,1
| PERTINENT ' 21,5 23,9
NON CONDITIONNEL 42 : 39,4
SANS DOMINANTE 18,7 15,5

Traitement de différentes implications

Les distributions des réponses selon les profils sur chacun des trois autres items de raisonnement
-sont globalement semblable pour les deux tests, & des détails prés qui s'expliquent par les variations
de formulation, avec cependant quelques différences locales qui soulévent des questions dont les
reéponses sont présentées dans (Rogalski & Rogalski, 2003) anquel nous renvoyons le lecteur.
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Tableau 2a. Pourcentages de réponses correctes a I’implication calculable & prémisse fausse
(H,=H,+) selon les profils des étudiants, pour chacune des deux populations.

LOGIQUE PERTINENCE NON SANS
CONDITIONNEL DOMINANTE

TEST 1 73,7 56,5 46,7 35

TEST 2 73,3 20 4 28,6 54.5

Tableau 2b. Pourcentages de réponses correctes (selon la logique mathématique) 4 ’item de contrat
social selon les profils des étudiants, pour chacune des deux populations. -

LOGIQUE PERTINENCE  NON SANS
. CONDITIONNEL DOMINANTE
TEST 1 63,2 21,7 26,7 20
TEST2 60 35,3 35,7 18,2

Tableau 2c. Pourcentages de réponses correctes aux items de sélection (Wason & Radford) selon
les profils des étudiants, pour chacune des deux populations.

LOGIQUE  PERTINENCE _ NON SANS
- CONDITIONNEL DOMINANTE

TEST 1 68,4 522 37,8 30

TEST 2 66,7 52,9 60,7 36,4

Etude de points plus spécifiques

Les tests comportaient 20 items dans le premier passage, et 18 dans le second. De nombreuses
guestions pouvaient ainsi &tre étudiées, concernant par exemple : l'usage des quantificateurs (en
particulier en rapport avec la notion de contre-exemple et dans des items utilisant des polynémes du
second degré dépendant de plusieurs paramétres) ; les corrélations éventuelles entre les profils et
certains items trés mathématiques (différence entre suite numérique non majorée et suite tendant
vers +oo, par exemple) ; l'effet de certaines formulations "a l'envers" ("nul n'est P s'il n'est Q",
"parmi les rationnels, seuls les décimaux peuvent avoir 2 développements décimaux illimités
différents”...).

Dans un premier temps, nous avons étudié quatre questions centrées sur I’implication elle-méme :
quelle est I'utilisation de la contraposée ? que se passe-t-il quand on attire ’attention des étudiants
sur ’existence de “hors-sujet” (au sens de M. Legrand, c’est-a-dire des x pour lesquels I’hypothése
P(x) est fausse)? comment sont traitées des implications calculables a prémisse toujours fausse ? y
a-t-il des effets des changements de formulation de I’implication ?
~ Nous rappelons 1ci les résultats sur I’utilisation de la contraposée dans les items communs aux
deux tests (ci-dessous). Les résultats sur le traitement des implications calculables concernent le
seul test 2 (ou on avait spécifiquement ajouté des items de cet ordre) ; on peut les frouver dans
(Rogalski & Rogalski, 2003). Le traitement des “hors-sujet” est présenté dans la partie 11 consacrée
aux relations entre profils et traitements ou performances mathématiques. L’effet des changements
de formulation a ¢té plus particuli¢rement introduit dans des visées de comparaison avec des études
de psychologie : nous les traitons dans la partie III.
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Utilisation de la contraposée pour valider une implication

Sur I’ensemble des 8 items identiques ou a formulations voisines figurant dans les deux tests, nous
avons comparé l'usage de la contraposée. Les résultats sont les suivants, en pourcentage des
étudiants :

Tableau 3. Utilisation de la contraposée dans les deux tests (sur les items communs).

Utilisent la contraposée | 0 fois 1 fois 2 fois 3fois 4 fois
Test 1 59 % 27 % 12 % 2% g
Test 2 45 % 24 % 24 % 5,6 % 1.4 %

Au total, 41 % des sujets utilisent au moins une fois la contraposée lors du premier test, et 55 %
lors du deuxié¢me test. Le fait qu’un étudiant sur deux, en moyenne, utilise au moins une fois la
contraposée est un résultat qui contraste avec une remarque figurant dans (Deloustal-Jorrand, 2000)
sur ’absence d’utilisation de la contraposée. Mais son étude clinique concernait un petit nombre
d’étudiants, et par ailleurs on peut faire I’hypothése que les implications 4 absence de lien
sémantique ne déclenchent pas ["usage de la contraposée, méme (ou surtout ?) chez des étudiants de
mathématiques.

Par ailleurs, il faut noter que la quasi-totalité de l'augmentation d'une population a l'autre entre les
deux tests est concentrée dans la réponse a 1’item “Wason”, dont la formulation avait été changée,
la nouvelle formulation en 2001 utilisant un "Si...alors...".

Tableau 4. Pourcentage (par item) d’utilisation explicite de la contrapositioﬂ dans quatre types de
situations d’évaluation d’implications dans les deux tests.

Test 1 Test 2 Ensemble
Types de tiches d’évaluation d’implication N=107 N=71 - N=178
Implication non calculable (sur 3items) 3,1 3,7 3,3
Implication calculable (H,=H, ) 7,5 42 6,2
Veérification de régle : sélection de cartes (Wason) 7,5 29 *
Vérification de régle : évaluation de procédures 4,7 10- 6,8
Evaluation de contre-exemples ** 234 : 32,4 27

* Le fort effet, sur ce seul item, de la différence de formulation ne donne pas de sens & un
regroupement des populations des deux tests. '

** 1] s'agissait d'exhiber un contre-exemple & des affirmations d'étudiants concernant des propriétés
de fonctions. o '

IL. “Profils” et réponses aux items mathématiques

Pour étudier les corrélations entre les profils et les performances mathématiques, nous allons
analyser trois items ol les mathématiques interviennent plus directement, et étudier le succés global

des étudiants au concours du Capes. Le premier item_étudie les réactions des étudiants, dans le

contexte d'inégalités concernant des polyndémes du second degré, constatant que dans I'étude d'une
implication du type « VxeX (P(x)=>Q(x))» il peut y avoir des "hors-sujets", c'est-a-dire des
¢léments x de X pour lesquels P(x) est fausse (voir Legrand, 1990). Les deux items suivants sont
purement mathématiques : le premier est une tiche de traduction en langage mathématique formel
d'une propriété du développement décimal illimité (DDI) d'un nombre rationnel ; le second
demande de trouver toutes les implications et non-implications entre 6 propriétés éventuelles d'une
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suite de nombres réels. Enfin, le succes ou 1'échec au Capes est un indicateur trés global, qui teste
I'ensemble des performances mathématiques sur des problémes du niveau des deux premieres
années d'université et des connaissances et savoirs faire a propos des cours et exercices portant sur
les trois derniéres années de l'enseignement secondaire (lycée) et la premiére année d'université.

1.  Les “hors sujet”

Dans la conduite des situations de débat scientifique, M. Legrand a identifié trois types de cas
particuliers ou d’événements élémentaires apparaissant dans le débat : des exemples qui vérifient
I’hypothése et la conclusion de ’assertion, des contre-exemples qui vérifient I’hypothése et pas la
conclusion, et des “hors-sujer”, qui ne vérifient pas I”hypothése.

Dans une implication de type “quel que soit x, si P(x) alors Q(x)”, il peut y avoir des situations ol
P(x) est vrai pour certains des x et faux pour d’autres. M. Legrand a proposé d’appeler ces derniers
“hors-sujet” pour pouvoir en parler dans les débats, aprés avoir constaté qu’environ un étudiant sur
trois en Deug les assimilait spontanément & des contre-exemples. Cette tendance 2 traiter ces cas
comme des contre-exemples peut conduire ces étudiants a considérer qu’une implication est fausse
“quand P(x) n’est pas vraie” (ce qui revient aussi & considérer comme du calcul propositionnel et
avec un traifement erroné une affirmation dont la validité devrait étre testée dans le calcul des
prédicats —cf. Durand-Guerrier).

Deux items du fest 2 proposent des implications dans lesquelles existent de tels “hors-sujet” : ils
concernent des polynémes du second degré, avec paramétre.

Dans un cas (Q5) une question, qui suit la présentation d’un calcul qui permet d’amorcer la
validation de I’implication, conduit 4 identifier un ensemble de valeurs de la variable 1 pour lequel
I’hypothése est fausse (si ’étudiant y répond sans erreur de technique mathématique). La question
suivante porte sur la validité de ’implication. C’est un des items les plus mal réussis dans les
implications calculables (environ 20 % de réponses correctes), bien qu’il soit d’une forme tout 4 fait
usuelle a priori pour un étudiant de mathématique.

L’autre item (Q13) qui propose de commenter des réactions d’étudiants est un peu moins mal
réussi, mais pose néanmoins probléme 3 une majorité d’étudiants (seulement 41 % de réponses
correctes).

Si on considére les réponses en fonction des profils, on constate les points suivants :

— les profils “non conditionnel” et “sans dominante™ correspondent aux taux les plus bas de
réussite, et aucun étudiant & profil “non conditionnel” ou “sans dominante” ne répond correctement
4 la fois aux deux items de “hors-sujet” ;

— les étudiants & profil “logique” repondent a 87 % correctement pour I’item de discussion (n°® XIIIL.

2001), mais un trés grand nombre d’entre eux ne répondent pas 4 la question de l'item V. 2001,

montrant I’existence des “hors-sujet” (conduisant a un faible taux de succés : 33 %) ;

- les étudiants a profil "pertinent" se situent 4 un niveau intermédiaire.

Alors que les étudiants sont tout a fait susceptibles de “suivre” un calcul montrant que Q(x) est
vérifié pour les x vérifiant P(x), ils sont déstabilisés quand on attire leur attention sur'1’existence des
hors-sujet. Cela nous semble confirmer la fragilité pour nombre d’entre eux du traitement d’une
implication en tant que relation entre antécédent et conséquent, fragilité se traduisant par un
glissement de 1’évaluation de la validité de I’implication & celle de la validité de I’hypothése (ou de
I’antécédent).

2. Traduction d'une propriété concernant les developpements declmaux
illimités

L'un des items d'analyse élémentaire est un test de traduction en langage mathématique formel
d'une propriété des développements décimaux illimités (DDI) des nombres rationnels (voir annexe
2). ‘
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Analyse a priori du test DDI

L'assertion proposée peut se traduire ainsi :

"vxeQ, {x a 2 DDI différents}={x est un nombre décimal}". On peut aussi écrire la
contraposée : .

"VxeQ, {x n'est pas un nombre décimal}= {x n'a qu'un seul DDI}".

Plusieurs erreurs peuvent se présenter.

(1) L'écriture de ['implication réciprogue : "VxeQ, {x est un nombre décimal}={x a 2 DDI
différents}". Bien que cette implication soit vraie, ce n'est pas la traduction formelle de l'implication
proposée. L'erreur pent provenir de la connaissance que peuvent avoir les étudiants de ['équivalence
des deux propriétés en jeu, ou bien de ce que l'implication est donnée dans la langue naturelle en
sens inverse de ce qu'on écrirait en mathématiques. Cette erreur est codée dans la suite CONV,

(2) Les étudiants peuvent avoir du mal & comprendre le terme "seulement”, en pensant que sa
traduction mathématique est la notion d'équivalence. :

(3) Il peut y avoir des difficultés dans la compréhension de la forme langagiére " ...seuls
...peuvent avoir...", avec une interprétation stricte : "ce n'est pas le cas pour tous les décimaux”. Il
'y a alors plus d'implication du tout, puisqu'on peut répartir dans ce cas les nombres décimaux en
deux catégories : ceux qui ont deux DDI, et ceux qui n'en ont qu'un...

Par exemple, parmi les 50 étudiants du test 2 qui ont répondu & la tAche DDI, 8 ont commis les
erreurs d'interprétation (2) et (3).

Ces deux erreurs et des variantes sont regroupées dans notre analyse avec les non-réponses, sous
le code NOIM (pas d'implication donnée).

Ces trois erreurs révélent des probiéme de traduction en langage formel. Le terme "seuls" doit
étre compris comme "c'est seulement dans le cas ou...", formulation typique de la condition
nécessaire (CN) que signifie une implication. De méme, le terme "peuvent avoir" doit &tre compris
comme associé a la condition suffisante (CS) exprimée par une implication. Le sens de I'assertion
est "c'est seulement s'il est décimal (CN) qu'un nombre rationnel peut avoir deux DDI différents
(CS)". Une bonne compréhension de l'assertion donnée en langue naturelle demande une
interprétation de la relation entre une CN et une CS.

Corrélations entre profils et succés au test de traduction formelle sur les DDI
Les réponses des 178 étudiants sont présentées dans le tableau 5 ci-dessous.
Tableau 5. Distribution des types de réponses au test DDI selon les profils (effectifs).

Réponses —
CORRECT CONV NOIM Total

Profils 4
Logique - 18 9 7 34
Pertinent 19 - 8 13 40
Non condition. 19 31 23 73
Mixte 11 7 13 31

Total 67 55 56 178
Commentaires

(1) Seulement 38 % des étudiants traduisent correctement l'assertion proposee 31 % ne donnent

aucune implication, et 31 % traduisent la réciproque.

Cela montre que les étudiants ont, globalement, des difficultés notables dans la traduction
"technique" du langage (mathématique) naturel, méme dans le cas d'un contenu mathématique
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simple (pour leur niveau mathématique : étudiants licenciés avec 3 ou 4 ans d'études universitaires).

(2) Les profils "logique" et "pertinent" réussissent assez bien, de facon similaire (53 % et 47,5 %
donnent une réponse correcte), en contraste avec les performances assez faibles des étudiants "non-
conditionnel" (42 % d'entre eux donnent la réponse CONV et seulement 26 % la réponse correcte)
et des étudiants & profil "mixte" (42 % ne donnent pas d'implications, 35 % répondent
correctement). : '

(3) Les reponses correctes au test DDI proviennent principalement des étudiants "logique" et
"pertinent”" (55 %, alors qu'ils représentent 42 % de l'effectif total). Inversement, la réponse CONV

est donnée principalement par les étudiants & profil "non conditionnel" (56 %, alors qu'ils sont 41 %
de 'effectif).

En définitive, la capacité & résoudre un probléme de traduction formelle semble relativement
correlée aux profils des étudiants, au moins si nous regroupons les catégories "logique" et
"pertinent" d'une part, et "non conditionnel” et "sans dominante" de l'autre.

3.  Test sur les implications et non implications entre six propriétés d'une
suite de nombres

Le deuxiéme test purement mathématique demande aux étudiants d'énoncer toutes les
implications et non implications existant entre six propriétés éventuelles d'une suite de nombres
réels (voir I'énonce a l'annexe 2).

Analyse a priori du test sur les suites

Analyse mathématique
Les implications et non implications sont résumées dans le réseau suivant :

(@) & (1) = () = (d) = () = (b)

Les assertions (a) et () signifient que uy tend vers +oo (comme (f) le dit explicitement), (b) affirme
explicitement que uy n'est pas bomée, et (c), (d) et (e) sont différentes maniéres d'écrire que uy,
n'est pas majorée. Ainsi, le réseau d'implication peut se réécrire en langue naturelle ainsi :

(u, tend vers e ) = (u, n’est pas majorée) => (u, n’est pas bornée)
st

L'équivalence entre les propriétés (a) et (f) est spécifique des suites (il n'y a pas d'analogue pour les
fonctions). Elle dépend du fait qu'un sous-ensemble de N (les entiers) est fini si et seulement si son
complémentaire contient un intervalle [A, +oo[. Cette équivalence doit utiliser une "traduction"
entre un aspect sémantique (en langue naturelle) et une expression formelle d'une propriété.

Une interprétation de (c), (d) et (e) pourrait étre : u, a une sous suvite uIlp qui tend vers +o ; une

telle forme de ces propriétés pourrait apparaitre dans une preuve de 1'équivalence entre (¢) et (d).

L'équivalence entre (d) et (e) renvoie 4 la compréhension du réle de la variable quantifiée r dans
I'expression qui signifie qu'une suite n'est pas majorée (Vr In tel que uy> 1) : 1 peut étre astreint a
vérifier une condition supplémentaire qui lui permet d'étre "aussi grand qu'on veut". La
compréhension de ce point par les étudiants révélerait la prise de conscience du fait que les
inégalités avec quantificateurs qui expriment des concepts d'analyse (étre convergente, bornée,...)
ne signifient toujours que des conditions suffisantes. Ainsi, cette prise de conscience est corrélée
avec une conception correcte de 'timplication, _ _ 7

Enfin, il faut noter que l'implication (d)=>(c) est difficile & prouver si on veut construire l'infinité -
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d'entiers demandée (cela renvoie aussi 4 la construction éventuelle d'une sous-suite...) ; elle est bien
plus simple & prouver par contraposition.

Principe d'analyse des réponses

Dans le test sur les suites, on ne demandait pas

- o . ic) )

explicitement aux étudiants de prouver leur réponse. ///72
Presque aucun des 178 ¢tudiants n'a donné de justifi- :-{a}
cation. La structure trés fréquente des réponses est \_:j
une liste d'assertions : (d) = (b), (c) 5 (f), (d) = (e), {d“iiﬁ}
etc... Plus rarement, les étudiants écrivent des
€quivalences
telles que (d}<>(e} ou des suites d'implications ou parfois des réseaux dimplications comme sur le
dessin de la figure. Dans ces cas, nous avons codé les réponses comme si ces suites ou ces réseaix
d'implications contenaient celles dérivables de celles écrites par transitivité (par exemple, dans la
figure : (a)=(b), (i=(e), etc...).

Il y a ainsi 30 implications ou non implications (en abrégé : I ou NI) correctes possibles, en fait
19T et 11 NI ; les scores des étudiants sont référés 4 ces nombres.

Globalement, nous avons utilisé deux types d'analyse.
(1) La premiére est basée sur le nombre de I et NI correctes explicitement ou implicitement (par
transitivité) données dans la réponse, et sur le nombre de [ et NI données, qu'elles soient justes ou
fausses.
(2) La seconde se focallse sur les I et NI reliant respectivement : (f) et (a} ; (f) et (b) ; (d) et (¢). Et
cela & cause du contenu mathématique important de ces I et NI. Par exemple, les relations entre (f)
et (b) mettent en jeu un aspect important de la sémantique mathématique sur les suites ; celles entre
() et (a) sont reliées & la formalisation de (f) en terme de quantificateurs et d'inégalités; enfin les
relations entre (d) et (e) mobilisent, on l'a déja dit, la compréhension du fait que les nnphcatmns
standard de 'analyse ne sont que des conditions suffisantes.

Mais dans la présente rédaction nous n'aborderons que les relations entre (f) et (b) et leur aspect
sémantique. Nous nous attendions d'ailleurs & un bon score, compte-tenu du niveau d'étude des
sujets.

Corrélations entre les profils et les performances globales sur le test sur les suites

Nous signalons d'abord bri¢vement un résultat un peu inhabituel. Dans les deux années (1999 et
2001), les hommes réussissent mieux que les femmes (plus de I et NI exprimées : 13, 8 en moyenne
contre 10,2 ; plus de réponses correctes : 70 % contre 59 %). Ce résultat contredit certains travaux
sur la comparaison entre les performances mathématiques des femmes et des hommes. Dans 'étude
présentée ici, la différence renvoie sans doute déja & la différence de la distribution des profils dans
la population : 42 % des femmes sont dans le profil "non conditionnel”, mais seulement 29 % des
hommes (voir Annexe 3). Cependant, cette différence entre les hommes et les femmes est beaucoup
moins présente dans les performances au test sur les DDI (la différence apparait seulement dans le
fait que 46 % des femmes & profil "non conditionnel"donnent la réponse CONV, mais seulement
33 % des hommes de ce méme profil). Les explications a cette différence hommes-femmes sont
sans doute complexes, et demanderaient une étude plus fine de tous les items des tests des deux
années, et une étude des raisons qui aménent a la préparation au Capes des étudiants des deux sexes.

Concernant les performances au test sur les suites, le tableau 6 les présente en relation avec les

profils. Dans les lignes, nous présentons les nombres moyens de réponses (sur les 30 possibles)
dans chaque profil.
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Tableau 6. Performances dans le test sur les suites : moyennes des I et NI, exprimées et correctes,
en fonction du profil.

Profil Jogique | Profil pertinent | Profil non cond. |Profil mixte | Total
ITouNI 11.6 12.7 11.8 8.7 11.5
exprimées .
[ ou NI 8.6 8.7 7 5.8 7.5
correctes :
Commentaires

Ce test apparait comme tres difficile pour les étudiants. Le nombre moyen de I ou NI explicitement
données dans les réponses est de 11,5 (pour un maximum de 30). Le nombre moyen de I ou NI
corrects est trés bas : seulement 7,5. En moyenne, seulement 38 % des I ou NI possibles sont
présentes dans les réponses, et 65 % d'entre elles sont résolues correctement, autrement dit il n'y a
que 25 % des T ou NI possibles correctement avancées.

La proportion des relations exprimées qui sont correctes est de 83 % pour les implications, et
seulement 59 % pour les non implications.

Les profils "logique" et "pertinent" expriment ensemble en moyenne 12,2 I ou NI, avec 8,6 répon-
ses correctes (un score de 70 %), et les profils "non conditionnel” et "mixte" expriment ensemble en
moyenne 10,9 T ou NI, avec 6,7 réponses correctes (un score de 61 %). Les profils "logique" et
"pertinent" ont des résultats semblables. [l apparait qu'effectivement, en moyenne, les deux
premiers profils donnent un meilleur pronostic pour le succés a ce test que les deux derniers.

Performances des étudiants d'un point de vue sémantique :
I et NI entre les assertions (b) et (f)

La relation entre (b) et (f) a une nature sémantique, car elles expriment des propriétés classiques de
suites et sont toutes deux données en langage naturel : (b) est "la suite n'est pas bornée" et (f) est :
"la suite tend vers +oo". Regarder les I et NI exprimées par les étudiants devrait nous renseigner sur
leurs conceptions sur ces notions.

Nous donnons dans le tableau 7 la distribution des réponses des étudiants.

Tableau 7. Distribution (en pourcentage) des I et NI entre (b) et (f) exprimées, en fonction des
profils.

Logique | Pertinent | Noncond | Mixte Total
[ {D=>(b) et (b)==4(D) totalement correct | 32.4 40 17.8 22,6 26.4
{(D=(b) seulement 382 17.5 21.9 12.9 22.5
(b)=(f) exprimée (fausse) 11.8 15 26 16.1 19.1
aucune relation exprimée 17.6 27.5 34.2 48.4 32
Commentaires

D'abord, il est trés surprenant que plus de la moitié des étudiants n'expriment pas l'implication
(f)=(b), et que presque la moitié d'entre eux donnent I'implication réciproque fausse (b) = (f).
En ce qui concerne la corrélation avec les profils, les étudiants de profils "logique" ou "pertinent”

237



réussissent nettement mieux que les "non conditionnel” ou les "sans dominante” : 63,5 % des deux
premiers profils donnent une réponse sans 'erreur (b) = (f), et seulement 38,5 % des deux derniers
profils. Globalement, presque 40 % des "non conditionnel” ou"mixte" n'expriment aucune I ni NI,
pour seulement 23 % des "logique" ou "pertinent”. Il semble que plus de 60 % des étudiants 4 profil
non conditionnel et des étudiants "mixte" n'exercent aucun contrdle sémantique sur les implications
possibles, pour une suite, entre "étre non bormée" et "tendre vers +oo".

4.  Comparaison des performances a I'item (b)/(f) du test sur les suites a
celles sur le test sur les DDI

Il est intéressant de comparer les performances a l'item de comparaison de (b) et (f) du test sur les

suites a celles du test sur les développements décimaux illimités. Nous présentons les termes de
cette comparaison dans le tablean 8.

Tableau 8. Relations exprimées entre (b) et (f) en fonction des réponses au test DDI (effectifs).

Type de réponse au test DDI—>
Relation entre (b) et () |, - Correct CONV NOIM
(HH=(b) et (b)A(f) totalement correct 24 .13 8
(H) = (b) seulement ' 19 : 12 7
(b) = (f) exprimée (fausse) 4 14 15
aucune relation exprimee 20 16 26
Total (178) 67 55 56
Commentaires

Bien que les contenus mathématiques soient trés différents entre ces deux items, clairement les
réponses ne sont pas indépendantes. Moins de 6 % des étudiants donnant la formulation correcte
dans le test DDI font une erreur concernant les I ou NI entre (b) et (f). Et presque la moitié¢ des
étudiants ne donnant aucune implication dans le test DDI n'en donnent aucune non plus dans I'item
(b)/(D). |

Ce dernier point confirme I'hypothése que la question "exprimer une implication ou une non
implication" peut n'avoir pas de sens pour nombre d'étudiants, principalement parmi ceux ayant un
profil "non conditionnel" ou "mixte". Les seules inférences que ces étudiants tirent dune
implication P=Q sont du type : "P est vraie, donc Q est vraie" et/ou "P est fausse, donc Q est
fausse”. Ainsi ils ne peuvent plus exprimer de relation entre P et Q lorsque la valeur de vérité de P
reste ouverte (¢c’est en rapport avec ce que nous avons vu dans la question des “hors-sujet”). De
plus, il semble que la sémantique mathématique leur soit d'une aide limitée.

Une analyse plus fine de la comparaison des deux items fait apparaitre deux péles d'étudiants. Un
sous-groupe A est formé de 37 étudiants a profil "logique" ou "pertinent" qui répondent
correctement au test DDI ; 86 % d'entre eux expriment au moins la relation (f)=>(b), sans fausse
réponse (la moitié sont totalement correctes). Un sous-groupe B comprend 35 étudiants a profils
"non conditionnel” ou "mixte" qui ne donnent aucune implication dans le test DDI ; 51 % d'entre
eux n'expriment aucune relation entre (b) et (f), et 22 % proposent l'implication fausse (b) = (f)
(moins del0 % d'entre eux écrivent la relation correcte entre (b) et (f)).
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5. Lien des profils avec les résultats au CAPES

Tableau 9. Pourcentages d’admissibles et de regus au Capes selon les profils.

. Profils |LOGIQUE |PERTINENCE |[NON SANS
CONDITIONNEL |DOMINANTE

TEST1 - '
admissibles 53 52 35 31
Tegus 26 30 16 25
TEST2
admissibles 66,7 52,9 53,6 45,5
regus 33,3 17,6 28,6 27,3

Globalement, il n’y a pas une différence marquée entre les deux populations pour I’admission
(22,5 % pour le test 1 vs-26,8% pour le test 2), alors qu’elle est forte pour I’admissibilité, qui est
nettement plus importante dans le test 2 (prés de 55%). Le profil “logique” est dans les deux cas le
plus performant. Il apparait en revanche des différences pour les autres profils. Le profil “non
conditionnel” a de bien meilleures performances dans le test 2. Quant au profil “pertinent”, il
présente le plus faible pourcentage de recus.

Il n'est pas évident de savoir & quoi peut étre due la forte atténuation, du test 1 au test 2, de la
différence entre les profils pour I'admissibilité au CAPES. Une hypothése, mais que nous n'avons
pas testée, serait que la diffusion pendant l'année 2000 des résultats au test 1 et de leur analyse
auprés des enseignants du CAPES a pu avoir un effet sur les enseignants, qui, meéme
inconsciemment, seraient plus intervenus sur les questions de logique : cela pourrait expliquer
particllement une certaine atténuation des différences entre profils entre le passage du test 2 en
septembre 2001et I'écrit du CAPES en mars 2002,

II1. Les approches de la psychologie

Les études sur I'implication sont développées depuis quatre décennies dans des situations
expérimentales qui s’intégrent dans le champ plus large des études sur le raisonnement et la
rationalité humaines, de Piaget aux études de neuropsychologle sur les processus d’activation /
inhibition dans le raisonnement.

1. Qui est rationnel ?

Toa référence “princeps” est le travail de Wason (1966) visant & mettre & ’épreuve Dexistence
d’'un “stade des opérations formelles” tel que Piaget le postulait. Selon Piaget, ce stade de
développement ¢tait celui ot le sujet (enfant ou adolescent) devenait capable de fraiter des
propositions indépendamment de leur contenu. (Le stade précédent selon Piaget ¢tant celui des
“opérations concretes” ou le raisonnement porte sur des contenus sémantiques, et ne peut en étre
détache).

A ce stade, le sujet dev1ent capable de faire des tests d’hypothéses caractéristiques du
raisonnement scientifique : la “logique de I’enfant” rejoint la logique scientifique. Pour tester si,
conformément au modéle de développement, Iadulte “éduqué” était au stade des opérations
formelles, Wason a élaboré deux tests désormais classiques, I"un sur le raisonnement déductif 1ié au
test d’hypothése : le test de sélection de cartes, I'autre sur le raisonnement inductif lié &
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[’élaboration d’hypothése': le test de la complétion de suite de nombres.

Le test de la sé€lection de cartes a été I’objet d’une multitude de reprises, et de variations : il s’agit
dans tous les cas de sélectionner des informations & prendre pour savoir si une régle donnée est
vérifiée ou non. Les variations ont concerné la sémantique de la régle (son contenu et sa nature par
rapport & I’expérience quotidienne) ou la consigne de la tiche.

Concernant la consigne les principales versions sont les suivantes : on peut demander quelles
cartes doivent étre retournées (au minimum) (version “classique” de sélection) ou proposer aun sujet
chaque carte en demandant s’il est nécessaire de la tester (version voisine de celle de Radford), ou
demander quelles sont les cartes critiques (qui permettent de trancher éventuellement) et celles non
pertinentes (qui n’apportent pas d’information sur le fait que la régle est suivie ou non) (version de
Jocalisation) ; dans certaines expériences la consigne élimine d’abord les cartes qui ne posent pas de
problémes (pour les adultes) dans la version “classique” : P qui est quasiment toujours donnée et
non P qui n’est quasiment jamais donnée (version STRA — sélection avec réduction d’empan de
cartes a sélectionner) ; certaines versions donnent une information sur le fait qu’il faut retourner
deux cartes.

Concernant la sémantique, on a différencié des implications avec régle “abstraite”, comme celle
utilisée par Wason & ’origine, des implications matérielles, des régles “déontiques”. Les résultats
les plus marquants et les plus constants concernent la facilité de réponse correcte aux régles
déontiques (comme celle qui interdit de servir aux moins de 16 ans une boisson alcoolisée)
opposées a la dominante de réponses non “logiques” pour les régles abstraites.

Deux grandes théories s’opposent dans un cadre général de psychologie de traitement de
Pinformation : existence d’une logique mentale propositionnelle (on cherche les opérateurs qui
rendent compte du traitement des données et de la consigne, avec I’hypothése d’un module de
traitement logique & la Fodor), ou traitement via des modéles mentaux (Johnson-Laird). Les tiches
utilisées par les tenants de 'une ou de I'autre ne se sont pas montrées discriminantes. Une
proposition (George, 1997) est que les sujets essaient d’abord de se représenter la régle 4 travers des
modéles de réalisation, et en cas d’échec effectuent (ou essayent d’effectuer) un traitement
propositionnel. Ces théories rendent par ailleurs mal compte d’une part de I’existence de
raisonnement logique dans des situations complexes (dans l¢ raisonnement scientifique de
justification par exemple, ou dans le raisonnement mathématique), et d’autre part des effets de
changement de domaine ou de contrat.

Un point tres clair sur les théories dans le domaine est fait par Mankeltow (2000), vu du c6té de
la modélisation logique, ou de la modélisation mathématique de théorie des jeux s'agissant de la
prise de décision. '

Une approche différente — et plus convaincante que celle conduisant au débat cité ci-dessus — est
celle de la pragmatique et de la pertinence (Sperber, Politzer). Par exemple, dans les
communications humaines on traite la conditionnelle essentiellement dans son sens de double
condition “si A alors B sinon pas B” (exemple classique : “si tu ranges ta chambre, tu pourras sortir
jouer”, si on voulait un “si alors™ logique permettant de toute facon de sortir, on dirait simplement
“tu pourras sortir”, en insistant sur la conclusion toujours vraie et non sur la condition sans effet).
Nous évitons de parler d’équivalence, car le rapport ne concerne pas le modé¢le logique, mais les
implicites de la communication. Par ailleurs, il résulte de I’étude des processus d’influence que
“accorder” “si P alors Q” conduit a augmenter 1’accord sur la validité de P, et accorder Q encore
plus. Donc si P est faux, on récusera I’implication, sauf si la conclusion est clairement aussi fausse
que P, : '

Par ailleurs, dans la vie quotidienne, on $’intéresse le plus souvent aux inférences que I’on peut
faire, au sens de “‘quelles données nouvelles je peux tirer des données que j’ai déja”, et plus
rarement au traitement de ce qui ne permet pas de tirer une nouvelle donnée, ou aux relations en
tant que telles. Par ailleurs, on cherche en général des réponses satisfaisantes plus que des réponses
optimales : c’est la théorie de la rationalité limitée, initiée par Simon pour rendre compte du
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décalage systématique entre les modéles de prise de décision rationnelle et I'activité effective
(dominante) des décideurs.

Un développement théorique introduit par Cosmides est méme que le traitement que font
“spontanément” de P'implication les adultes, méme cultivés, tient a un processus d’adaptation : ce
qui a été favorisé par 1’évolution - sur le long terme de la phylogenése - est ce qui est adapté & 1a vie
courante, ou il suffit de maniére dominante de tirer des conséquences positives et ol on ne se régle
pas par les exceptions (il suffit qu une relation soit suffisamment souvent observée pour étre traitée
efficacement comme une implication). (“We propose the principle of pre-emptive specificity - that
the human cognitive architecture should be designed so that more specialized inference systems
pre-empt more general ones whenever the stimuli centrally fit the input conditions of the more
specialized system. This principle follows from evolutionary and computational considerations that
are common to both relevance theory and the ecological rationality approach”, Fiddick &
Cosmides, 2000). Cette derni¢re théorisation est impuissante a rendre compte du fait qu’il y a
autour de 10% des sujets qui répondent de mani¢re logique, dans la population des sujets habituels
des expériences (& savoir en général des étudiants en psychologie ou en “management™), et qu’un
raisonnement scientifique s’est effectivement développé ...

Une extension de I’approche de la pertinence est la prise en compte du contrat dans lequel se situe
la tache (Politzer). Le sujet fait des hypothéses sur ce qui est attendu de lui, en fonction de la
situation dans laquelle il se représente étre par rapport & celui qui lui soumet une tiche de
raisonnement. Il utilise évidemment son expérience pour cela. Cette approche rend compte d’un
grand nombre de résultats, y compris ceux ot le positionnement qu’on propose au sujet de prendre a
un effet sur ses réponses. On retrouve dans ce cadre théorique un élément présent dans les théories
de ’activité : Pactivité d’un sujet est doublement déterminée et régulée : par les propriétés de la
situation et par ses propres propriétés, ici entre autres d’une part sa compétence logique — les
instruments cognitifs dont il dispose en ce domaine — et d’autre part son expérience.

Enfin, I’articulation de la psychologie du développement et de la neuropsychologie conduit a
mettre en avant les processus d’activation et d’inhibition qui sont en jeu dans les réponses a des
tdches comme celles de Wason. Schématiquement, si les expériences dominantes conduisent a des
“biais cognitifs” en activant des schémes non conformes 2 la logique (comme ceux postulés par la
pragmatique ou les schémes précocement construits dans ’expérience du petit enfant), des
processus d’inhibition peuvent les “contrer”, et permettre 1’expression d’un rationnel construit lui
aussi au cours du développement. Cela permet d’expliquer “la coexistence possible du rationnel
construit, la compétence déductive, et de I’irrationnel présumé révolu : sa transgression par les blals
de raisonnement” (Houdé, 1997, p. 27).

Nous retiendrons pour notre part le cadre d’une théorie de I’activité, issue des chercheurs ayant
travaillé avec Vygotsky, intégrant dans les déterminants du c6té du sujet, & c6t€ de sa compétence
dans Ie champ de la logique, les schémes d’inférences qui peuvent s’activer ou doivent &tre inhibés
pour répondre aux exigences logiques d’une tAche de raisonnement.

La figure 1 résume la présentation schématique que nous venons de faire.

2. La réponse des scientifiques dans les tests de sélection des cartes

Un certain nombre d’études de psychologie ont proposé la tiche des carfes de Wason 3 des
scientifiques de différents domaines. Diverses formes de la tiche ont été utilisées. Les résultats
montrent que les scientifiques dans les conditions « habituelles » de la passation des tiches
expérimentales sont meilleurs que les sujets « lambda », ¢ est—a—dlre pour I’essentiel des étudiants
de psychologie ou de sciences de la gestion.

Ainsi, Tweney et Yachinin (1985} utilisant la tiche classique de sélection trouvent de meilleures
performances pour les scientifiques. Kern, Mirels et Hinshaw (1983) comparent des scientifiques —
psychologues, biologistes ou physiciens— sur la tache des cartes ou il s’agit d’identifier les cartes
non pertinentes et les cartes critiques (celles qui invalideraient la régle). Les proportions de
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Figure 1. Schéma du champ des recherches en psychologie cognitive sur le raisonnement et la
rationalité humaine.
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~ réponses correctes (logiques) sont de ordre de 15% pour les psychologues, 11% pour les

biologistes, et 23% pour les physiciens (il n’y a pas-eu d’interrogation de mathématiciens). Quant
aux étudiants ayant « suivi un cours de logique » environ 14% d’entre eux répondent correctement.
C’est la méme proportion que celle obtenue par Love et Kessler (1995) avec des étudiants
« lambda », ce qui indique que la focalisation sur les cartes pertinentes améliore 1égérement les
réponses par rapport & la tdche de sélection classique.

Par ailleurs, dans une recherche sur “Qui est rationnel”, une étude différentielle mettant en
relation les scores aux tests d’entrée en université (dits scores SAT) montre que ces scores SAT
sont meilleurs pour les étudiants réussissant la thche classique de sélection de cartes (Stanovich, &
West, 1998).

Les conclusions tirées par les auteurs de ces études sur la rationalité des scientifiques ont été
discutées par Politzer, qui a mis en évidence un fort effet de contrat dans cette tiche de Wason. Il a
en effet présenté Ia tache classique de sélection 4 des éiéves de Polytechnique (issus donc de classe
preparatoires scientifiques a dominante a 1’époque mathématique) dans deux situations différant par
le contrat : dans la premiére situation, la tAche a été présentée comme une tiche expérimentale par
un psychologue, dans la seconde situation, clle a éié présentée explicitement comme une tiche sur
’implication. Les réponses correctes passent alors de 25% dans la premiére situation (celle des
¢tudes habituelles des psychologunes) 4 60% dans la seconde situation en appelant au champ
conceptuel de la logique (déductive) (Politzer, séminaire de laboratoire, juin 2001).-

Les résultats obtenus dans nos tests vont dans le sens des interprétations proposées par Politzer,
et rejoignent méme précisément les valeurs qu’il avait obtenues avec des étudiants scientifiques
sélectionnés, dans la condition d’un contrat en appelant au champ de la logique— ce qui était le
cas avec les étudiants de nos tests.

Les études de psychologie cognitive se sont centrées sur P’explication des 90% de réponses non
“logiques™, et la prise en compte du contrat et de la compétence logique formée dans I’activité
d’étudiant en mathématiques rend compte du taux substantiel de réponses logiques chez nos
étudiants. Mais, la psychologie cognitive reste discréte sur Ies 10% de réponses correctes chez les
sujets “lambda” et le probléme demeure des 40% de réponses non conformes a la logique
mathématiques chez des étudiants futurs professeurs de mathématiques ...

3. L’importance des formulations ? Réponses aux implications calcula bles
selon I’usage ou non du “si .., alors...”.

Les changements de formulation ont concerné trois des items d’implications. Lors du premier test,
des formulations “non canoniques™ avaient été utilisées, et la forme retenue sans utilisation du “si”
conditionnel est inhabituelle dans les études de psychologie : pour comparer notre population de
futurs enseignants de mathématiques aux populations de ces travaux nous avions besoin de
reprendre leur formulation. Par ailleurs, I*utilisation de formes ou le conditionnel de surface n’était
pas apparent pouvait modifier les traitements par les étudiants (Politzer, communication privée).

La formulation non canonique pouvait avoir trois types d’effets : 1) “bloquer” le recours au
traitement de la conditionnelle dans la vie quotidienne (moins d’effet de “pragmatique”) ; 2)
empécher au contraire des étudiants de reconnaitre I’implication (conduisant & plus d’erreurs), par
exemple la formulation avec le terme “tout” (“tout triangle” ou “toutes les boules blanches™)
pouvaient cantonner des sujets 4 ne se placer que dans le cas de I’hypothése vraie, favorisant ainsi a
priori un mode d’évaluation de type “pertinent” ; 3) ne pas avoir d’influence sur les réponses, étant
donné le niveau des étudiants passant le test (ce qui était notre propre hypothése).

Nous avons donc effectué les modifications de formulation pour utiliser la formulation canonique
“si ... alors ..* dans les tAches de sélection (version Wason et version Radford), et les trois .
“implications non calculables & prémisse fausse (Triangle, Circuit et Labyrinthe). Nous donnons ci-

dessous, dans la figure 2, les versions utilisées respectivement dans Test 1 et Test 2.

* On observe effectivement un changement dans la réussite 4 la tiche classique de sélection de
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Wason : la formulation «si ..alors .. » s’accompagne d’une augmentation de la proportion de
réponses « logiques » d un pet moins de 48% a prés de 65%. (Khi2 (dl=1,N=178) = 5, p<.02). Ona
vu que la formulation en «si ...alors... » s’accompagne d’une augmentation de 1’utilisation de la
contraposition pour le profil « non conditionnel ». Néanmoins, 1’effet n’est pas trés important et la
non-prise en compte du nombre impair reste I’ erreur dominante, avec plus de 30 % des réponses.
En revanche, sur 'item “Radford” il n’y a pas d’effet du changement de formulation. Par ailleurs,
I’'impact sur les réponses correctes 4 la fois a4 la thche classique (« Wason») et 4 celle de
I’évaluation de procédures (« Radford ») est en fait trés modéré (on passe de 45% dans le test 1 4 un
peu plus de 56% dans le test 2). En fait, le pourcentage d’étudiants répondant correctement a
« Radford » aprés avoir répondu correctement 4 « Wason » passe de 94% dans Test 1 & 87% dans
Test 2. De fait, avec I'usage de la formulation conditionnelle “canonique™ “Si... alors ...”, les
distributions de réponses aux deux versions de la tiche de sélection de cartes “Wason” et “Radford”
se rapprochent, ce qui ne va pas dans le sens des résultats obtenus dans les expériences de
psychologie avec des populations “tout venant”, ‘

Enfin, le’changement de formulation a un effet tout a fait négligeable sur 1’item “Triangle” (un
peu plus de réponses «vrai» et un peu moins de réponses «mnon pertinent», mais pas
statistiquement significatif, et pas de changement sur les réponses « assertion fausse» ou
« autres »). '

Pour interpréter cette trés minime modification, il faut la comparer 4 celle tenant simplement & la
variation de population. Le tablean ci-dessous montre qu’il apparait la méme tendance a un peu
plus de réponses logiques également pour les deux autres implications, bien que leur formulation
soit inchangée : on reste dans les variations statistiques attendues sous ’hypothése d’une absence
d’effet de formulation, et des populations globalement semblables.

versions du test 1 | versions du test 2

* Wason sélection de cartes
Ia régle suivante

derriére une vovelle il v a un chiffre pair". si une carte a une voyelle sur une face, alors elle
a un nombre pair sur son autre face".

"

* Radford choix de procédures
on 8’intéresse 3

la question suivante : "est-ce gue,' dans l'urne,  {la véracité de I'assertion suivante: "dans l'urne, si
toutes les boules blanches ont un numéro pair?". | une boule est blanche, alors son numéro est pair"

* Implication factuelle 2 prémisse fausse (Triangle)
que pensez-vous de I’assertion suivante ?

"Tout triangle non aplati du plan, dont les "Si un triangle non aplati du plan a ses
mediatrices ne sont pas concourantes, est médiatrices non concourantes, alors il est
équilatéral". _ . { équilatéral”.

» Implication factuelle 2 prémisse fausse (Circuit de Legrand) (inchangée)
Que peut-on dire de la vérité de l'assertion suivante

"si L1 est allumée et si L3 est allumée, alors L2 est allumée et L5 n'est pas allumée"

* Implication factuelle 2 prémisse fausse (Labyrinthe de Durand-Guerrier) (inchangée)
dire si la phrase est vraie, si elle est fausse ou si on ne peut pas savoir -

(7) si X est pass€ par S, il est passé par T

Figure 2. Les versions des items Wason, Radford, et d'implications factuelles & premisses fausses.
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Tableau 10. Distribution en pourcentage des catégories de réponses aux implications non
calculables & prémisse fausse selon la formulation testl / test 2

VRAI NON FAUX X OU RIEN
PERTINENT '
TRIANGLE
Test] 14 35,5 43 7,5
Test2 19,5 - 295 45 5,5
CIRCUIT | |
Testl 12 31 48 9
Test2 19,5 - 29.5 35,5 15,5
LABYRINTHE ,
Testl 27 22,5 45 5,5
Test2 34 20 41 5,5

Rappel : dans le cas de la tAiche du « Labyrinthe », la réponse vraie peut &ire obtenue non pas dans
un raisonnement logique, parce que la prémisse a été évaluée comme fausse, mais du fait d’une
non-prise en compte de la condition « ne pas repasser deux fois par la méme case », qui permei de
rendre vraie la prémisse. Impossible de mettre ceci en évidence dans notre situation de réponse
éerite collective,

Conclusion

La compétence logique d’étudiants se préparant 4 devenir enscignants de mathématiques a été
étudiée dans un test comportant un ensemble de questions portant spécifiquement sur 1’implication,
avec des contenus variés. Deux épreuves d’évaluation de régle (Wason et Radford) ont été
introduites pour situer les productions de ces étudiants par rapport a celles étudiées dans des tiches
expérimentales 'de la psychologie. Une attention particuliere a été donnée 4 des situations non
étudiées par la psychologie : I’évaluation d’implications & prémisses toujours fausses, ainsi qu’a des
“hors-sujets” rendant la prémisse de I’implication fausse. '

On a défini une typologie d’implications, susceptibles de provoquer des traitements différents.
Trois implications non calculables & prémisse fausse ont servi de base pour définir des “profils™
définissant des modes de traitement de ce type d’implication. Un profil “logique” correspond au
mode de traitement attendu de mathématiciens : il est le fait d’environ 20% des étudiants. Un profil
“pertinent” correspond 4 un mode de traitement qui, de maniére dominante, ne considére une
implication que lorsque la prémisse est vraie (et gu’on peut donc en déduire la véracité de la
conclusion) ; il regroupe environ 23% des étudiants. Un profil “non conditionnel” traite les
implications comme fausses dés que la prémisse est fausse, ne distinguant pas la valeur de vérité de
la prémisse de celle de I’implication : 40% des étudiants traitent ainsi les implications & prémisse
fausse. Les modes de traitement mixte (variant pour toutes les implications) sont regroupés dans un
“profil” sans dominante”.

Ces profils sont corrélés aux réponses que les étudiants donnent quand ils doivent tester ou
évaluer d’autres types d’implication. Dans leur majorité (de 60% & 70%) les profils “logique”
traitent de facon logique ces autres implications ; Les profils “pertinent” sont presque aussi souvent
logiques sur les implications calculables et le test d’hypothése de Wason (50%), mais traitent de
maniére dominante une implication de contrat social en rendant vraie la prémisse (en interprétant la
situation présentée), donc en cohérence avec leur approche de “pertinence”. Les autres profils
traitent beaucoup moins les autres implications de maniére logique. Toutefois, 'utilisation de la
contraposée, dans la tiche de test d’hypothése de Wason permet & certains d’entre eux de retrouver
une prémisse positive et de donner en conséquence une réponse logique.
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On a ensuite analysé les relations entre ces profils & base logique et le comportement des étudiants
confrontés a des tiches de raisonnement en analyse. Une tache de “traduction” demandait de mettre
sous la forme d’une implication quantifiée une relation exprimée en “langage mathématique
naturel” (IDE). La capacité & résoudre une telle tdche est apparue liée aux profils des étudiants : les
profils “logique” et “pertinent” réussissant de maniére analogue (mais seulement pour la moitié
d’entre eux), les profils “non-conditionnel” donnant la réciproque comme réponse dominante, alors
qu’un grand nombre des profils “mixte” ne proposaient aucune implication.

Une seconde tiche d’analyse demandait d’écrire toutes les implications et les non-implications
reliant six assertions sur une suite réelle (Suite). Les réponses étaient corrélées aux profils d’une
maniére similaire : ici aussi, les profils “logique” et“pertinent” ont exprimé plus de relations, avec
moins d’erreurs. Toutefois il s’agit d’une tiche difficile, impliquant trois composants : la
compétence logique, telle qu'on peut I’apprécier & travers les profils, la disponibilité des
connaissances mathématiques (en particulier pour exprimer des non implications), et la capacité a
¢€laborer une stratégie pour organiser les réponses (nécessaire, vue la combinatoire a prior).

Une analyse particuliére des implications entre deux propositions exprimant des propriétés
simples de suites réelles en “langage naturel mathématique” ont confirmé la corrélation avec les
profils : plus de 60% des profils “non-conditionnel” et “mixte” n’exercent aucun conirdle
mathématique sur les implications entre les propositions concernées.

La mise en relation des réponses aux deux tiches (IDE et Suite) montre des relations fortes entre
les réponses des étudiants, alors que ces tiches différent a la fois dans leur contenu mathématique et
dans le type de réponse 3 produire : les réponses sont meilleures pour les profils “logique” et
“pertinent” ; & peu prés la moitié des étudiants qui ne donnent pas d’implication pour la tiche IDE
ne peuvent pas non plus produire d’implication entre les deux propositions “sémantique”
- concernant une suite. Les données indiquent que pour nombre d’étudiants parmi les profils “non
conditionnel” ou “mixte” la question d’exprimer une implication (et a fortiori une non implication)
peut manquer de sens. Ces étudiants peuvent faire des inférences d’une implication P=>Q), sous la
forme (correcte) comme “P-est vraie, done Q est vraie”ou sous la forme (incorrecte) “P est fausse,
donc Q est fausse”, mais ils ne peuvent pas exprimer la relation entre P et Q quand leur valeur de
vérité reste ouverte. De plus, la sémantique mathématique ne leur semble que d’un secours limité.

Les relations des profils avec le traitement de tAches mathématiques ne se retrouvent pas aussi
nettement avec les résultats au CAPES : pour les étudiants du premier test, I’admissibilité an
CAPES  était nettement plus importante pour les profils “logique” et “pertinent”, et plus
particuliérement pour les profils stables (méme type de réponse aux trois implications non
calculables) ; on ne retrouve pas une telle différence pour les étudiants du second test, méme si les
profils logiques sont un peu plus souvent parmi les regus (mais de maniére générale le taux de
réussite a été plus élevé cette année-1a).

Noire étude se situe d'une maniére originale par rapport a celles de psychologie sur le
raisonnement déductif, tout d’abord par le réle donné aux implications & prémisse fausse et
I"approche de la.quantification a travers le traitement des “hors-sujets”, et ensuite par la définition
de types d’implication au-deld de leur domaine sémantique, en distinguant des implications non
calculables et des implications calculables, et par la définition de profil dont nous considérons qu’ils
reflétent des schémes de traitement de I’implication. Dans cette approche différentielle on cherche &
analyser les différents types de réponses en cherchant la cohérence qui existe entre elles.

L’insertion de tiches reprenant celles d’expériences classiques permet par ailleurs de situer les
‘résultats des étudiants par rapport & ceux des expériences : ils traitent beaucoup mieux les questions
d’évaluation de régles abstraites comme celle de la tiche de “Wason”, méme quand on compare aux
— rares—scientifiques réalisant ce type de tache. L’utilisation de la forme canonique de
I’implication en “si ... alors ...” semble déclencher chez certains profils “non conditionnels” une
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utilisation de linstrument cognitif que constitue la contraposition, conduisant 4 un traitement
logique, utilisation par ailleurs au moins épisodique chez plus de la moitié des étudiants, ce qui
pourrait constituer un point d’ancrage pour développer leur compétence au traitement logique.

De nombreux autres résultats de nos tests restent & analyser pour affiner I’image des schémes et
les représentations de 1'implication. Des entretiens conduits avec des. étudiants seront également
analysés pour une compréhension plus approfondie.

Les résultats conformes 4 la logique restent cependant d’un niveau loin de ce qu’on pourrait
attendre raisonnablement de futurs enseignants de mathématiques (méme si un profil “pertinent”
permet de faire la plupart des mathématiques suffisantes pour réussir), on peut s’interroger sur la
capacité 4 bien identifier les problémes que rencontreront les éléves quant & Ia justification et la
preuve mathématique. Nous avons abordé la question de la formation des futurs enseignants (et en
amont des étudiants) ; nous n’y revenons pas ici, sinon pour souligner la nécessité pour les
enseignants a 1’universit¢ d’étre conscient de la maitrise insuffisante dont soufrent de trop
nombreux étudiants concernant 1’implication en général et en mathématique en particulier (méme
ceux qui n’ont pas ¢té particuliérement en échec et s’intéressent assez aux mathématiques pour
vouloir les enseigner).
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Annexe 1 : relation entre profils et admissibilité au Capes, et entre profils et réponses
correctes aux différents types d’implication.

1
0,5
0,ar
07T EE
1 e P
Figure A. 0,64 e 7]
r . R o
Pourcentage des étudiants 0,5 i 2
- 0,41 F
admissibles au Capes en l:l# =] F AT Z
. =1 £z 2
fonction de leur profil. 0ot B Pt P 2
2 2re e o s
Fa s E L .
O '[ Bl B B o Cala
- Bt Bl LA o "
4 s B, A s et
0 o £ Eﬁﬁ% |27, >
LS PS MC NC) SO

Figure B

Pourcentage d’étudiants don-
nant une réponse correcte

a l'implication calculable

H,=H,, selon leur profil.

Figure C.

Pdurcentage d’étudiants don-
nant une réponse selon la
logique & Yimplication de
contrat social, selon leur
profil. '

LS LI PS Pl NC NCI SD

250



Annexe 2 : Texte des items des deux questionnaires (1999, 2001) analysés ci-dessus.

On donne les numéros des items dans chaque questionnaire, en soulignant dans certains cas ce qui
est spécifique de chacun des deux tests.

Avertissement (commun aux deux passations): /es phrases, assertions, énoncés, ...mathématiques
qui figurent dans les exercices suivants sont souvent donnés sous forme naive, non formalisée,
comme on le fait dans un texte mathématique courant, voire dans la conversation de tous les jours.
C'est volontairement, et vous devez vous sentir trés libre dans vos réponses, qui peuvent (doivent!)
comporter beaucoup de commentazres et méme si vous le voulez aller jusqu'a : "cette question est
idiote 1", ‘

Assertion calculable 2 prelmsse fausse
1. 1999 /2001
Etant donné 1eR, on considére la suite (un)11 définie par ;uy =1, u ;=20 + 1.

Soit H,, l'assertion "u, <29 3-1".
(a) L'implication " H —H_ " est-elle vraie pour certains n ? pour tout n ?
(b) Calculer explicitement u, en fonction de ] et de n [on pourra poser u, = v, - 1].
(¢) Montrer que sil> - 2\3, toutes les assertions H sont fausses.
- (d) Sil=10, que peut-on dire de I'assertion " Vn H=H_,"?
(e) Soit P (I) T'assertion "uj =20%3(] + 1) - 1", Les assertions suivantes sont-clles vraies ou
fausses ? _
(1) " Vo V1P (1) est vraie" ;
(2} " 31 tel que Vn P (1) est vraie” ;
(3)" Vo VvIiP 1) =P, (D"

Assertion non calculable a prenusse fausse (triangle)
ITE. 1999
Que pensez-vous de la véracité de l'assertion suivante ?
"Tout triangle non aplati ‘du plan, dont les médiatrices ne sont pas concourantes, est équilatéral”.

I 2001
Que pensez-vous de la véracité de l'assertion suivante ?
"Si un triangle non aplati du plan a ses médiatrices non concourantes, alors il est équilatéral”.

Hors-sujet
V. 2001
On se propose d'évaluer la véracité de l'assertion (A) suivante :
(A) :  "VxeR VIeR, si x2-21x+21+3 <0, alors [x| <2/l +1".

(a) Montrer que 1hypothese se réécrit sous la forme : (x-1)2<(1-1)2-4
(b) Que se passe-t-ilsi -1<1<37?
(c) Selon vous, l'assertion (A) est-elle vraie ?

Téche de sélection de Wason (version classigue)
IX. 1999
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On dispose de cartes sur lesquelles figurent sur une face une lettre et sur l'autre un chiffre.
On veut tester la régle éventuelle : "derriére une
voyelle il y a un chiffre pair". Pour cela on prend | | 4 Ki |7
un échantillon de 4 cartes, qu'on pose sur la table ;
on voit alors Ia dlsposmon ci-contre .

Quelle(s) carte(s) exactement doit-on retourner pour savoir si la régle est respectée sur
I’échantillon?

VIIL. 2001

On dispose de cartes sur lesquelles figurent sur une face une lettre et sur 'autre un nombre.
On veut tester la régle éventuelle ; "si une carte a : _
une vovelle sur une face, alors elle a un nombre E 4 K 7
pair sur son aufre face". Pour cela on prend un
échantillon de 4 cartes, qu'on pose sur la table ; on
voit alors la disposition ci-contre .

Quelle(s) carte(s) exactement doit-on retourner pour savoir si la régleest respectée sur
1'échantillon?

Assertion calculable 4 prémisse fausse (arithmétique)
XI. 2001
. L'assertion "si 1 =2, alors 2 = 3" est-elle vraie ?

Version “Radford” de la tiche de sélection de Wason
XV. 1999
Dans une urne, on dispose d'un certain nombre de boules numérotées. Les boules sont soit
blanches soit noires. On_s'intéresse a la questlon sunivante : "est-ce que, dans l'urne, toutes les
boules blanches ont un numéro pair ?".
On envisage 4 procédures pour répondre 2 la question :
procédure 1 : on sort de 'urne les boules de numéro pair, puis on regarde leurs couleurs ;
procédure 2 : on sort de l'urne les boules de numéro impair, puis on regarde leurs couleurs ;
procédure 3 : on sort de I'urne les boules blanches, puis on regarde leurs numéros ;
procédure 4 : on sort de I'urne les boules noires, puis on regarde leurs numéros.
Pour chacune des 4 procédures, choisissez parmi les deux options :
(a) la procédure me permettra sGirement de répondre 2 la question ;
-(b) la procédure risque de ne pas me permettre de conclure.

X. Le test sur les DDI

On considére 'assertion suivante :
"Parmi les nombres rationnels, seuls les nombres décimaux peuvent avoir deux développements
illimités différents",

(ot on précise que par exemple 3, 24 a pour développement décimal illimité 3, 2400000.. )

Ecrire cette assertion sous la forme "VxeX (P(x)=>Q(x))", en précisant X, P et Q.

XIIL Le test sur les suites

Déterminer toutes les implications et non-implications entre les assertions suivantes concernant une
suite réelle arbiftraire (un)Il

(a) [1999] ¢tant donné un nombre a>0, il n'y a qu'un nombre fini d'entiers n tels que u, <a;

[2001] chaque fois qu'on se donne un nombre a > 0, il n'y a gu'un nombre fini d'entiers n
tels que u, <a;
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(b) la suite (un)'n. n'est pas bornée ;
(¢) pour tout M réel, il y a une infinité d'entiers n tels que u, =M;
(d) pour tout r > 0, on peut trouver un entier n tel que LI

(e) ‘pour tout b >0, on peut trouver un entier n tel que u, > b2 b;
§3) u tend vers +oo quand n tend vers +oo,

Hors-sujet
XTIL. 2001 _ ‘
On aposéla question suivante é un étudiant : la proposition (P) suivante est-elle vraie ?
(P): “V(x y)eR?, si y% -2xy + 8x +9 <0, alors ly] <2ix| +4".

Il 2 donné la réponse suivante :
"L'assertion (P) est fausse. En effet, l'hypothése signifie que T'on a (y - x)2 < (x - 4)% - 25 ; mais s
-1 < x < 9,alors (x - 4)% - 25 < 0, donc I'hypothése n'est pas vérifiée, et n'impose donc aucune
contrainte a y (on est dans la bande }-1,9{) ; mais la conclusion, dans ce cas, entrainerait sur y la
contrainte [y| <22, ce qui serait absurde".

Que diriez-vous a cet étudiant ?

Assertion non calculable i prémisse fausse : circuit de Legrand
XVII. 1999 / XV 2001
Le circuit €lectrique ci-dessous comporte six lampes identiques notées L1 ., L6, et deux
commutateurs S et T ; S peut prendre trois positions S1, $2, ou SS etT peut prendre deux posmons
T1 ou T2.
(a) Que peut-on dire de la vérité de 'assertion suivante
"si L1 est allumée ou si L6 est allumée, alors L3 est allumée ou L4 est allumée"” ?
(b) Que peut-on dire de la vérité de I'assertion suivante
"si L1 est allumée et si L3 est allumée, alors L2 est allumée et L5 n'est pas allumée” ?
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Question de contrat social (Ies bonbons de la maftresse)
XVIIL. 1999 / XVI 2001
Dans une école primaire, la maitresse donne un jour un probléme aux éléves, et leur dit :
"cherchez ce probléme chez vous ; demain, si quelqu'un a su le résoudre, je vous donnerai des
bonbons", '

Le lendemain, aucun éléve n'a su faire le probléme. La maitresse sort un paquet de bonbons et
les distribue aux enfants. Ceux-ci protestent : "Ce n'est pas juste, on n'a pas su faire le probléme,
on n'a pas droit aux bonbons !". Goguenarde, la maitresse leur répond qu'elle a parfaitement
respecté le contrat ... -

Quels commentaires vous inspire ce récit ?
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Assertion non calculable a prémisse fausse : labyrinthe de Durand-Guerrier
XIX. 1999 /XVII 2001
Une personne nommeée X a fraversé le labyrinthe ci-dessous, de 'entrée 4 la sortie, sans jamais
étre passée deux fois par la méme porte. Les picces séparées parles portes sont notées A, B,..., T.

. Hortie
Pour chacune des sept phrases suivantes, dire si elle.est vraie, si T g g "o |
elle est fausse ou si on ne peut pas savoir : " | n ] - | i
(1) XestpasséparT; : , B |
(2) X estpassé parN; |1 T I _l??_g
(3) X estpassépar M ; - ]
(4) si X est passé par O, alors X est passé par F ; E1T i P s
(5) si X est passé par K, alors X est passé par L ; Entrée

(6) si X est passé par L, alors X est passé par K ;
(7) si X est passé par S, il est passé par T.

Assertion calculable a4 prémisse fausse (fonction)
XVIIL. 2001
Un étudiant A affirme que la proposition (I)
(D): VxeR,si x2+1<0,alors(xZ+1)2<0
est vraie, et justifie ainsi son affirmation :
"Ona (x2+ 132 =x2(x2 +1)+ (x2 + 1), donc si x2+ 1 <0, alors x2x2+1)<0, et (x2+1)% est
la somme de deux quantités négatives, donc est négative".
Un étudiant B conteste son affirmation ainsi : ‘
"Mais c'est absurde ! L'hypothése x2 + 1 < 0 n'est jamais vraie, ni la conclusion (x2 + 1)2 <0
'De plus, quel que soit le signe de x% + 1, son carré est évidemment strictement positif ! Cette
assertion est donc complétement fausse "
Que pensez-vous de ce dialogue ... et de la proposition (1) ?

Annexe 3 : les différences femmes (a gauche dans le diagramme)/ hommes (2 droite)

Filies
Gargons

logique pertinent non sans
- conditionnel dominante

Figure D. Distribution des profils selon le sexe (test] + test2 ; N=178)
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Annexe 4. Le faux entraine le faux, quelques exemples

En psychologie cognitive, les questions sont centrées sur des cas d’inférences ou “le vrai entraine le vrai”.
Manketow exprime par exemple que “la déduction conserve la vérité” (Deduction is truth-preserving), ce qui
est exact, mais correspond & une orientation des recherches sur I’implication vers les scules situations ot on
part du vrai (ou du connu). Mankeltow souligne aussi dans son introduction que “la déduction n’augmente
pas Pinformation: il n’y a pas plus de représentations du monde qui sont exprimées par la conclusion qu’il
n’y en avait d’exprimées dans les prémisses. Au mieux, la déduction rend explicite ce qui est déja 13.” (“iz
does not increase information: no more models are ruled out by the conclusion than were ruled out by the
premises. A deduction at best makes explicit what was already there.”. Une telle interprétation exclut les
implications & hypothése fausse et conclusion vraie. (Mankeltow reléve par ailleurs le fait qu’on porte aussi
des jugements de vraisemblance ; de ce point de vue, il a été montré que ’incertitude sur la vérité des
prémisses se transmet aux conclusions).

Ces proprieteés avancées pour I’implication peuvent conduire 4 glisser de “la conservation de la vérité” 3“la
conservation de la valeur de vérit€” : les difficultés observées en programmation dans ’écriture des
conditions sous forme de test sur une variable logique, indiquent que méme les éiudiants de mathématiques
ont des problémes & bien différencier les deux. De 1 4 passer au “théoréme en acte” “dans 1’implication “le
vrai entraine le vrai et le faux entraine le faux”, il n’y a qu’un pas.

Nous en avons trouvé un bel exemple dans un numéro de“Sciences Humaines” (mai 2001) consacré &
P'intelligence. Sur les formes de raisonnement on y trouve (p. 29) une illustration avec des perroquets, et
la*“légende” suivante : :

“Tous les perroquets ont des ailes ; tous les viseaux ont des ailes ; donc, tous les perroquets sont des
oiseaux. "Beaucoup de personnes se laissent piéger par ce type de raisonnement qui n’est pds valide
logiquement. Par contre, le syllogisme suivant : “Tous les perroquets sont des marins ; tous les marins sont
des cachalots ; donc, ious les perroquets sont des cachalots “est un raisonnement paffaztemenr valide, méme
si chacune des prémisses qu’il contient est absurde. Et donc, la conclusion aussi. CQFD.

La lecture du texte lui-méme (p. 29) confirme que le “donc” qui relie I’absurdité de la conclusion a celle des
prémisses (et donc reléve de la conservation de la valeur de vérité : vrai, faux ou absurde !) n’est pas 14 par
hasard :

“Beaucoup de sujets se laissent abuser par le raisonnement suivant : “Tous les perroquets ont des ailes ;
tous les oiseaux ont des ailes ; donc, tous les perroquets sont des oiseaux.” Car si chacune de ces
propositions est empiriquement vraie, le raisonnement, lui, n’est pas valide. Pour se rendre compte de la
Jaille logique, il suffit de remplacer “perroguets” par “mouches”. Les mouches ont des ailes, tout comme les
oiseaux, mais on ne peut en conclure que les mouches sont des oiseaux ... Inversement, tout le monde admet
gue le raisonnement suivant conduit a une absurdité : “tous les perroquets sont des militaires ; tous les
militaires allaitent leurs petits ; donc, les perroquets allaitent leurs petits.”

Pourtant, le raisonnement lui-méme est parﬂzztement rigoureux. Ce sont les prémisses, ei partant la
conclusion, qui sont fausses”.

Un autre exemple a été relevé dans le traitement par des stagiaires et leur instructeur dans le cadre de la
préparation & I’utilisation de la résonance magnétique pour tester la qualité de pitces d’acier. Il s’agit d*une
implication physique introduite pour tester 1’acquisition des connaissances sur l’aimentation, et plus
particuli¢rement la connaissance que 1’existence des pdles d’une barre aimantée est indépendante de la forme
de la barre (si elle reste assez “ouverte™).

La conditionnelle suivante est iniroduite : “si on tord une barre aimantée (sans la chauffer) alors elle
garde ses deux pdles”. 1l s’agit de choisir la bonne réponse parmi quatre (c’est vrai).
Les stagiaires savent par ailleurs qu’une barre fortement chauffée perd son aimantation.
Les réactions des stagiaires & cette question sont : “on peut pas” (tordre une barre sans la chauffer), “ca n'a
pas de sens”, et contestent la pertinence de la réponse dite “correcte”. L instructeur répond en se réfugiant
derriere le fait que “tout ¢a c’est abstrait”. Un autre exemple du méme ordre est cité par I’auteur qui le traite
dans le cadre de sa problématique, qui ne concerne en rien la logique (Delgoudet, C. (2001). La construction_
des liens entre situations de travail et situations d’apprentissage dans la formation professwnnelle PISTES,
3(2).http://www.unites.ugam. cafp1stes/v3n2/amcles/v3n2a2 htm.)
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