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l. Introduction

Dans de nombreux travaux, nous avons mis en lumiére la pertinence de la logique des
prédicats comme outil d'analyse des raisonnements mathématigues dans une perspective
didactique. En particulier, nous avons monfré l'intérét des notions de phrase ouverte, de
~ satisfaction d'une phrase ouverte par un objet et d'énoncé contingent pour un sujet donné dans
une situation donnée. La lecture des textes fondateurs de Tarski sur la théorie sémantique de
la vérité et sur la notion de comséquence logique puis sur la méthodologie des sciences
déductive devenue Théorie des modeéles nous a convaincu de I'intérét de relire nos propres
travaux a la lumiére de cette référence épistémologique. Tout naturellement, ce travail nous a
conduit a nous intéresser aux travaux développés en sémantique formelle, dans la filiation des
travaux de Montague visant & appliquer aux langues naturelles le projet de Tarski. L'objet de
cette présentation est de donner quelques clés de ce travail, sans entrer dans le détail des
exemples illustrant notre propos. Nous renverrons pour cela le lecteur aux publications ol ces
exemples sont traités.

Dans la premiére partie de ce texte, nous nous proposons de présenter les éléments de théorie
des modéles qui nous servent d'appui dans notre travail sur le raisonnement mathématique
‘dans une perspective didactique en essayant de mettre en Iumiéres les résonances entre le
projét de Tarski et nos préoccupations de recherche. Les deux autres parties seront consacrées
' 4 une réflexion sur les outils logiques et linguistiques susceptibles de contribuer & approfondir
la question de l'interprétation des énoncés dans la classe de mathématiques.

Il. Théorie élémentaire des modeéles (aspects logiques)

Préliminaire : Pour présenter les éléments de cette théorie, nous nous appuyons sur la version
francaise de trois articles de Tarski publiés en 1972 dans un recueil en deux volumes intitulé :
Logique, sémantique, metamathématique, sous la direction de Gilles Gaston Granger, qui
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‘souligne le caractére fondamentalement novateur des orientations apportées par I’ceuvre de
Tarski en ce qui concerne la sémantique et la métamathématique. Le premier, « Le concept de
vérité dans les langages formalisés » (Tarski 1936a), est 1’article fondateur de la théorie ;
c’est le chapitre VIII ; le deuxiéme (Tarski 1944) est l'article intitulé « La conception
sémantique de la vérité et les fondements de la sémantique » ; il s”agit du chapitre XX1.
- Moins technique que le premier, il revient sur les intentions du projet, énonce les résultats
établis et répond A un certain nombre d’objections. Le troisiéme (Tarski 1936b), est 1article
intitulé « Sur le concept de conséquence logique » ; il s’agit du chapitre XVI. Les pages
indiquées sont celles de Tarski 1972 pour lesquelles nous précisons VIII, XX1 ou XVL

II.1 Le probléme de la définition de la vérité

Dés les premiers lignes de l'article de 1936a, Tarski énonce son projet en ces termes :

« Le présent travail est presque exclusivement consacré a un seul probléme,
au probléme de la définition de la vérité. 11 °agit en effet — compte tenu de
tel ou tel langage ~ de construire une définition de I expression
« proposition vraie», définition qui soit matériellement adéquate et
formellement correcte. (...) dans cette étude, je ne cherche qu’a saisir les
intuitions exprimées par la théorie dite « classigue » de la vérité, c’est-a-dire
par cette conception selon laquelle « vraiment » signifie la méme chose que
« conformément 4 la réalité ». (par opposition & la conception « utilitariste »
d’aprés laquelle « vrai » signifie utile sous tel ou tel rapport).» (VIL,
pp.159-160). :

Mathématicien et logicien, Tarski s'attaque ici & un probléme philosophique difficile (il
défendra & plusieurs reprises l'intérét de son travail pour la philosophie) ainsi qu'il le dit lui-
méme : ‘ ‘ :
«La solution de ce probléme, 'un des problemes classiques de la
philosophie, rencontre des difficultés particuliéres : bien que la signification
courante | « donnée au départ »] de 1’expression en question paraisse nette
et transparente, toutes les tentatives pour la préciser se sont soldées jusqu’ici
par un échec et maintes recherches, ou cette expression figure fondée sur
des prémisses apparemment’ intuitives [évidentes], ont aboufi & des
paradoxes ou antinomies (qu’on réussissait du reste a résoudre de maniére |
plus ou moins satisfaisante). » (VIII, p.159). '

Tarski s'inscrit ainsi dans I'héritage aristotélicien comme il le dira explicitement dans l'article

de 1944 dans lequel il revient sur ce qu'il faut entendre par la notion de proposition vraie dans

son fravail : ' _
« La vérité d’une proposition consiste en son accord (ou sa correspondance)
avec la réalité, ou encore « une proposition est vraie si elle désigne un état
de choses existant ». (XXI, pp.270-271).

Cette définition fait également écho a Wittgenstein (1921, 1961) qui écrit :

"La proposition montre ce qu'il en est, quand elle est vraie. Et elle dit qu'il
en est ainsi"(4.022). . ‘
"La proposition est la description d'un état de choses" (4.023).
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Des le debut, Tarski considére que ce qu'il propose ne s'applique pas au langage quotidien

«( ...} 1a possibilit¢ méme d’employer avec cohérence et en accord tant avec
les principes de la logique qu'avec I’esprit du langage quotidien
1’expression « proposition vraie », et partant la possibilité de construire une
définition correcte de cette expression semble fortement mise en question. »
(VIIL, p.171).

Ceci est une conséquence de la nécessité, dans I'¢laboration d'une théorie sémantique de la
vérité, de disposer d'un langage objet et d'un métalangage avec lequel peut se construire la
définition de la vérité sur ce langage objet. En effet, selon Tarski, les langages
semantiquement clos (i.e. qui contiennent leurs expressions, le nom de leurs expressions ainsi
que les termes sémantiques comme « vrai ») sont nécessairement inconsistants (contiennent
des propositions contradictoires du type « s » est vraie si et seulement si « s » n'’est pas vraie,
ceci en lien avec ’antinomie du menteur) (XX1, p.277).

Tarski va donc s'intéresser exclusivement aux langages formalisés pour lesquels il élabore une
construction récursive de la vérité s'appuyant sur la notion de satisfaction d'une fonction
propositionnelle par un élément de l'univers du discours,

« Aussi ne voit-on pas de méthode permettant, dans ce contexte, de définir
le concept examiné directement par la voie récursive. Il se révéle, par
contre, possible d’introduire un concept de nature plus générale, concept
applicable & des fonctions propositionnelles quelconques et qui se laisse
définir récursivement. Appliqué aux propositions, il conduit indirectement
au concept de vérité; c’est le concept de satisfaction d’une fonction
propositionnelle par tels et tels objets (...) » ( VIIL, p.193).

Ainsi on dira que :

Pour tout a, a satisfait la fonction propositionnelle « x est blanc » si et seulement si a est
blanc.

D'oti il vient la formule célebre : .

La proposition "La neige est blanche " est vraie si et seulement si la neige est blanche.

ot il faut entendre l'expression entre guillemets comme une entité linguistique tandis que la
deuxiéme occurrence est une description d'un état du monde. Seules les entités 11ngu15t1ques
portent le vrai et le faux. Les jugements de vérité et de fausseté sur les entités linguistiques se
font dans le métalangage. Avec ce point de vue, on peut dire de maniére non paradoxale :

« Cette phrase est fausse». En effet, d'aprés ce qui précéde, _

la proposition « Cette phrase est fausse» est vraie si et seulement si cette phrase est fausse.

ou le prédicat vrai ne s'applique pas & la phrase dont il est question, mais a 'entité linguistique
écrite entre guillemets.

Une conséquence immédiate et essentielle de cette définition, c'est que :

« En fait, la définition sémantique de la vérité n’implique rien concemant
les conditions sous lesquelles une proposition telle que (1) :

(1) La neige est blanche }

peut-Etre affirmée. Elle implique seulement que lorsque nous admettons ou
rejetons cette proposition, nous devons étre préts  affirmer ou a rejeter la
proposition corrélative (2) : '

(2) La proposition « la neige est blanche » est vraie.
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Aussi pouvons-nous accepter la conception sémantique de la vérité sans
abandonner nos positions épistémologiques quelles qu’elles soient. Nous
pouvons demecurer naifs, réalistes critiques ou idéalistes, empiristes ou
métaphysiciens ; comme nous 1’étions avant. La conception sémantique de
la vérité est entiérement neutre par rapport a toutes ces at’utudes » (XX1,
p.295).

Il faut noter que dans une perspective didactique, le fait d'avoir une conception de la vérité
neutre sur le plan épistémologique, sans pour autant ouvrir sur un relativisme incompatible
avec la construction de connaissances scientifiques est un atout considérable qui, selon nous,
ne devrait pas étre négligé car la variété des arriére-plans épistémologiques, tant chez les
chercheurs que chez les enseignants, tend & brouiller les positions des uns ct des autres.

II.2 Deux notions essentielles en théorie des modéles

Les deux notions centrales dans la construction élaborée par Tarski sont celles de modéle
d'une formule et celle de conséquence logigue qui toutes deux référent a4 la notion
d'interprétation des formules d'un langage formalisé dans une structure donnée.

I1.2.1 Modéle d'une formule du langage formalisé

On appelle structure interprétative d'un langage donné, un domaine d'objets, et autant de
propriétés (respectivement de relations) que de prédicats & une place (respectivement plusieurs
places). Lorsque une formule close (sans variable libre) W est vraie dans une structure
interprétative donnée, on dit que cette structure est un modéle de .

Soit, par exemple, ¥la formule « Vx (x* +I # 0) ». L'ensemble R des nombres réels, muni des
opérations habituelles, est un modéle de ¥, tandis que l'ensemble C des nombres complexes,
muni également des opérations habituelles, n’est pas un modéle de ¥."

De cette définition, va découler la notion de validité universelle d’une formule d’un langage
formalisé donné. Une formule W est universellement valide si toute structure interprétative de
Y est un modele de W, ou encore si ¥ est vraie pour toute interprétation de ses lettres dans
tout univers non vide. Cette définition prolonge la notion de tautologie introduite par
Wittgenstein (1921) : une tautologie est une formule du calcul des propositions vraie pour
toute distribution de valeurs de vérité sur les propositions élémentaires qui la compose, et par
conséquent vrai pour toute interprétation dans tout univers non vide. Cependant, on ne dispose
pas ici d'une procédure de-décision aussi confortable gue les tables de vérité.

I1.2.2 Le concept de con;véquence logique dans un langage formalisé donné

On dira quune formule @ est conséquence logique d’une formule ¥ si et seulement si le
conditionnel dont @ est I'antécédent et ¥le conséquent est universellement valide. Autrement
dit, une formule @ est conséquence logique d’une formule ¥ si tout modéle de @ est un
modéle de ¥ |

En accord avec Wittgenstein (1921) et Quine (1950), on peut dire que ld notion de
consequence logique se traduit structurellement par le fait que I’implication entre antécédent
et conséquent est une tautologie, ce que la structure logique montre, comme, par exemple,
dans la formule : "P)AVHP(H=0())=(x)".

Cependant, dés que les formules se compliquent avec en particulier 'angmentation du nombre
de quantificateurs, il se peut que l'on ne soit plus capable de voir cette propriété structurelle.
Pour établir qu'un conditionnel donné est universellement valide ou non, on dispose de
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proceédures syntaxiques et sémantiques qu'il convient de marier selon les cas; les procédures
semantiques €tant particuli¢rement adaptées lorsque I'on veut prouver qu'une formule donnée
n'est pas conséquence logique d'une autre formule, comme le savait déja Aristote.

Dans l'activit¢ mathématique, une question que I'on est amené a se poser, particuliérement
dans les activités de modélisation, est celle de savoir si un énoncé donné suit logiquement des
axiomes d'une théorie donnée. C'est & cette question que la théorie des modeles anciennement
appelé "méthode déductive" se propose de répondre.

I1.3 L.a méthode déductive

Dans son ouvrage /ntroduction a la Logique (Tarski, 1936, 1960 pour la traduction ﬁahg:aise)
Tarski présente la méthode deductive qui deviendra ensuite la théorie des modéles. 11 ecnt
dans la préface de l'édition polonaise :

«J'ai voulu montrer que les concepts logiques pénétrent l'ensemble des
mathématiques, qu'ils admettent tous les concepts mathématiques comme
cas particuliers et que les lois logiques sont - consciemment ou pas -
toujours appliquées dans lés raisonnements mathématiques. Enfin, j'ai
essaye de présenter les principes les plus importants dans la construction des
théories mathématiques, principes qu1 constituent la matiére d'une autre
discipline, la méthodologie des sciences mathématiques, et de montrer
comment on ufilise ces principes dans la pratique. » (Tarski, 1960, p.IX).

Ce que l'on trouve en effet dans cet ouvrage, c'est une véritable initiation & cette méthode des
sciences déductives, présentée a partir de I'exemple de la congruence des segments. La
méthode consiste & associer & une théorie déductive donnée (dont les constituants
fondamentaux sont les termes primitifs, les termes définis, les axiomes et les théorémes) un
‘systéme axiomatique formel, sans aucune référence 3 des objets, de sorte que la théorie
déductive dont on est partie soit un modeéle de ce systéme formel (i.e. chacune des formules
de ce systeme axiomatique est interprétée par un énoncé vrai dans cette théorie). Pour obtenir
ce systéme axiomatique, on remplace dans les axiomes les termes par des variables, les
propriétés et les relations par des letires de prédicats. On peut alors considérer des réalisations
ou modeles, c’est-a-dire des domaines d’objets dans lesquels les interprétations des axiomes
sont vraies. Un premier modéle est naturellement constitué par les objets dénotés par les
termes primitifs de la premiére théorie. Cependant, une fois le systéme axiomatique construit,
le modele de la théorie initiale ne joue aucun réle particulier ; ce n’est qu’un modéle parmi
d’autres. On obtient alors le théoréme de la déduction :

« Chaque théoréme d’une théorie déductive donnée est satisfait par tout
modéle du systdme axiomatique de cette théorie; et de plus & chaque
théoréme correspond un énoncé général qui peut se formuler et se prouver
dans le cadre de la logique et qui établit le fait que le théoréme en question
est satisfait par n’importe quel modéle de ce genre » (Tarski, 1960, p.112).

Une conséquence immédiate de ce théoréme est que : « Tous les théorémes prouvés & partir
d’un systéme axiomatique donné demeurent valides pour toute interprétation du systéme »
(ibid. p.112). Le théoréme de la déduction est le fondement de toutes les méthodes de preuve
par construction d’un modéle appelées aussi preuves par interprétation : pour prouver qu’un
énoncé donné de la théorie n’est pas conséquence logique des axiomes, on cherche un modéle
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du systtme axiomatique correspondant -qui ne soit pas un modéle de la fonction
propositionnelle associée a cet énoncé. Notons que si I’on excepte les cas ol la négation de
I’énoncé considéré est conséquence logique des axiomes, il existe aussi des modeles dans
lesquels cet énoncé est vrai.

Tarski remarque que dans son travail, il ne s’intéresse pas aux systémes axiomatiques qui
n’auraient aucun modéle, ce qui n’est jamais le cas si le systéme axiomatique provient d’une
théorie déductive « concréte». On peut aussi cependant proposer d’abord un systéme
axiomatique, en d’autres termes une théorie axiomatique, et chercher & savoir si elle admet ou
non des modéles. Une telle théorie est comsistante si elle admet au moins un modéle,
autrement dit, si « de deux énoncés contradictoires, 1’un au moins ne peut pas étre prouvé » ;
elle est compléte si « de deux énoncés contradictoires, 1’un an moing peut étre prouvé ». Deux
modeles quelconques d’une théorie consistante et compléte sont élémentairement équivalents
(c’est-a-dire vérifient les mémes formules closes du calcul des prédicats du premier ordre).
Les preuves par interprétation prennent tout leur sens dans des théories consistantes mais
incomplétes. Tarski n'est pas le seul a s'étre intéressé a cette question des différents modéles
pour une théorie axiomatique donné, que l'on pensé seulement & Hilbert. Sclon Sinaceur
(1991a), L'originalité du travail de Tarski réside dans I'importance accordée aux procédures
sémantiques :

« Ainsi contrairement & la Beweistheorie de Hilbert, la théorie des modéles
donne une grande importance a 1’interprétation sémantique des ensembles
d’énoncés, c’est-a-dire aux structures mathématiques ot les énoncés formels
regoivent un sens concret. L’étude structurale se fait au niveaun des modéles
autant qu’a celui des axiomes. Par 13, elle noue des liens étroits avec le
travail mathématique ordinaire et reprend a son compte, en lui donnant une
réponse cxacte, 1'une des questions épistémologiques de Hilbert: celle
relative aux rapports en mathématiques, de la forme et du contenu. »
(Sinaceur, 1991a, p.313)

Cette citation met en évidence le fait que l'analyse logique assume ainsi un réle
épistémologique ; ce que 'auteur explicite par ailleurs dans un texte en hommage a Desanti :

« La logique semble bien, contrairement a ce que pensait Wittgenstein, un
indispensable moyen, non de « fonder » mais de comprendre 1’activité
mathématique. C’est-a-dire pour une part, explorer la relation de 1’implicite
a Dexplicite d’une théorie.(...) Une part essentielle de I’analyse
épistémologique est ainsi ouvertement prise en charge par [’analyse
logique ; (...) En méme temps elle apparait comme une épistémologie
effective dans la mesure ol la réflexion est orientée vers et investie dans
1’agir. » (Sinaceur 1991b)

I1.4 Conséquences pour la didactique

Une telle conclusion ne saurait laisser indifférent le didacticien des mathématiques, puisque
nombre de ses objets d’étude sont confrontés a cette problématique. 11 est tout 4 fait clair que
les objets et théorie mathématiques visés par Hourya Sinaceur sont au-deld des théories
mathématiques avec lesquelles travaillent, en général, les didacticiens des mathématiques,
Cependant, nofre propre fravail témoigne de la pertinence de cette analyse logique pour
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I’analyse didactique du raisonnement mathématique. Nous avons montré (en particulier dans
Durand-Guerrier, 2005a, a paraitre) comment cette méthode pouvait éire utilisée pour
repenser les relations entre vérité, nécessité et certitude 4 propos d'une récréation
mathématique relevée dans le kangourou des mathématiques 1994, D'autres exemples, comme
la situation du Labyrinthe, analysée dans Durand-Guerrier (1995, 1999), ressortent de ce type
d'analyse, et d'une manicre générale, toutes les situations pour lesquelles se pose la question
de savoir si un énoncé donné est conséquence logique d'une théorie donnée, autrement dit s'il
est vrai (ou faux) accidentellement, ou nécessairemerit. Plus généralement, ce type d'analyse
permet de traiter les situations dans lesquelles le mode de raisonnement utilisé laisse planer un
doute sur la validit¢ du raisonnement. En effet, une fois que l'on s'est débarrassé des
références aux objets, on peut examiner dans le systéme formel si I'on peut prouver qu'il y a
ou non conséquence logique, soit par des méthode de preuve syntaxique', soit par
construction d'un modéle, que I'on peut en général choisir plus simple et méme souvent fini,
soit en mariant les deux procédures comme dans les systémes de déduction naturelle®.

lll. L'interprétation des énoncés mathématiques (1)

Il est habituel de considérer que les énoncés mathématiques sont atemporels, que leur vérité
est indépendante des conditions d’énonciation et que, par suite, il importe peu de savoir dans
quel contexte ils sont émis. Nous avons déja vu avec la théorie élémentaire des modéles que
cette affirmation doit étre relativisée dans la mesure ot 'interprétation d’un méme énoncé
d’une théorie axiomatique peut étre vraie dans certains modéles, et fausse dans d’autres, ce
que la découverte des géométries non euclidiennes avait mis en évidence. Ce que montrent,
plus modestement, les quelques exemples que nous avons étudiés depuis plusieurs années,
c’est que, méme pour des énoncés trés élémentaires, dans la classe de mathématiques, des
divergences d’interprétation peuvent apparaifre, qui ne sont pas toujours réductibles 2
I’ignorance des éléves. Nous avons alors indiqué & plusieurs reprises’ que certaines des
réponses proposées par les enseignants ne pouvaient étre comprises que comme relevant de
considérations pragmatiques. Nous nous proposons dans ce qui suit de préciser ce que nous
- entendons par ce terme de pragmatique, en relation avec la syntaxe et la sémantigue, puis
d’illustrer briévement 1’usage que nous en faisons a partir de deux exemples. Le premier sera
pris en dehors du champ des mathématiques ; le deuxiéme est une relecture & travers cette
grille d’une situation mathématique présentée dans Arsac et al. (1992) et déja analysée dans
nofre thése. Nous 1’avons choisie pour son caractére tout a fait exemplalre pour illustrer
'usage didactique de cette catégorisation. :

IIL.1 Syntaxe, sémantique et pragmatique

On pourrait s’étonner de voir apparaitre, dans un travail consacré & articulation entre la
logique et le raisonnement mathématique, une référence 4 la pragmatique. Cependant, bien
que, seules, la syntaxe et la sémantique appartiennent stricto sensu 4 la logique, nous
reconnaissons avec Gardies (1994) que :

«I’analyse de la connaissance ne s’épuise pas dans les considérations
syntaxiques ou sémantiques ol se confine essentiellement la logique, mais

! Un exemple traité dans Arsac & Durand-Guerrier 2000 illustre ce point de vue, méme si il n'y a pas de
référence 4 la théorie des modeles : il s'agit de l'analyse d'une preuve de l'existence et de Iunicité du barycentre &
pa.mr de 1a fonction de Leibniz. 4

Pour un exemple de tels systémes, voir Durand-Guerrier & Arsac 2003,

* En particulier pour les deux exemples du losange et du labyrinthe
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accordons & Frege que la porte ne se trouve pas pour autant ouverte & des
conditions proprement psychologiques mais plutdt & ce que nous
proposerons d’appeler une pragmatique » (opus cité. p.186) '

II ajoute plus loin qu’il se référe &3 Morris (1938), qu’il est conscient que le terme de
- pragmatique est utilis¢ dans un sens différent par certains auteurs, et qu’il choisit de continuer
a désigner par sémantique toutes les extensions possibles de référence au contexte pour :

«(...) laisser le terme de pragmatique disponible pour désigner par exemple
‘la maniére ou les maniéres mémes dont la vérité peut accéder i la
conscience du sujet connaissant (..) » (ibid. p.188).

Cette difficulté a délimiter le sens du terme pragmatique est indéniable. Il nous faut par

consequent essayer d’indiquer le plus précisément possible ce que nous entendons par ce
terme, que nous utilisons en un sens beaucoup plus restreint que, par exemple, Reboul &

Moeschler (1998), et toujours dans son articulation avec la syntaxe et 1a sémantique. Le point

de vue que nous adoptons ici remonte & Morris (1938, 1946) pour qui la sémiotique ou science

dit langage se divise en syntaxe, sémantique et pragmatique (Da Costa, 1997, p.40). Eco

(1980) présente cette distinction, en indiquant « qu’elle a été largement regue dans le monde

scientifique » et en donne les définitions suivantes :

« sémantigue : le signe est ici congu dans sa relation 4 ce qu’il signifie ;
syntaxique : le signe est abordé en ce qu’il peut étre inséré dans des
séquences d’autres signes selon certaines régles de combinaisons ; (...)
pragmatigue : le signe est ici percu en fonction de ses origines, et des effets
qu’il a sur les destinataires, les usages que ceux-ci en font, etc... » (p.41)

" Jacques (1990), quant a lui, écrit que

«(...) la dimension pragmatique concemne la production du sens dans les
systémes de signes. Elle ne regarde la rationalité que pour autant que celie-
ci dépend du discours en contexte. Elle déborde donc ses racines
pragmatistes. » (p.856)

Da Costa (1997) reprend cette distinction entre pragmatique et pragmatiste : « (...) nous
emploierons 1’adjectif « pragmatique » seulement selon sa signification sémiotique. Le peu de
fois ou nous nous référerons a la doctrine de W. James et de ses continuateurs, nous
utiliserons I"adjectif « pragmatiste® ».

C’est en ce sens que nous utiliserons le terme pragmatique, et nous nous attacherons
précisement 4 montrer la pertinence didactique de ce point de vue pour aborder la question de
la rationalité des éléves. On ne s’étonnera pas que nous choisissions comme définitions pour
les dimensions syntaxique et sémantique celles issues de la théorie des modéles de Tarski que
nous avons presentée dans la partie II, suivant en cela Jacques (1990) qui écrit que :

« Morris (1938) voyait dans la pragmatique la science universelle de
I'usage. Son intuition allait &tre directement corroborée par I’école
polonaise qui introduisit la construction des métalangages. Ce devrait étre,-

* Da Costa 1997 p43n
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apres la syntaxe et la sémantique la troisieme forme d’étude métalogique.
Elle étudie les relations entre les systémes formels et leurs utilisateurs. De
quelque langage qu’il s’agisse (formel aussi bien) toute expression posséde
telle propriété syntaxique (est bien ou mal formée) ou sémantique (est vraie
ou fausse) uniquement pour les locuteurs virtuels ou actuels de ce
langage.»(p.857)

Cette longue citation montre que 1’auteur inscrit clairement la pragmatique dans une filiation
logique, et ceci quoi que naturellement, la pragmatique ne fasse pas partie de la logique. Le
point de vue adopié est ce que I'auteur appelle le contexte référentiel « ou les signes prennent
sens par rapport a leurs référents : Ie monde des objets et des états de choses. » et ol « I’on
passe de la sémantique 2 la pragmatique dés lors que les agents concrets de la communication
et leur localisation spatio-temporelle sont tenus pour des indices du contexte existentiel »
(p.858) . De la méme maniere, Da Costa (1997) fait référence a Tarski et a Carnap pour
définir la dimension sémantique d’un langage L, composé de symboles écrits, dans laquelle
«on s’'intéresse aux interrelations existant entre les langages et les objets ot les situations
auxguels ils se référent. » ; il ajoute que « I'investigation sémantique de L présuppose son
étude syntaxique » (p.40) ; puis se réclame de Morris pour affirmer la nécessité de la prise en
compte de la dimension pragmatique, « qui prend en compte 1’usage des signes dans la totalité
de leur usage » (p.40). Da Costa distingue entre sémiotique pure, qui a pour finalité 1’étude
des langages idéaux, construits axiomatiquement, et sémiotique appliquée dans laquelle on
considere les langages ordinaires, et il ajoute que contrairement a ce qu’« il pourrait sembler &
un lecteur non averti », il pense que «les trois niveaux — syntaxique, sémantique et
pragmatique — sont essentiels pour la compréhension parfaite de P’état actuel des disciplines
logico-mathématiques »(p.42).

" Dans notre travail, nous nous employons & défendre la thése suivante :

Dans l'analyse des raisonnements, la prise en compte de la dimension sémantique dans
l'analyse des énoncés fait émerger des interprétations possibles qui doivent étre examinées
sous ['angle pragmatique, en référence au contexte, a la situation d’énonciation et aux
connaissances du sujet. -
Dans une perspective didactique, ceci permet d’une part d’enrichir 1 ‘analyse a priori des
situations . proposées, d'autre part d’interpréter de maniére plus fine les productions
langagiéres des éléves et de prendre en compte de maniére rigoureuse leurs connaissances.

IT1.2 Deux exemples illustrant cette thése

Les deux exemples que nous présentons bri¢vement ici sont développés de maniére plus
substantielle dans Durand-Guerrier (2005b, & paraitre). Le premier exemple, emprunté &
Agatha Christie, permet d'illustrer cette classification tandis que le second montre quel usage
" didactique on peut en faire.

II1.2.1 La résolution géniale d 'une contradiction

On trouve dans le roman d'Agatha Christie, traduit en francais sous le titre Meurtre au
champagne une illustration particuliérement claire de la distinction et de l'articulation entre
les trois catégories syntaxe, sémantique, et pragmatique.

A ce moment du roman, un des personnages, Georges, a été assassiné. Tony, qui était présent
le jour du meurtre.expose a Iris, elle aussi présente le jour du meurtre, sa solution au probléme
insoluble & priori qui s’est posé suite 4 ’assassinat de Georges, solution qu'il qualifie de
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geniale. En effet, il apparait que Georges n’a pas pu éire empoisonné, et pourtant Georges a |
été empoisonné. On a donc un énoncé de la forme « p et il est impossible que p », d'oti dérive
I'énonce : « pA—p ». La conjonction des deux phrases est une phrase fausse en raison de sa
structure, indépendamment de la signification de chacune des phrases ; il s'agit d'un argument
de nature syntaxique. En considérant I'implicite suivant lequel on ne peut pas avoir mis du
poison dans la coupe de Georges sans l'avoir touché, un autre énoncé contradictoire est relevé
par Tony : Personne n'a touché a la coupe de Georges et Quelgu'un a mis du poison dans la
coupe de Georges. Le paradoxe que Tony doit résoudre provient du fait que cet énoncé
contradictoire, qui a priori ne décrit ancun état de choses (Wittgenstein, 1921, 1961, 4.462),
décrit bel et bien un état du monde (au sein de la fiction).

Tony propose alors de se placer sur le niveau sémantique cn considérant les différents degrés
d’appartenance selon les objets considérés : /’oreille de Georges / la montre de Georges / la
coupe de Georges. Bien que les structures soient analogues, la « force» de relation
d’appartenance dépend des objets dont on parle. La reconnaissance de la faiblesse de la
relation concernant la coupe laisse entrevoir une possibilité de résolution: on pourrait
imaginer qu’il y ait eu un changement dans les coupes. Mais, 4 ce stade, rien ne permet de
Paffirmer.

La fin de I’argumentation concerne le niveau pragmatique : ce qui s’est réellement passé ce
jour-1a, dans cette situation et dans ce lieu, et qui permet que ce qui était possible (niveau
- sémantique) s’est effectivement réalisé - Georges a bu dans une coupe qui n’était pas la
sienne.

1I1.2.2 Comment lever un soupcon d'incohérence

La question de savoir si les éléves sont illogiques (rationnels) ou non, méme si elle ne se pose
en geéncral pas de maniére si brutale, est sous-jacente 4 de nombreuses réflexions sur
l'enseignement des mathématiques. Dans Le mot et la chose, Quine (1960, 1977 & 1999 pour
la traduction frangaise) énonce le principe de charité, qui accorde au sujet une présomption de
rationalité : ’interprétation de ses réponses doit préserver les lois de la logique classique et

'«La vérité de bon sens qu'il y a derriére cette maxime, c'est que la stupidité
de nofre interlocuteur, au-dela d'un certain point, est moins probable qu'une
mauvaise traduction — ou dans le cas domestique, quune divergence
linguistique » (Quine, 1999, p.101)

En écho a Quine, Engel, dans la Norme du Vrai, écrit « En un sens faible, un sujet accepte une
regle de logique si son comportement peut se décrire en conformité avec cette régle» (Engel,
1989, p.196). Aufrement dit, un sujet est rationnel si son comportement peut se décrire en
conformité avec les régles de la logique. Engel en tire la conséquence que I'on ne peut pas
e¢viter d'attribuer aux sujets dont on étudie les raisonnements déductifs une compétence
logique générale (ibid. p.197). La question qui se pose alors est celle des outils dont nous
disposons pour aller au-dela des apparences lorsqu'un sujet (un éléve) semble produire des
raisonnements contradictoires. Nous allons montrer sur un exemple que la sémantique logique
ouvre des perspectives en ce sens’.

L'exemple que nous analysons briévement est tiré de Arsac et al. (1992) ; nos analyses
illustrent la thése selon laquelle le point de vue sémantique sur la vérité permet de
reconsidérer les réponses de certains éléves pour ouvrir la possibilité de leur cohérence,
permettant de les créditer d'un comportement rationnel. ’

* Pour une étude philosophique de ces questions voir Héraud & Errera (2005, & paraitre).
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Dans cette situation, les ¢éléves qui travaillent en groupe doivent répondre a la question
suivante : «Dans l'expression N — N+ 11, si on remplace N par n'importe quel entier naturel,
obtient-on toujours un nombre qui a exactement deux diviseurs ? ». A l'issue du travail de
groupe, les éléves discutent sur une affiche sur laquelle les auteurs ont répondu OUIL Des
objections sont apparues car certains éléves ont trouvé le contre-exemple /7. Une des éléves,
G., dit : « c’est pas entiérement juste, mais c'est pas entiérement faux non plus». Le
professeur dit alors : « G croit qu 'une phrase peut étre ¢ la fois vraie et fausse. »

Peut-on conclure de ce que dit G. qu'elle assume un énoncé de la forme «pa—p »? Ce qui
voudrait dire qu'elle ne suivrait pas les régles de la logique et donc n'aurait pas un
comportement rationnel ? Ou bien peut-on trouver une interprétation de ses propos qui
restituerait sa cohérence ? Le niveau sémantique permet d’ouvrir cette possibilité ; en effet,
I’énoncé a des exemples et des contre-exemples. On peut donc écrire, dans cette situation :
«(da F(a)) ~n (Ab—F(b)) », certains éléments satisfont la phrase ouverte, d'autres ne la
satisfont pas. Comme G. a d’abord trouvé des exemples, et ensuite seulement reconnu
I'existence de contre-exemples, cette interprétation est plausible (niveau pragmatique),
cependant, il n’y a pas dans ce cas de certitude, comme c’est souvent le cas en situation
scolaire. 11 faut noter que ce type d'analyse, non seulement ouvre la possibilité de restituer la
cohérence des propos de G., mais montre également que seule I'explicitation de la présence de
la quantification universelle permet de déclarer 1'énoncé faux. On peut en effet faire
I'hypothése que, bien que l'énoncé proposé soit universellement quantifié, comme le travail
fait par les éléves concerne 'énoncé ouvert (celui avec lequel il font des essais), c'est ce
dernier qui sert de référence pour les réponses de certains éléves. Nous venons de voir que ce
pourrait &re le cas de G. Une autre éléve, M., pourrait également &tre dans ce cas. En effet,
celle-ci intervient & plusicurs reprises pour réfuter les contre-exemples produits par ses
camarades.

« on n'a pas pensé a 11, mais 5'il y en a d'autres, on serait d’accord avec ce qu’il dit. »

-« Oui, mais 22, c’est le double de 11, on peut peut-étre essayer avec 33, & mon avis ce sera
aussi une exception. » ‘

« ¢a devient plus des exceptions car 22, 33, c’est tous des multiples. »

« Je crois qu’ils ont gagné car il y a aussi 25 comme exception. »

« 4 mon avis pour qu’il n'’y ait pas d’exception, le résultat ne devrait pas étre supérieur a
100. » '

Le discours de M. se déploie avec dans un premier temps un refus de renoncer & 1’énoncé ;
elle rend les armes lorsque le contre-exemple 25 apparait. La derniére remarque peut laisser
penser qu’elle cherche & sauver 1’énoncé : en d’autres termes, on pourrait dire qu’elle cherche
un modéle de 1’énoncé, un domaine numérique dans lequel 1'énoncé est vrai.

Du point de vue pragmatique, la posture de M. est tout & fait pertinente ; si les seuls contre-
exemples étaient les multiples de 11, on aurait intérét 4 énoncer le théoréme correspondant
(ceci renvoie aux travaux de Lakatos, 1976), plutdt qu'a le déclarer faux.

Dans cet exemple, il apparaft clairement que la prise en compte des possibilités offertes par
une. analyse sémantique nous renvoie sur les aspects pragmatiques de la situation. Et
finalement, G. et M. qui pourraient sembler ne pas participer au jeu mathématique se révélent
avoir des postures qui non senlement sont tout A faites cohérentes, mais qui pourrait en outre
étre un moteur ¢ventuel de progrés pour la classe tout entiére dans le cadre du débat, sous
réserve que ces potentialités soient reconnues,®

% Plusieurs exemples en mathématiques ; en physique ; en sciences de la vie et de la terre et en frangais sont
décrits dans Durand-Guerrier, Héraud & Tisseron (eds.), 2005, A paraitre,
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IV.'L'interprétation des énoncés (2) : apercus linguistiques

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré comment une analyse logique articulée sur
le point de vue de la sémantique logique permettait d'ouvrir le champ des possibles dans deux
situations, dont l'une en mathématiques. Nous avons rappelé l'importance de la prise en
compte explicite de la quantification déja illustrée dans la plupart de nos travaux, ot nous
avons montré en particulier l'importance de la prise en compte de la portée des quantificateurs
vis & vis des connecteurs propositionnels (en particulier implication’ et négation®). Dans
l'exemple emprunté 4 Agatha Christie, notre attention a été attirée sur la distinction entre .
larticle défini "le" et l'article indéfini "un"’. Un examen attentif des textes mathématiques
montre que l'usage en mathématiques des articles et des pronoms joue un rdle important sans
que, le plus souvent, ceci ne soit explicité. Ces questions se posent clairement lorsque l'on
veut formaliser un énoncé dans la logique des prédicats et ceci nous renvoie sur la nécessité
d'une analyse des énoncés de type linguistique de maniére concomitante au travail de
formalisation Iui-méme. Or dans la plupart des travaux de didactique des sciences
s'intéressant aux échanges langagiers dans la classe, I'unité d'analyse est la phrase, ce qui
conduit 4 évacuer les questions relatives a la guantification, 4 1’anaphore, et aux ambiguités
réferentielles, toutes dimensions dont selon nous la prise en compte est cruciale dans 1’analyse
du discours en contexte scolaire. Ceci nous a conduit 4 nous intéresser aux travaux développés
en sémantique formelle dans la tradition initiée par Montague qui s'est proposé d'étendre aux
langage quotidien les outils de la théorie des modéles élaborée par Tarski. A ce stade de notre
travail, nous faisons en effet ’hypothése qu’une analyse dynamique du discours avec les
outils de la linguistique formelle croisés avec les outils didactiques d’analyse du milieu et
d’analyse logique, devrait nous permettre d’introduire une plus grande rigueur conceptuelle
dans les interprétations que nous proposons. Dans ce qui suit, nous présentons, modestement
et de manicre non technique, quelques apergus sur I'émergence de la sémantique formelle en
indiquant en quoi ce champ théorique rencontre nos propres préoccupations de recherche.

IV.1 Une sémantique récursive pour les langues naturelles

Comme nous l'avons vu plus haut, Tarski pensait que la théorie sémantique de la vérité qu'il
avait construite ne s'appliquait pas aux langues naturelles. La question qui se pose alors est
celle de savoir ce que serait une sémantique pour les langues naturelles en relation avec deux
interrogations principales : comment une théorie de la vérité permet-elle d’accéder a une
théorie de la signification ? et en quoi une définition de la vérité contribue-t-elle & 1’étude de
la compétence sémantique ? Davidson d'une part, Montague d'autre part essayent de répondre
4 ces deux questions. :

IV.1.1 Une sémantique pour les langues naturelles (Davidson, 1970)

Dans l'ouvrage traduit en francais par Pascal Engel sous le titre "Enquétes sur la vérité ct
l'interprétation”, (Davidson, 1984, 1993 pour la traduction francgaise), on trouve une reprise
dun essai publi¢ en 1970 dans la revue Synthése (Davidson, 1970) dans lequel l'auteur
indique clairement qu'il se situe dans la filiation de la théorie de la vérité due a Tarski.

7 Voir Durand-Guerrier, 1996, 2003.

® Voir Durand-Guerrier & Ben Kilani, 2004,

? Dans Seymat, Durand-Guerrier & Claraz (3 paraitre en 2005), nous rapportons l'exemple d'éléves qui insistent
sur 1a différence entre "un contraire” et "le contraire",
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«(...) On ne saurait tenir pour adéquate une théorie sémantique d’une
langue naturelle si elle ne rend aucunement compte du concept de vérité
pour ce langage dans la veine inaugurée par Tarski. » (p.93)

11 se propose cependant de relever le défi anquel Tarski avait apporté une réponse négative, en
précisant certaines conditions dues a la spécificité des langues naturelles :

« Une théorie de la vérité pour une langue naturelle doit tenir compte du
fait que de nombreuses phrases varient en valeur de vérité selon le temps ot
clles sont ¢émises, le locuteur, et méme peut-étre le public auquel elles
s’adressent. On peut accueillir ce phénomeéne, soit en déclarant que ce sont
des énonciations ou des actes de paroles particuliers et non des phrases, soit
en faisant de la vérité une relation qui vaut entre une phrase, un locuteur et
un temps. » (p.97)

Son projet est de montrer d'une part qu'il n'y a « (...) aucun obstacle décisif qui empéche la
production d’une théorie formelle de la vérité pour une langue naturelle (...). » (p.99) et
d'autre part que « (...) il n’y a ancun moyen de donner les conditions de vérit¢ de toutes les
phrases sans montrer que certaines d’entre elles sont les conséquences logiques d’autres
phrases. » (p.101) et finalement son but est de « (...) justifier la thése selon laquelle une
théorie [de la vérité] montre comment "la signification de chaque phrase dépend de la
signification des mots " » (p. 101). En conclusion de ce texte, il laisse ouverte la possibilité
que la structure profonde des phrases soit la structure logique. En d'anires termes, on pourrait
dire que l'analyse logique au moyen d'une théorie sémantique de la vérité des phrases pourrait
mettre & jour des différences de structures restées inapergues par une analyse de type
syntaxique. Nous avions donné dans Durand-Guerrier (1996) un exemple pouvant illustrer ce
point de vue concernant la tiche de sélection de Wason, en soulignant que ce n'est pas la
méme chose de dire que " si une enveloppe est cachetée, alors elie doit porter un timbre & 50
centimes" et de dire que "si une carte porte une voyelle sur une face, alors il y a un chiffre
impair sur l'autre face”. En effet, si la premiére se formalise par un énoncé de la forme
"Wx "Cx)=>T(x)" ou C s'interpréte par "étre cachetée" et T par "étre timbrée", ces deux
propriétés s'appliquant aux enveloppes, la seconde se formalise par un énoncé de la forme
Vx (M(x) = I(f(x))), ou f s'interpréte par le fonction "est l'autre face”, ¥ et I s'interprétant
fespectant respectivement part les propriétés "porter une voyelle" et "porter un nombre
impair" qui s'appliquent aux faces (et non pas aux cartes). Une conséquence de cette
différence de structure profonde étant que pour résoudre la tiche, il est nécessaire de retourner
mentalement la carte pour pouvoir répondre. Les deux exemples présentés au paragraphe I1
illustrent également ce point de vue.

1V.1.2. Universal Grammar (Montague 1970)

Selon Tamba-Mecz (1998), « L’année 1970 marque un tournant capital avec les travaux de
Montague qui met en place une représentation sémantique logique fondée sur la théorie des
modéles. » Dans une perspective proche de celle de Davidson, Montague défend 1a possibilité
et la nécessité d'une théorie "mathématiquement précise" de la vérité :

« There is in my opinion no important theoretical difference between natural

languages and the artificial languages of logicians ; indeed, I consider it is
possible to comprehend the syntax and semantics of both kind of languages
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- within a single natural and mathematically precise theory” (cité in
Chambreuil 1989, p.13)

Pour cela, il explicite les rdles respectifs entre syntaxe et sémantique, la sémantique étant
clairement pour lui la notion fondamentale :

“The basic aims of semantics is to characterize the notions of a true sentence
(under a given interpretation) and of entailment while that of syntax is to
characterize the various syntactical categories, especially the set. of
declarative sentences, (...) and 1 fail to see any great interest in syntax
except as a preliminary to semantics.” (ibid, pp.16-17)

En préface 4 la traduction qu'il donne en 1989 de Universal Grammar, Chambreuil écrit
*“ La grammaire de Montague constitue un champ conceptuel suffisamment
riche pour qu’il soit difficile de 1’ignorer. En effet, un des faits marquant de
la grammaire de Montague est qu’elle repose sur I’explicitation d’au moins
trois objets. L’un conduit a associer aux énoncés d’une langue naturelle des
structures, spécifiques de la grammaire de Montague ; un autre permet de
traduire ces structures sur une logique ou il est possible d’effectuer des

- calculs, en particulier d’inférence logique; le froisiéme propose des
¢léments de structuration d’un univers extralinguistique constitué d’entités
mises en correspondance avec les énoncés d’une langue naturelle et des
constifuants de ces énonces. « Extralinguistique» doit étre entendu en
opposition 4 la matérialité des entités linguistiques au sens de ’opposition
systéme formel/interprétation des logiciens (...).» (Chambeuil 1989, p.12)

Nous frouvons dans cette citation 1'écho des préoccupations que nous rencontrons lorsque -
nous nous interrogeons sur les outils nécessaires pour analyser les énoncés, les raisonnements
ou d'une maniére plus générale les discours qui se déploient dans la classe de mathématiques.
‘Cependant, malgré sa proximité avec les mathématiques, la grammaire de Montague a peu
diffus¢ semble-t-il auprés des chercheurs en didactique des mathématiques qui pourtant
s'interrogent depuis les premiers travaux sur les questions langagiéres ; elle semble en
particulier beaucoup moins connue que la grammaire générative (transformationnelle) de
Chomski (1957, 1979 pour la traduction francaise), a laquelle elle offre une alternative par la
mise en place d'une sémantique récursive (Gochet, 1982).

IV.2 La sémantique formelle dans la filiation de la théorie des modéles
IV.2.1 Pourguoi la sémantique formelle ?

Le travail de Montague inaugure la tradition de la sémantique formelle dans la filiation de
Tarski pour les aspects logigues et celle de Morris pour les aspects sémiotiques.

« Les sémanticiens rejoignent ainsi les logiciens, a qui ils empruntent, en
méme temps qu'un systéme de notation mefalinguistique (le calcul des
prédicats), une conception proprement logique du sens (en termes de valeurs
de vérité et de contenu descriptif) et de la sémantique, dont 1’objet d’étude
consiste dans la relation des signes a leur denotata et se distingue de celui
de la syntaxe (rapports des signes entre eux) et de la pragmatique (rapports
des signes 4 leurs utilisateurs), selon la tradition de C.Morris (Foundations
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of the theory of signs, 1938), popularisé par les travaux des logiciens de
Carnap a Tarski (Tamba-Mecz (1998) p.29).

De ce fait, les objets d'é¢tude de la sémantique formelle vont rejoindre ceux qui nous
intéressent dans nos propres travaux d'analyse du raisonnement mathématique dans une
perspective didactique :

«La sémantique formelle [s’intéresse aux] rapports entre les propriétés
logico-semantiques des langues et des langages formels. De 1a dépendent,
en derniére analyse, la validité de ses « modeles » et la pertinence de ses
objets d’étude (référence, quantification, inférence, <&quivalence,
contradiction etc.), fous issus d’une optique véri-conditionnelle du sens. »
(ibid. pp.29-31)

A la question " A quelle théorie du langage se référer dans les travaux de didactique des
sciences ?" que se posent de nombreux chercheurs', nous sommes tentée de répondre que,
pour nos propres travaux, la continuité entre une référence épistémologique fondamentale
dans notre travail, la théorie des modéles de Tarski, et une théorie linguistique qui s'y réfere
explicitement devrait nous permettre de-construire un cadre cohérent permettant d'aborder ce
qui, dans le discours, ne ressort pas de la seule analyse logique telle que nous la conduisons
dans nos travaux depuis une quinzaine d'années. Nous souhaitons, en particulier, pouvoir
examiner comment l'é¢tude de la dynamique du discours peut nous renseigner sur des
évolutions potentielies du milieu au sens de Brousseau (1986) permettant en particulier
d'affiner nos analyses des raisonnements des €léves.

1V.2.2 La DRI, une théorie des représentations discursives
Dans le développement des travaux en sémantique formelle, il apparait assez rapidement que

«La prise en compte de phénoménes de plus en plus fins et complexes
améne 3 élargir le cadre d’analyse et a modifier les procédures de
description et de formalisation. -

Ainsi Kamp développe entre 1979 et 1993 une théorie des representarzons
discursives (DRT) pour traiter de phénomeénes interphrastiques- comme
["anaphore et le temps (Kamp 1981 ; Kamp et Reyle, 1993). 1l remplace les
descriptions sémantiques statigues par des représentations dynamiques qui
intégrent des données pragmatiques contextuelles et situationnelles. »
(Tamba-Mecz, p.32)

On trouve en frangais (Corblin, 2002) une présentation de la DRT qui permet au lecteur non
spécialiste de se familiariser avec ce domaine. Par rapport au schéma classique hérité de
Tarski, dans la DRT, un niveau de représentation intermédiaire entre la phrase et le modéle ot
on l'interpréte est introduit, c'est :

«(..) la représentation du discours, qui encode des éléments de
signification non captés en termes de conditions de vérité et cruciaux pour la
contribution du discours a son contexte d’interprétation.

1 Comme le montrent les nombreux colloques sur ce théme depuis quelques années ( Grenoble, Bordeaux 2003,
Arras 2004). '
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En substance, selon la formule attribuée a Frege, la signification d’une
phrase nous dit comment est le monde si la phrase est acceptée pour vraie.
La DRT, et a sa suite les approches dites dynamiques, sans nier qu’une part
de la signification soit ainsi exprimable, insiste sur le fait que cette approche
ne dit rien du potentiel du changement d’information d’une phrase, lequel se
révéle cependant crucial en contexte. » (Corblin, 2002, p.4)

Pour illustrer ce qui précéde, Corblin donne ’exemple suivant :

(1) Sur dix billes que j’avais dans la main, neuf sont tombées.

(2) Une des dix billes que j’avais dans la main n’est pas tombee.
D’un point de vue strictement véri-conditionnel, ces deux phrase décrivent le méme « état de
choses » ; toute situation rendant [’une vraie, rend 1’autre également vraie. Elles ne sont donc
pas distinguables du point de vue de la signification (entendue comme conditions de vérité).
Cependant, dans le discours :

(3)  Une des dix billes que j’avais dans la main n’est pas tombée. Elle est restée
coinceée entre le majeur et I’index ,
On ne peut pas substituer (1) a (2) sans obtenir un effet d'étrangeté :

(4)  Sur dix billes que j’avais dans la main, neuf sont tombées. Elle est restée
coincée entre le majeur et 1’index.

En effet, comme I'écrit Corblin,

« Ce qui n’est pas capté par cette définition [véri-conditionnelle] c’est le fait
que le pronom singulier elle ne peut pas étre utilisé dans une phrase
postérieure a (1) pour référer 4 la bille qui n’est pas tombée, laquelle n’a pas
&té introduite en (1). » (p.5).

Il est facile de trouver des exemples de méme nature en mathématiques. Nous en proposons
deux. Le premier est calqué exactement sur celui que nous venons de présenter. e second est

un exemple que nous avons analysé dans notre thése (Durand-Guerrier 1996);

Premier exemple :

(1) Sur les dix nombres que j’ai testés, neuf exactement sont des exemples de la
propriété étudiée. '

(2) Un seul des dix nombres que j’ai testés est un contre-exemple & la propricté
¢tudice. - '

(3) Un seul des dix nombres que j’ai testés est un contre-exemple & la propriété
¢tudiée. 1] est plus grand que 10.

(4) Sur dix nombres que j’ai testés, neuf exactement sont des exemples de la propriété
¢tudiée. 17 est plus grand que 10. ' '

(1) permet d'inférer [’existence d’un conmtre-exemple, mais n'introduit pas un tel contre-
exemple, tandis que (2) désigne explicitement un contre-exemple. Seul (2) permet une reprise
par le pronom il. Ceci renvoie a une pratique mathématique courante qui consiste & ne pas
distinguer entre 1’affirmation d’un énoncé existentiel et I’introduction d’un €lément, ce qui
correspond en logique a la régle d 'instantiation existentielle
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(5) « Il existe x tel que fix) =x ; x est positif
(6) « Il existe x tel que f{x) = x ; il est positif »
(7) « 11 existe x tel que f{x) = x ; soit @ un tel élément ; i/ est positif »

En toute rigueur, parmi ces trois formulations, seule la formulation (7) est correcte. En effet,
dans (5), on ne distingue pas entre une lettre de variable liée et un nom d'objet, et dans (6), Ia
reprise par le pronom "i/" laisse supposer que 1'énoncé existentiel a introduit un élément et
que de plus l'existence entraine l'unicité. Nous avons montré (Durand-Guerrier & Arsac,
2003) ‘que cette pratique mathématique, largement répandue, est une source d'erreur,
principalement lorsqu'on manipule des énoncés de la forme "Pour tout x, il existe y tel que...”.

Deuxiéme exemple :

Dans Arsac & al. (1992), on trouve énoncées plusieurs régles du débat mathématique, dont
celle-ci : " Plusieurs éléments qui vérifient un énoncé ne suffisent pas & prouver qu'il est
vrai", dont l'apprentissage vise 4 éviter les généralisations hatives suite a la vérification d'une
propriété sur quelques éléments. Cette régle permet de 1égitimer le discours suivant ;

(8) Plusieurs éléments vérifient cet énoncé. Cependany, il est faux.

Les régles de la grammaire frangaise nécessitent que le pronom 'il" référe 4 l'instance du terme

"énonce" de la premiére phrase. Si l'on substitue “ rendre vrai" & "vérifier" dans (8), on
obtient :

~ (9) Plusieurs éléments rendent vrai cet énoncé. Cependant, il est faux.

On se trouve en présence d'un énoncé paradoxal qui semble dire d'un énoncé qu'il est & la fois
vrai et faux. En fait, on est ici & nouveau en présence d'un phénoméne d'anaphore. Le pronom
"il" devrait en effet référer 4 "I'énoncé" mentionné dans 1a premiére phrase : or ce dernier est
un ¢énoncé ouvert qui est susceptible d'avoir des exemples qui le rendent vrai et des contre-
. exemples qui le rendent faux, mais qui n'a pas en soi de valeur de vérité. En fait, dans ce cas,
le pronom "iI" référe & I'énoncé universellement quantifié correspondant & cet énoncé ouvert.
Or, cet énoncé clos n'a pas été introduit, il ne peut donc pas étre repris par un pronom. Nous
avons monir¢ sur l'exemple présenté au paragraphe I111.2.2 que certains éléves peuvent
considérer un tel énoncé ouvert, et déclarer qu'il est a la fois vrai et faux au motif qu'il a des
exemples et des contre-exemples, tandis que le professeur et d'autres éléves se référent &
I'énonce clos, qu'ils déclarent faux puisqu'il a un contre-exemple.

Ce que ces deux exemples illustrent, c'est que le discours mathématique comporte des
raccourcis qui sont susceptibles d'occulter certaines étapes dans l'interprétation des phrases et
de rendre ainsi la référence opaque. Or, justement : ‘

« L’idée centrale des théories dynamiques est que 1’interprétation d’un
discours est un processus incrémental : I’interprétation de chaque phrase
met & jour un état d’information préalable sur le monde, pour aboutir 4 un
nouvel état d’information. Un état d’information se congoit comme la
conjonction de deux contraintes au moins :

1/ Une contrainte sur la classe de Modeéles ou cet état d’information
peut-&tre dit vérifié ou satisfait. Un état d’information sur le monde nous dit
comment est le monde conforme aux informations qu’il contient.
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2/ Une contrainte sur 1’accessibilité de cet etat d’information a des
mises a jour ultérieures.
L’objectif des théories dynamiques de l’interprétation est de donner une
sémantique du discours d’ou puissent se déduire ¢ Ja fois ces deux aspects
de la signification, et qui permette de décrire ’interprétation d’une phrase
comme une fonction partielle d’un état d’information dans un auire ¢état
d’information. » (Corblin, 2002, p.6)

~SiT'on voulait reformuler le régle de l'instantiation existentielle en ces termes, on pourrait dire
que, d'une certaine manicre, afﬁrmer un énoncé existentiel dans un modéle donné (au sens de
Tarski) permet de faire une mise a jour en introduisant un objet satisfaisant la propriété
considérée. Ne pas faire la mise a jour peut conduire & fournir un état d'information non
pertinent (par exemple, I'information selon laquelle il y a un unique €lément satisfaisant une
propriété donnée alors que tel n'est pas le cas).

V. Conclusion et perspectives

Dans la premiére partie de ce texte, nous sommes revenue sur le projet de Tarski afin de
mettre en lumiére sa pertinence par rapport aux questions didactiques posées par I'analyse du
raisonnement mathématique. Plus précisément, nous avons essayé de montrer que 'analyse
sémantique des énoncés et des raisonnements mathématiques est riche de potentialités pour
les analyses didactiques qui nous intéressent. La relecture de l'ensemble de nos travaux a la
lumiére de cette référence épistémologique fait I'objet de notre projet d'habilitation & diriger
des recherches (en cours). La derniére partic est plus prospective. La contribution de la
sémantique formeile & l'analyse du discours dans la classe de mathématiques est aujourd'hui
pour nous une hypothése de travail que nous commencons seulement & explorer. Les apergus
.que nous avons presentes au paragraphe IV soutiennent nos motivations a4 nous engager dans
ce travail.
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