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Introduction

De nombreux travaux ont été réalisés sur le contre-exemple en mathématique.
Dans sa thése, E. LOCIA ([13]) donne les résultats d’enquétes sur ce theme. Les
points suivants apparaissent clairement :
- dans les livres et les sujets d’examens ou de concours, trés peu de questions sont
consacrées a la recherche de contre-exemples.
- pour une trés forte majorité d’enseignants et d’étudiants, la recherche de contre-
exemples est difficile et aucune méthode explicite n’existe vraiment.
L’objet de cet article est d’en proposer une. Il ne s'agit pas, bien stir, d'une méthode
algorithmique permettant de conclure dans tous les cas ! Il s’agit d’une méthode de
recherche de contre-exemples qui est parfois utilisée inconsciemment par ceux qui ont la
chance d’en trouver.
On peut espérer que |'explicitation de cette méthode pourra permettre au plus grand
nombre d'éléves d’avoir une activité mathématique fructueuse, et de mieux comprendre
comment la plupart des contre-exemples peuvent étre trouvés.

A. Une méthode de recherche
Cette méthode est basée sur deux points forts :

- lerétrécissement d’ensemble
- Tutilisation de « célébrités »

Présentons-la sur un exemple classique (niveau Deug) :

On sait que, dans R, toute série absolument convergente est convergente. On se propose
d’étudier la réciproque de cette propriété :

| Est-ce que toute série convergente est absolument convergente ? |

Montrons que cette réciprogue est fausse en exhibant un contre-exemple.
1. Bien repérer le référentiel

11 s’agit de trouver une suite (,) de réels telle que

Yu» converge et Ylus| diverge (1)
On dit alors que le référentiel est ’ensemble des suites de réels. Notons-le S.

2. Rétrécissement d’ensemble

219



La propriété (1) permet de « rétrécir » ’ensemble S dans lequel on cherche un contre-
exemple.

Plus précisément :

- la condition « Yu» converge » implique que (u,) tend vers 0. Notons S, I’ensemble des
suites tendant vers 0.

- puisque Yu» et Yjux| sont de nature différente, on est sir que la suite (u,) n’est pas de

signe constant. D’autre part, on sait que la nature d’une série ne dépend pas des
premiers termes. On est donc siir que :
on ne peut frouver aucun rang ng A partir duquel la suite (u,,) soit de signe constant (P).

Notons S; ’ensemble des suites vérifiant la propriété (P).

Ensemble Sy M S;

U'ensemble Sy est hachuré horizontalement, ['ensemble S; verticalement

On doit dons chercher un contre-exemple dans I’ensemble des suites tendant vers 0 et

vérifiant la propriété (P). Cet ensemble Sy N S; est représenté en haut & ganche sur le schéma
ci-dessus. '

On a donc « rétréci » le référentiel initial de recherche S.

3. Utilisation de « célébrités »

En général, I’ensemble « rétréci » n’est pas égal a [’ensemble de tous les contre-exemples
possibles. La recherche d’un contre-exemple peut alors se faire par tdtonnements. Mais ces
titonnements peuvent étre organisés et ne pas étre le seul fruit du hasard ou d’une intuition
qui peut paraitre extraordinaire. Plus précisément, il est nature! de considérer, dans 1’ensemble

Sy, des suites remarquables, des « célébrités » : les suites de terme général % (avec a> 0).
: H

. 1 1) _ ‘
Les suites (—J et (_ZJ se rencontrent d’ailleurs au lycée dés la classe de 1.
Fi! n
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De méme, 1’ensemble §; doit faire penser & des suites alternées, et donc & des suites dont
’expression fait intervenir (-1)".
En définitive, des éléments remarquables de 1’ensemble Sy N S; sont des suites de la forme

[g_—lazj, avec o> 0.
n

4. Conclusion

On essaie donc de trouver une suite de la forme (%IJ , avec > 0 pouvant servir de
n

contre-exemple. A ce stade de notre recherche, la réponse est simple : il suffit de choisir, par
exemple, & = 1, (et méme, plus généralement, tout réel o de 'intervalle 10 ;1[). En effet,

ZE_—II converge, car il s’agit de la série harmonique alternée ; et u» diverge, car il s’agit
n g q g gl

d’une série de Riemann divergente.

Commentaires

L. La méthode présentée ci-dessus suppose connues certaines propriétés
concernant les séries, et, d’autre part, elle suppose une certaine culture

mathématique : il faut penser aux « célebrités » (hlal] Cependant,
n

grice 4 une telle méthode, la recherche d’un contre-exemple ne releve
plus alors de la prestidigitation : on dispose d’une piste de recherche qui
ne permet sans doute pas d’aller & coup siir jusqu’au bout, mais griice a
laquelle P’activité de recherche d’un contre-exemple peut devenir
enrichigsante et fructueuse.

2. La méthode du rétrécissement d’ensemble et la recherche de célébrités
dépendent bien sfir du niveau de I’éléve. Ainsi, dans 1’exemple ci-dessus,
certains éléves familiarisés avec les séries, peuvent immeédiatement

penser a la célébrité Z%I sans passer par la phase de rétrécissement.

B. Application de cette méthode a d’autres exemples

Nous allons 4 présent donner d’autres exemples d’application de cette méthode.
Exemple 1

On sait que,
si >un converge alors u, tend vers 0.

On se propose d’étudier la réciproque de cette implication :

Est-ce que, si u, tend vers 0, > u» converge ?
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Montrons que cette réciproque est fausse en exhibant un contre-exemple. On cherche donc
une suite (u,) telle que

lim u, =0 et Yun diverge.
Comme dans 1’exemple précédent, le référentiel est I’ensemble S des suites.

1% cas : les séries de type particulier sont connues lorsque ce probléme est posé (série de
Riemann, série géométrique).

1l est alors naturel de chercher un contre-exemple parmi ces célébrités. Aucune série
géométrique ne permet de conclure. En effet >.z" converge <> |z| < 1 et d’autre par, ' 0
|z < 1.

D’ou: }.z" converge < |z| < 1.

Al

On peut alors essayer de trouver un contre-exemple parmi les séries de Riemann : la suite % y

[+

tend vers 0 et la série Z% diverge. Plus généralement, toute suite (LJ ,avec 0 <o £ 1, peut
7

étre utilisée comme contre-exemple.

2°™ cas: seule la définition de la convergence d’une série est comnue lorsque ce

probléme est posé.
Dans ce cas, il est normal d’utiliser la définition puisque c’est le seul « outil » dont on
dispose. En notant S, la somme partielle de rang », on est ramené au probléme suivant (en

remarquant que u, = S, — Sy-1)

Trouver une suite (S,) telle que :

| (S,) diverge et (S, — S,.;) tend vers 0. I

Dans 1’ensemble des suites réelles divergentes, connait-on des célébrités 7 1l semble normal
d’envisager des suites de limite infinie ou bien la suite ((-1)") (ou bien des suites alternées
divergentes). Cette derniére ne convient pas car la condition « S, — Sy.; tend vers 0 » n’est pas
satisfaite. Essayons donc de trouver un contre-exemple dans I’ensemble des suites de limite
infinie, par exemple de limite égale & +oo, Dans cet ensemble, les suites S, telles que S, = P(n)
ol P est un polynéme de degré > 1 peuvent étre considérées comme des célébrités car les
polyndmes sont des fonctions faciles & manipuler.

On peut se rendre comptc graphiquement qu’aucune suite de terme général P(n) ne
convient : en effet, si P est de degré 1, la différence P(n+1) — P(n) est une constante non nulle,
donc ne tend pas vers 0. ‘

Si P est de degré > 2, cette différence semble tendre vers I’infini.
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P{n+1) - Pin)
est constant

n+1

=

On peut alors penser 4 chercher S, de la forme S, = f{n) ot f est une fonction de limite +co en
+o0, mais dont la courbe a ’allure suivante au voisinage de +oco.

fnt+1) - fln)
dewient de plus
en plus petit

n n+l

Cette allure du graphe doit faire penser & des fonctions telles que x — Jr,oux>Inx
On peut alors vérifier aisément que chacune de ces deux fonctions convient.

- En effet,
- siS;,=Inn,onabien:
limS,=+wetS,—S,.;—0
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eneffet S,—S,;=lnn-In(-1)=h ﬁ

- siS,,¥ ﬁ,onabien:
im S, =+wetS,—5,;—>0

eneffet §,—Sp;= 1/7; —vn—1= S — (en multipliant par la quantité conjuguée)
n+fn-1
Commentaires
- Dans la solution proposée ci-dessus, on n’a pas besoin de « rétrécir » au sens strict le
référentiel. L' utilisation de « célébrités » a suffi. Soulignons cependant que, dans la
premiére étape, on a remplacé le probléme par un probléme équivalent, & savoir la
recherche de (S,,). On peut considérer qu’il s’agit 13 d’un rétrécissement au sens large.
- Dans les livres et les cours usuels, il est regrettable que, le plus souvent, on se contente
d’exhiber un contre-exemple sans préciser comment il a été trouvé.
Exempie 2
Enoncé : L’image d’un ouvert par une fonction continue, est elle un ouvert ?
Recherche d’un contre-exemple
Référentiel :
Dans ce cas, notre recherche concerne deux objets :

- Un ensemble K ouvert tel que f{E) ne soit pas ouvert.
- Une fonction continue f.

Le référentiel est alors ’ensemble de couples (E,f) ou E est un ensemble ouvert et f est une
fonction continue définie sur E.

Utilisation de Célébrités
- Pour £
Les ensembles ouverts les plus usuels sont les intervalles ouverts.
- Pourf
Il est naturel de penser aux fonctions polynomiales.

Dans cet ensemble on peut commencer par une phase (systématique) de titonnements (par
ordre de simplicité, par exemple) : polynémes de degré 0, de degré 1, etc.

Rétrécissement : On sait que I’image continue d’un intervalle ouvert par une fonction
strictement monotone est un intervalle ouvert. Donc si £ est un intervalle ouvert, f ne doit pas

&tre strictement monotone.

Un contre-exemple possible : II suffit de prendre un polynéme de degré 0 (fonction
constante) et n’importe quel intervalle ouvert.
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En effet, 'image d’un intervalle par une fonction constante est un singleton, donc un
ensemble fermé.

Commentaires

1.

2.

Pour trouver ce contre-exemple, le rétrécissement n’a pas vraiment ét€ utile.

It n’y a pas d’unicité dans la fagon d’appliquer la méthode au méme probléme. Par
exemple, au lieu de chercher, pour I’ensemble de départ E, un intervalle ouvert, on
aurait pu considérer ’ensemble d’arrivée f{E), en cherchant un ensemble non ouvert ;
il semble alors naturel de penser aux ensembles fermés qui ne soient pas 4 la fois
ouverts (on exclut de cette facon I’ensemble vide et J tout entier). Les plus simples de
ce type sont les singletons. On pourrait alors prendre f{E) = {xp} et déterminer ensuite
fet’ensemble E. On peut arriver ainsi au méme type de contre-exemple.

Par ce processus de recherche on ne trouve pas qu'un contre-exemple, mais une
infinité.

L’approche graphique. Un outil trés puissant dans beaucoup de cas, est I’approche
graphique. 11 faut, bien sir, que linterprétation graphique des notions qui
interviennent dans la situation soient bien assimilées. : '
11 n’est pas difficile, par ce moyen, de penser & des fonctions ayant 1’allure suivante :

AT

et

Qu

ou f{la,b[) = [¢.d4]

Il est alors aisé de trouver un contre-exemple explicite.

Dans le livre Analyse Infinitésimale de R. Lavendhome, le conire-exemple proposé

est de ce type :

E=TJnn[, Ax)=sinx alorsfAE)=[-1,1].
Ce contre-exemple est proposé sans expliquer comment il a pu étre trouve.
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Exemple 3

Enoncé : Soient f et g deux fonctions numériques d’une variable réelle définies sur £ — R.
L’implication suivante est-elle vraic 7 :

fet g uniformément continues sur £ = fg uniformément continu sur £ 7

Recherche d’un contre-exemple

Au départ, le référentiel cst 1’ensemble de triplets (E ; f, g) ol E est un sous-ensemble de R et
[fet g des fonctions continues sur £,

Rétrécissement : Comme toujours, pour rétrécir, il faut connaitre des résultats concernant les
notions qui interviennent dans 1’énoncé. Supposons connus les résultats classiques suivants :

funiformément continue = f continue (a)
fet g continue = fg continu (b)
fcontinue sur K compact = funiformément continue sur X (c)

On remarque que si £ est un ensemble compact et f et g uniformément continues sur £,
alors le produit est uniformément continu.

En effet, d’aprés (a) f et g sont continues. D’aprés (b) fg est continu. D’aprés (c) fg est
uniformément continu sur £ (compact).

On exclut donc du champ de recherche, les sous-ensembles E compacts, c’est-a-dire
fermés bornés.

Utilisation de célébrités :

Pour E : Quels sont les sous-ensembles non compacts de R les plus célebres 7
R lui-méme (car non borné) ; les intervalles bornés non fermés.

Pour fet g (fonctions uniformément continues) :

Comme c’est souvent le cas lorsqu’il s’agit de fonctions, on pourrait prendre comme
célébrités les fonctions polynomiales et faire dans cet ensemble la recherche. On la fait
de fagon systématique & partir des polynomes de degré 0, degré 1, etc.

Si on commence par les polynémes de degré 0, on s’apercoit tout de suite qu’il est
impossible de trouver ici un contre-exemple car le produit de deux fonctions
constantes est aussi une fonction constante et donc uniformément continue.

Dans cet ordre d’idées on prend alors les polyndmes de degré 1. Il n’est pas difficile de
démontrer qu’une fonction polynomiale de degré 1 est uniformément continue sur R.
D’autre part, le produit d’une fonction de degré 1 par une fonction de degre 0 est
uniformément continu.

Considérons alors deux fonctions de degré 1.
On peut prendre par exemple f{x) = x (« sous-célébrité ») et g(x) = fx).

Alors (fg)(x) = x°
Cette fonction, est-elle uniformément continue sur R ?
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Deux cas sont alors envisageables :
- La non continuité uniforme de la fonction x — x° est une propriété connue (peu
probable au niveau Deug).

11 suffit alors de s’appuyer sur cette propriété pour affirmer qu’un contre-exemple a éte
trouve.

- Cette propriété n’est pas supposée connue. Il convient alors d’en donner une
démonstration. '

Commentaires :

1. Cette fagon de chercher un contre-exemple peut s’avérer trés riche. Elle peut donner
lieu 4 d’autres recherches intéressantes. Par exemple, on a pris R comme « célébrité »
d’ensemble non compact. On peut, par exemple, se poser la question suivante :
Existe-t-il un conire-exemple dans le cas ol f et g sont définies sur un intervalle borné,
non fermé ?

2. Le rétrécissement d’ensemble peut se faire de fagcons différentes selon les résultats
SUPPOSES COMMuS.

Si on ne connait pas de résultats permettant directement un rétrécissement, on peut
fabriquer des « théorémes » en cours de route permettant de rétrécir. Souvent cette
recherche est trés riche mais elle est plus délicate et n’est pas toujours facile.

Ainsi, on aurait pu rétrécir de la maniére suivante :

On peut remarquer que dans le cas ol les deux fonctions f et g sont bornees et
uniformément continues sur le domaine commun E, lear produit est aussi
uniformément continu.

En effet, si [f{x)| < M; et |g(x)[ < M», Vx € E, soit M = sup(M;, M>).
Alors

fx)g(x) - gl < Mlgx) — gk + [fx) -V
On exclut alors de notre champ de recherche, les couples de fonctions bornées.
3. Le conire-exemple proposé dans le livie de R. GELBAUM et J. OLMSTED ([9]) est
le suivant
f:R-R etg:R>R
Ax)=x, et g(x)=sinx.
Présenté de cette fagon, on ne sait pas d’oll sott ce contre-exemple. On se demande,
par exemple, pourquoi P’auteur a choisi I’ensemble R comme domaine. En plus, le
contre-exemple proposé semble peut-éire répondre A une problématique différente de
celle de 1’énoncé d’origine, car, dans ce cas, I'une des fonctions est bornée.
11 est clair que I’absence de tout commentaire heuristique appauvrit considérablement
cette situation de recherche.

Exemple 4

Enoncé :
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La somme de deux fonctions monotones sur R, est-elle monotone sur R ?

Recherche d’un contre-exemple
Référentiel ;

Pour démontrer la fausseté de 1’énoncé, il suffit de trouver deux fonctions monotones
dont la somme n’est pas monotone.

Donc I’ensemble de recherche (le référentiel) est l’ensemble des couples de fonctions
monotones.

Rétrécissement d’ensemble : Il n’est pas difficile de se rendre compte que si deux fonctions f
et g sont toutes les deux croissanies (respectivement décroissantes) leur somme est croissante
(respectivement décroissante).

Donc nécessairement 1’une des fonctions que I’on recherche doit étre croissante et 1’autre doit
étre décroissante.

D’autre part, il est clair qu’aucune des deux fonctions ne peut étre constante.

Célébrités : Comme c¢’est souvent le cas lorsqu’il s’agit de fonctions, on peut considérer les
fonctions polynomiales.
- On exclut les polynémes de degré 0 (fonctions constantes), d’aprés ce qui a €té dit ci-
dessus.
- On considére alors les polynémes du premier degré. On prend, par exemple, pour f,
Ax)=x. Alors fest croissante.
Comme on I’a dit ci-dessus, g doit nécessairement €tre choisie décroissante et non
constante. g doit donc étre de la forme g(x) =-ax ot a > 0.

On remarque que si @ = 1, (f + g2)(x) = (1 — a)x est monotone (croissante si a < 1 et
décroissante si @ > 1). Sia =1, f + g est constante.
On ne peut donc pas trouver un contre-exemple ainsi.

- On cherche alors g dans ’ensemble des fonctions polynomiales de degré 2. On
remarque tout de suite qu’aucune des fonctions qui appartiennent a cet ensemble n’est
monotones sur R. Donc, on exclut tous les polyndémes de degré 2 de I’ensemble de
recherche.

- On cherche alors g dans I’ensemble des fonctions polynomiales de degré 3. On prend,
par exerple, g(x) = x>, Dans ce cas g est une fonction décroissante et

(F+om=x-x
11 est immédiat de vérifier que f + g n’est pas monotone sur R. On a donc trouvé un
contre-exemple, '

Commentaire :

Voici une autre fagon de procéder pour chercher un contre-exemple : on considére les
dérivées des fonctions f'et g (en supposant qu’elles existent). Dans ce cas, si les fonctions f et
g sont monotones, leurs dérivées sont de signe constant (éventuellement 0 en certains points
d’inflexion). On rameéne donc la recherche, a la recherche de deux fonctions, 1’une non
négative et I’autre non positive, dont la somme n’est pas de signe constant.
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Une approche graphique peut permettre aisément de trouver deux telles fonctions. I suffit
alors de considérer une primitive de chacune de ces fonctions.

Exemple 5

On sait que, dans R,
Toute suite convergente a une seule valeur d’adhérence.

Enoncé : Dans R, toute suite qui a une scule valeur d’adhérence, est-elle convergente ?

Recherche d’un contre-exemple

Référentiel : C’est 1’ensemble des suites de réels.
Rétrécissement d’ensemble : L’ensemble ot il faut chercher un contre-exemple est celui de
toutes les suites qui ont une seule valeur d’adhérence. Supposons connu le résultat suivant :

Si une suite est bornée et a une seule valeur d'adhérence, alors elle est convergente.
Dongc la suite que 1’on cherche ne doit pas étre bornée. On cherche alors une suite non bornée
avec une seule valeur d’adhérence.

Célébrités :
- Comme sous-suite, on peut considérer la sous-suite définie par o(n) = 2n
' (ou o(n) = 2n + 1).

. . {1
- Comme suite convergente, la suite —J.
n

- Comme suite non bormée, une suite dont une sous-suite tend vers +oo.
11 suffit alors de prendre comme contre-exemple la suite (x,) définie ainsi

Xy = % si n est pair ; x, = # si # est impair.
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