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QU’EST-CE QUE L’A.P.M.E.P. ?

L’Association des Professeurs de Mathématiques de I’Enseignement
Public a été fondée en 1909. Elle regroupe des enseignants concernés par
les mathématiques de la Maternelle a I’Université.

Ces maitres qui enseignent des mathématiques a tous les niveaux (de
la Maternelle a I’Université), mettent en commun leurs expériences péda-
gogiques, se réunissent pour en discuter ou pour perfectionner leur cul-
ture scientifique et conjuguent leurs efforts pour améliorer I’enseignement
des mathématiques (contenu, méthodes, etc.).

L’A.P.M.E.P. s’intéresse donc a toutes les questions qui concernent
P’enseignement des mathématiques depuis les premiéres initiations (a la
Maternelle et a I’Ecole Elémentaire) jusqu’aux études supérieures (recherche
et formation des maitres), sans oublier la formation permanente. En liaison
avec les autres Associations de spécialistes et avec les organisations syndi-
cales (en concurrence de qui elle ne se place jamais), elle s’attache a la sau-
vegarde des droits de la fonction enseignante et contribue a sa promotion.

L’A.P.M.E.P. entretient des relations amicales, échange des infor-
mations et des services avec les Associations de Professeurs de Mathéma-
tiques des autres pays de I’Europe et du Monde.

L’A.P.M.E.P. est organisée en Régionales, par académies (certaines
avec des sections départementales) qui ont leurs activités pédagogiques
propres. Une collaboration souvent fructueuse s’est instaurée avec les IREM
sur des objectifs communs.

L’A.P.M.E.P. édite un Bulletin (5 numéros par an) qui réunit des
articles de documentation mathématique, pédagogique et administrative,
et qui rapporte la vie de I’association, ainsi qu’un Bulletin Grande Vitesse
(BGV) (6 numéros par an) qui est un supplément au bulletin vert, conte-
nant des informations... qui ne peuvent attendre. Elle édite aussi des recueils
de sujets d’examens ou concours : Fin de 3¢, Baccalauréat, D.E.U.G.

De plus, elle publie une série de brochures et d’ouvrages de documen-
tation (vendus au prix codtant) concernant tous les niveaux d’enseigne-
ment, et qui ne sont ni des manuels, ni des traités.

_ L’efficacité du travail de ’A.P.M.E.P. tient au nombre et au dyna-
misme de ses membres. Si vous ne les avez pas encore rejoints, faites-le
donc sans tarder.

A.P.M.E.P.
26 rue Duméril, 75013 PARIS
(1) 43.31.34.05
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Introduction

Cette brochure rassemble des documents de travail qui ont déja été
utilisés dans des classes du second cycle.

11 s’agit ici, soit de propositions de problémes, soit d’études plus
longues qui, aprés élaboration et expérience, ont été remaniées par leurs
auteurs pour figurer dans cette brochure.

On trouvera a la page suivante le tableau clés et documents destiné
a faciliter la sélection des documents les plus pertinents & la question que
se pose le lecteur.

Chaque auteur a fait ce travail important de mise en forme en espérant
qu’il pourra étre utile, susciter des échanges et surtout, éveiller I’intérét
et contribuer a développer P’initiative des éléves.

Pour ’A.P.M.E.P., je remercie chacun d’entre eux, en toute amitié,
trés chaleureusement.

Denise HAUGAZEAU
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Les tribulations d’un barycentre
sur une droite AB
G. Mison

Essai de mise en situation de recherche en Seconde

Nous sommes en octobre dans une classe de Seconde. En début
d’heure, le probléme suivant est soumis aux éléves :

Deux points A et B sont respectivement affectés des coefficients 2
et b . Suivant les valeurs de b, étudier I’existence et la position du
barycentre G de (A,2) et (B,b).

1. Quelques réactions immédiates (conséquences du cours précédent)
—bx-2
— G est un point de la droite AB
— b —
— AG= —_ AB.
b+2

2. Je demande alors aux éléves, seuls ou par groupe de deux, d’écrire toutes
les questions qui leur viennent 4 1’esprit. Aprés 15 minutes de recherche,
on fait oralement le tour des questions que les éléves se sont posées !

On peut les classer en trois catégories :
Type 1 : un exemple ““‘Ou est G si b>0 7’
Type 2 : unexemple ‘““Pour quelles valeurs de b, G est-il un point du seg-
ment [AB] ?”’
Type 3 : un exemple ‘“‘Que se passe-t-il lorsque b se rapproche de —2 ?*’
Les questions des deux premiers types sont de loin les plus nombreu-

ses. Un seul groupe s’est posé des questions du type 3. On s’occupe d’abord
des questions 1 et 2.

3. Aprés discussion, il est décidé que les questions du type 1 ne sont pas
trés intéressantes.

Pourquoi choisir b=0 plutét que b=19... ?

Comment savoir si I’on a fait intervenir toutes les valeurs intéressan-
tes pour b ?



On décide alors de s’intéresser uniquement aux questions de type 2. On
pourra répondre ensuite aux questions de type 1.

4, On écrit au tableau les questions dictées par les éléves.

[1] Pour quelles valeurs de b, G est-il le milieu de [AB] ?

[2] Pour quelles valeurs de b, G est-il un point du segment [AB] ?
[3] Pour quelles valeurs de b, G est-il hors du segment [AB] ?

[4] Pour quelles valeurs de b, G est-il & droite de A ?

[5] Pour quelles valeurs de b, G est-il & gauche de B ?

[6] Pour quelles valeurs de b, G est-il en A ?

[7] Pour quelles valeurs de b, G est-il en B ?

[8] Pour quelles valeurs de b , G est-il le symétrique de B par rapport 4 A ?

Une dizaine de questions du genre de la question [8] (une position pré-
cise de G) sont posées. Elles se ressemblent toutes et on ne les écrit pas.

5. Je demande alors ce qu’il faudrait faire pour répondre & chacune des
questions écrites au tableau.
Par exemple , pour [1], on écrit :  résoudre I’équation % = %

Pour [2], résoudre les deux inéquations : 0< % <1

Pour [3], on n’écrit rien, car la réponse 4 [2] donnera la réponse a [3]...

6. On commence alors la résolution du probléme.
a) Les éléves pensent qu’il faut d’abord résoudre les équations, ce qui est
plus facile que de résoudre des inéquations.

Conduisent a des équations les questions [1], [6], [7], [8].

Pour [1], les éléves trouvent b=2 .
Pour [6], on trouve b=0.

Pour [7], c’est impossible .

Pour [8], on trouve b=—1.

b) C’est I’occasion d’apprendre & résoudre des inéquations du type

b <0 et b

2+b 2+b
e Etudier le signe de b, de 2+b, de % (tableau).

e Etudier le signe de v =1 .



A la fin de cette étude, on est conduit a la conclusion :

A B
— | T I —
—-2<b<0 b>0 b< -2
b=0 impossible

7. Reprenons alors les questions du type 3.

On écrit au tableau les questions dictées par les éléves :
[1] Que se passe-t-il si b devient trés grand ?
[2] Que se passe-t-il si b devient trés petit ?
[3] Que se passe-t-il si b est voisin de (—2) ?

Question [1] :
On calcule l% pour b=10;b=100; b=1000; ... ; b=106;

On trouve successivement }(2) igg : % ¥ dont on donne des valeurs

approchées a 'aide d’une calculatrice.
Les éléves montrent d’abord que b_?-z est positif, que le numérateur

reste inférieur au dénominateur, que lorsque b augmente, la différence
2 parait ‘“de plus en plus petite’”” par rapport 4 b, donc b_-?-_i se
“‘rapproche de 1’ tout en restant inférieur a 1. Ainsi, sur le segment [AB],
G se rapproche de B, 4 gauche de B, sans atteindre B...

Si b augmente de 02 2, G décrit
[AM] (M : milieu de [AB]) et si

b décrit [2; + cof, G décrit le seg- VT\ b=2 ’T\’

ment [M,B]... sans atteindre B.
O0<b<2

Question [2] :
On calcule —2_ pour b=-10 ; b=-100 ; b=-1000 ;
b+2

b= —106; ... On trouve :

—-10 , =100 . —1000 .
-8 7 —98 ' —998 7
Ces rationnels sont encore positifs, mais le numérateur est supérieur

(en valeur absolue) au dénominateur, donc bbﬁ est supérieur 3 1 et

“‘se rapproche’ de 1 lorsque b devient ‘‘de plus en plus petit’’. Le point
G se “‘rapproche de B’ a droite de B, sans atteindre B.

9



On a remarqué que, pour b= —4, G est en N tel que AN=2AB .
Lorsque b diminue a partir de (—4), alors G décrit le segment [NB[, sans
atteindre B...

G |G X

|| b=-s
b>0 b<0 A |B] N
b trés grand B b trés petit —4<b< -2

bE]—o0;—4[

Question [3] :
On remarque d’abord que, pour b, il y a ““deux fagons de se rap-

procher” de (—2) :

“‘a gauche™ (par valeurs inférieures) : —3; —2,5; —2,1; —2,01 ; —2,001 ;...

““a droite” (par valeurs supérieures) : —1; —1,5; —1,9; —1,99; —1,999 ;...

On calcule chaque fois : 2L )

+b
b =3 | -25|-21|-200(-2,001| -2 |-1,999/-199f-19|-15| -1
Z_:—LE 3 5 20 | 201 | 2001 :\\:—1999 =181 =19] =3 | -l
P
@ an

Dans la situation I, b et 2+ b sont négatifs ; % est positif.
Le numérateur (en valeur absolue) est ‘“voisin de 2°* ; quant au déno-
minateur il devient (en valeur absolue)} de plus en plus petit.

Z—Ei; est donc un rationnel de plus en plus grand.

- G décrit la demi-droite BX, vers la droite... et de plus en plus vite...

Dans la situation I, 5% est négatif et de plus en plus grand en

valeur absolue. G décrit la demi-droite AX’, vers la gauche,

A > = X
A B G—
X A B_ X

—G

8. Sollicités par le professeur, les dessinateurs de la classe préparent une
bande dessinée avec un point G qui se proméne sur la droite AB. Ce ““point
G’ a des jambes et court de plus en plus vite ou de plus en plus lentement,
avec quelque probléme de représentation lorsque *“b franchira la valeur

(_z)u.
10



Fiches - Problemes
J. Lubczanski

Les problémes qui suivent sont des problémes de ‘“modélisation’’ ol
les mathématiques apparaissent comme un outil efficace.

1l n’y a pas de mode d’emploi particulier ; j’indique simplement la
facon dont je travaille : ces problémes sont les ‘““devoirs a la maison’’, mais
on commence 4 les chercher en classe, en présence du professeur. La régle
que j’impose est : ‘“‘pas de questions pendant la premiére heure’’, car il
faut & mon avis avoir fréquenté seul un probléme, au début. Passée la
premiére heure, je suis par contre le plus disponible possible et j’interviens

le plus souvent individuellement.
Aprés ces deux ou trois heures de recherche en classe, chaque éléve

dispose d’une semaine pour rédiger son travail. Je n’exige pas que le
probléme soit terminé, mais le goit de ‘“‘I’ouvrage bien fait’’ pousse beau-
coup d’éléves A essayer de terminer, ce que j’apprécie. Les copies ne sont
pas notées.

J’ajouterai que le ¢6té “‘concret’’ plait : “‘on voit enfin 4 quoi ¢a peut
servir, les maths !”’.

PAR LA FENETRE...

Une auto roule a vitesse constante. Vous la voyez par la fenétre ;
soit, vue de dessus :

11



M) & favode

0

Vous étes au point 0 ; m(t) est la position apparente de ’auto, dont
la position réelle est M(t) . Calculer, en fonction du temps, la vitesse appa-
rente de 1’auto, c’est-a-dire v(t) , la vitesse de m(t) . (On introduira les
paramétres nécessaires sous forme littérale).

Tracer la courbe représentative de t—v(t), pour un exemple
numérique.

A PROPOS DE TRAINS...

Cet embiellage de locomotive peut-il fonctionner ?

12



b) Il n’y a rien & faire : Dédé refuse toujours d’immobiliser sa machine
pendant la manceuvre du pont tournant !

Quelle est la trajectoire de sa locomotive ?

Si dans les boites de trains électrique miniatures, on ne dispose le plus
souvent que de ‘‘rails droits’ et de “‘rails courbes’® pour construire un
réseau, il n’en est pas de méme pour les trains réels ;

en effet, un raccordement

direct comme dessiné ci- . vai

contre est impossible car un . rai@ droik e Gy "
train arrivant de A a grande a -] N
vitesse serait ‘‘instantané- .
ment’’ soumis au point B &

une force centrifuge impor- @

tante et dangereuse pour la
stabilité du train et des
voyageurs !

Pour compenser les effets de la force d’inertie centrifuge, on donne
d’ailleurs & la voie un ‘‘dévers’’ (virage relevé), fonction du rayon de
courbure.

Mais ce dévers lui non plus ne peut &tre instauré brutalement au point B.

13



Le probléme est donc le suivant :
AB est une portion de voie

droite.
A '% . ) CD est une portion de voie
s 6 circulaire.

Il faut trouver une courbe
joignant B et C de facon
que la force centrifuge
p S'¢tablisse progressivement.

I. Premiére approche du probléme

3 6
On note ( 4)) la droite y=0 et ( °) le cercle de centre I passant par C.

De combien de fagons peut-on raccorder la portion rectiligne AB et
la portion circulaire CD :

Dans un repére orthonormé, on donne B(O , C(4) et I(O).

a) par un segment de droite (I';) ?

b) par un segment (T',) de parabole d’axe vertical ?

c) par un segment (I';) de cubique (avec une équation du type
' y=ax?+bx2+cx+d) ?

1

I

b 3
(D) L . X
A B ;
Dans les cas on plusieurs courbes sont possibles, ’une d’entre elles
vous semble-t-elle plus apte & répondre au probléme posé ? Pourquoi ?

On donnera 1’équation de chaque courbe (I';) proposée et on les
dessinera.

14



II. Notion de contact d’ordre n

Définition :
On dit que deux courbes, représentatives de deux fonctions f et g,
ont un contact d’ordre n au point d’abscisse x; si :

— f et g sont dérivables n fois au point x,
—ona fxg)=gky; f'xQ=8"(xg); ... Wxg)=g™W(xy).
Remarque :
— un contact d’ordre 0 signifie un ‘‘raccordement”’
— un contact d’ordre 1 signifie un raccordement avec des tangentes qui
coincident.

On se propose de calculer ’ordre des contacts des courbes (I';) du
paragraphe I avec ( 4)) au point B, et avec ( (°) au point C.
Pour cela :
a) déterminer la fonction g dont ’arc CD est ure représentation ;
b) pour chacune des courbes (T';), calculer I’ordre des contacts avec (1))
en Betavec(C)enC; :
c¢) dans chacun des cas b) et ¢) du paragraphe I, pouvait-on avoir un
““meilleur’’ contact (c’est-a-dire avoir n plus grand)en B?enC? ala -
fois en B et en C ? Quelle courbe vous semble-t-elle a présent le mieux
répondre au probléme ?

III. Notion de rayon de courbure

Considérons la parabole (47) d’équation : 2py=x2 dans un repére
orthonormé (p €R). Son allure est représentée ci-dessous.

Il existe une infinité
— disons plutdét une
“famille” — (Cg)reg de
cercles de rayon R tan-
gents a la parabole (') en
son sommet 0 (contact
d’ordre 1).
a) Etablir I’équation d’un
cercle Cg.
b) Quelle fonction gy est
représentée par le demi-
cercle inférieur de Cy ?
¢) Montrer qu’il existe un
rayon pour lequel le
contact de (7) et de CRo
en 0 est d’ordre 2.

15



Calculer R, en fonction de p .
R, s’appelle le rayon de courbure de () en 0 (et Cy_le cercle osculateur

de () en 0).

d) Revenons a notre probléme de raccordement entre (1) et (C ) :
existe-t-il une parabole dont ( ) est le cercle osculateur, et passant par
B ? Montrer que, si on accepte que le raccordement avec ( C ) se fasse en
un aute point que C, un segment de parabole peut réaliser ce raccorde-
ment avec un contact d’ordre 2 avec ( (). Quel est alors I’ordre du con-
tact avec (D) en B ? (indication : toutes les paraboles ne sont pas d’axe
vertical!...)

Obtient-on de nouvelles solutions & notre probléme ?

IV. Une propriété géométrique de la parabole

Elargissons le probléme : cherchons, géométriquement, une parabole
(d’axe oblique) passant par B et C, et tangente en ces points a AB et CD :
autrement dit, la question est de trouver une parabole passant par deux
points donnés avec deux tangentes données.

a) Soit T et T, deux points d’une parabole
P et I le milieu de [Ty,T,]. Si P est le point
d’intersection des tangentes a(J)en T et Ts,
montrer, en utilisant un repére adapté, que
PI est paralléle a I’axe de la parabole P.

b) En déduire, Ty, T, et({f)étant donnés, la
construction géométrigue du foyer et de la
directrice d’une parabole(J), tangente & TP

: en T; et & THP en T.
Tz
¢) Application 2 notre probléme de raccor-
? dement : tracé et équation d’une parabole
ayant en B et en C un contact d’ordre 1 avec
AB et CD.

d* Comparer la solution obtenue avec celle(s) du III.d).
V. Conclusions

Un segment de parabole peut-il convenir ? a quelles conditions ? et
un segment de cubique ?

16



GARDEZ VOS DISTANCES !

Lorsque deux voitures roulent I’une derriére 1’autre, la sécurité exige
de conserver entre elles une distance minimale, en cas de freinage brusque
de la voiture de téte. Mais quelle distance ? Comment la calculer ?

Et si on observe cet écart minimal, cette “‘distance de sécurité”’, ne
risque-t-on pas de ralentir le trafic ? De créer des bouchons eux aussi nui-
sibles a la sécurité ?

C’est 4 ces questions qu’on va proposer ici des réponses...
I. Etude du freinage d’une auto

La situation est la suivante :
— & l’instant t= —15, un véhicule roule, en ligne droite, & la vitesse
uniforme v,
— a l’instant t=0, le conducteur freine,
— a linstant t=a, le véhicule s’arréte et reste immobile jusqu’a
Pinstant t=a+35.
On recherche la loi horaire du véhicule pendant le freinage, c’est-a-
dire la position x(t) du véhicule a I’instant t , pour t&€[0,a].

Le modéle qu’on va établir sera plus prés de la réalité si la position
x , la vitesse x’ et ’accélération x” sont des fonctions dérivables sur
I’intervalle [—5,a+ 5].

1. a) Combien valent x’, x” et x” pour —5<t<0?
pour a<t<ga+5?

b) En déduire les valeurs que doivent prendre ces fonctions en t=0 et
t=a pour que-x, x’ et x” soient dérivables sur [—5,a+5].

Le théoréme fondamental :
Si f est un polyndme,
f(a) = 0 == 3P polyndme tel que
vt, f(t)=(t—a) P(t) .
2. On va chercher une expression polynomiale pour x(t) (et donc aussi
pour ses dérivées).

a) Montrer, en utilisant les valeurs de x’, x” et X" pour t=a, que x’ est
de la forme : x’(t)=(t—a)® R(t) ou R est un polyndme.

b) Montrer, en utilisant les valeurs de x’, x” et x" pour t=0 qu’on peut
prendre pour R un polynéme du second degré dont on déterminera les coef-
ficients en fonction de a et v.

3. a) Etablir ’expression de x(t) et en déduire que la distance de freinage

d vaut Y2,

17



b) Montrer que x” se factorise sous la forme x”(t)= —@t’(t—a)2 :
a

On note -y la décélération maximale au cours du freinage (y est le maxi-
mum de —x” sur [0,a]).
Calculer 7y en fonction de v et a.

4. Application numérique

a) Dresser un tableau des valeurs de d pour des valeurs de v allant de
30 & 135 km/h, de 15 en 15 km/h et pour a allant de 1 & 8 s.

b) Dresser le tableau correspondant des valeurs, en kgf, de la force maxi-
male m<y s’exercant sur un passager de la voiture au cours du freinage
(on prendra m=70 kg et g=9,81). Qu’observe-t-on ?

¢) Quelle est la valeur minimale du ‘‘coefficient de freinage’” a/v pour que
cette force soit inférieure au poids du passager ?

I1. Distance de freinage et distance de sécurité
On pose C= % (v en m/s ; a en secondes), coefficient de freinage

d’un véhicule : s’il roule a la vitesse v , il lui faut un temps a pour s’arré-
ter. On suppose C constant pour un véhicule donné. On utilise le modéle
de la partie 1.

a) Distance de freinage :

— exprimer la distance de freinage d en fonction de C et v ;
— calculer C pour les données v=90km/h et d=75m ;

— tracer la courbe v —d pour v€&][0,50] .

b) Distance de sécurité : Deux véhicules, de coefficients de freinage C,; et
C,, roulent a la vitesse uniforme v sur une autoroute, I’un derriére I’autre,
E‘lia distance D.

On va chercher les conditions sur D pour qu’il n’y ait pas collision
au cas ou le premier véhicule freine brusquement.

On prend t=0 au moment ol le premier véhicule commence a freiner.
— Quelle est, en fonction de C; et v, la distance d; parcourue par le
premier véhicule entre ’instant t=0 et I’instant ou il s’immobilise ?
— Soit t; le temps de réaction du conducteur du deuxiéme véhicule (il
commence a freiner 4 I'instant ty).

Quelle est, en fonction de C,, v et t,, la distance d, parcourue par
le second véhicule entre I’instant t=0 et I’instant ou il s’immobilise ?

— Quelle relation doit-il y avoir entre D, C,, C,, ty et v pour qu’il n’y
ait pas collision ? Et pour étre & 3 m ’un de ’autre aprés immobilisation ?
— On suppose ty=1/3 s. En outre les coefficients de freinage des diffé-

rents véhicules en circulation sont voisins : on prendra [|C,—Cj|< ?10 .

18



En tenant compte de la distance de 3 m aprés immobilisation, donner
I’expression de la distance minimale (‘‘distance de sécurité’’} en fonction
de wv.

— Tracer la courbe v =D pour v&[0,50].

II1. Densité critique du trafic

Soit une autoroute sur. laquelle tous les véhicules roulent a la vitesse v ,
en respectant la distance de sécurité D.
D vérifie : 2
D=3+2+ X,

3 300

a) Quel est, en fonction de v, le temps séparant le passage de deux
véhicules au méme endroit ?

Calculer, en fonction de v , le débit & (nombre de véhicules par heure)

a un endroit donné.
Etudier et tracer la courbe v —& pour vE[0,50] .

b) Analyser et interpréter les résultats du 1) : caractériser graphiquement
les situations non ‘‘embouteillées’” ; y a-t-il une vitesse ou le trafic est plus
fluide ?

Quels conseils donneriez-vous aux automobilistes ?

Solution

I. Etude du freinage d’une auto
1. a) Valeurs de x’, x” et x" avant et apres le freinage

Pour —5<t<0,le mouvement est rectiligne uniforme : x'(t)=v ;
x“(t)=0 . Quant a x”, dérivée de x”, elle est également nulle.

Pour a<t<a+35, il en est de méme, mais la vitesse aussi est nulle :
X'()=x"({t)=x"(t)=0.
b) Valeurs de x', x" et x" aux bornes

En t=0: x” doit &tre dérivable a droite et 4 gauche de 0, et x”(07F)
doit &tre égal 4 x”(0~) pour que x” soit dérivable en 0 (en d’autres ter-
mes les demi-tangentes doivent coincider). Or x” est nulle et donc de déri-
vée nulle a gauche de 0 (c’est-a-dire pour les valeurs négatives de t).

On doit donc avoir x”(0)=0 .

Le méme raisonnement, appliqué 4 x" et 2 x donne : x'(0)=v
x"(0)=0

En t=a : dela méme facon, on doit avoir x’(a)=x"(a)=x"(0)=0.
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2. a) Factorisation de x'
x’(a)=0 = 3P polynéme tel que x’'(t)=(t—a)P(1)

alors x"(t)=(t—a) P'(t)+P(t)

x”"(a)=0 = P(a)=0 =3Q polynéme tel que P(t)=(t—a) Q(t)

soit x'(t)=(t—a)* Q(t)

ce qui donne : x"(t)=2(t—a)Q(t)+(t—a)’Q’ ()

et X7 (t)=2Q1)+2(t—a)Q'(t)+2(t—a)Q () +(t—a)*Q"(t)

=2Q(t) +4(t—a)Q" () + (t—a)’ Q" (t)
x”(@)=0 = Q(a)=0 =13R polyndme tel que Q(t)=(t—a) R(t)
soit finalement :
x'({)=(t—a)’ R(t)
b) Expression de x’
Partant de x'(t)=(t—a)’ R(t) on obtient successivement :
x” () = 3(t—a)> RO+ (t—a)’ R'(t)
x” () = 6(t—a) R(t)+6(t—a)* R'(t)+(t—a)’ R"(t)
Faisant t=0 dans les expressions de x’, x” et X", on trouve :
X' (0)=v = —a*R{0)=v
x” (0)=0 < 3a* R(0)—2a* R'(0)=0
x” (0)=0 < —6a R(0)+6a*R'(0)—a* R"(0)=0

D'oii : R(0)=— Y- puis R’(0)=— 3Y et enfin R”(0)= — 12V
a? a4 a’

On peut alors prendre pour R un polyndme du second degré :
Rt)=at’+fBt+y = R(0)=y ; R'(0)=0 e R"(0)=2c.

On en tire : R{t) = —@tz-—&t—L
a’ a4 al

ou encore : R(t) = - ls (6t + 3at + a?)
a

3. a) Expression de x
On va chercher la primitive de x’(t) qui vaut O pour t=0.
x'(t) =— 15 (t—a)*(6t* + 3at +a?)
a

s Lj (t* —3at? + 3a’t — a*)(6t* + 3at + a?)
a

soit aprés développement :
x’'(t) = - ls (6t5 — 15at4 + 10a2t3 — a5)
a
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on en tire alors x(t) :
x(t) = — (—t6+3at5— 3 a4 4 ast)
as 2
La distance de freinage s’obtient en calculant x(a) :
6 4
d= l(—::15+32a.5—iaﬁ+aﬁ) w Lo B el =B

a’ 2 a2 2
b) Expression factorisé de x"
La dérivation de x’ donne : x”(t)= — % [(t —a)3(6t2 + 3at +a2)]’
a
Soit :

x"(t)=— 15 [3(t —a)2(6t2 + 3at +a2) + (t — a)3(12t + 3a)]
a —

= — L 3(t-a)(612+ 3at + a2 + (t—a)(dt + )] = - %tza —a)p
a da

10t2

Daonc —x"(t)= %ﬂ(t—a)2 donne la décélération a I’instant t .
a
Les variations de-eette fonction sont celles de t —=t2(t—a)? .

[t2(t —a)2]' =2t(t—a)2+ 212(t—a) =2t(t—a)(2t —a) du signe de a—2t

<0 sur ]0,a[
B 0 a’2 a On en déduit que —x” prend son
maximum pour t=a/2.
—-x" o + 0 - 0 Le calcul donne alors :
1
-x” ¥ = ?5 '%
0 0
4. Application numérique
Voici un programme de calcul des valeurs de d:
10 : FOR V=30 TO 135 STEP 15
20 : FOR A=1TO 8
30 : PRINT INT (AxV / 7.2) Si v est en km/h, d= -2
40 : NEXT A 2X3,6
50 : NEXT V
60 : END
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Ce programme remplit le tableau colonne par colonne.

Durée ; Vitesse en km/h

ens. | 30 45 60 75 90 105 120 135
4 6 8 10 12 14 16 18
8 12 16 20 25 29 33 137
12 18 25 31 37 43 50 356
16 25 33 41 50 58 66 75
20 31 41 52 62 72 83 93
25 37 50 62 75 87 100 112
29 43 58 72 87 102 116 131
33 50 66 83 100 116 133 150

Distance de
freinage

G 1 O L B W N

Force exercée sur le passager

8 3,6 a 28,8 a
Alors la force, en N, vaut —12_70,.Y. = 1050 v
28,8 a 28,8 a
1050 1 v . 1050 v

t d kg.f : ; ) ’
et donc en kg 28,8 9,81 a 282,528 a

D’ou le programme de calcul de F :

10 : K=1050 / 282.528
20 : FOR A=1TO 8

30 : FOR V=30 TO 135 STEP 15 Ce programme remplit le
40 : PRINT INT (K+V/A) tableau ligne par ligne
50 : NEXT V
60 : NEXT A
70 : END.

Durée Vitesse en km/h

ens. [ 30 45 60 75 90 105 120 135

Hetes il 1 | 111 167 220 278 334 390 445 501
auﬁcoursdu 2 53 ,'_8§_111 139 167 195 222 250
freinage pour un 3 |37 T55T74 92 111 130 148 167
passager de 70 kg ==

e Aconons & 4 |27 41 55 69 8 97 111 125
pointillé, les 5 |22 33 44 55 661 78 89 100
valewss supérieures | 6 | 18 27 37 46 55 65 | 74 _ 83

i poids du 7 |15 23 31 39 47 55 63 ! 7

passager) 3 71 |

8

13 20 27 34 41 48 55 62
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Observations :

Comme on pouvait §’y attendre, plus le freinage est bref, plus la force
exercée est forte. Ce qui fait que méme si, par exemple, une voiture pou-
vait passer de 90 km/h a ’arrét en 2 secondes, la force de 167 kg.f qui
en résulterait serait dangereuse pour le passager.

Dans tous les cas, une conclusion s’impose : la ceinture de sécurité
peut limiter les dégats.

¢) Coefficient de freinage minimal

Si on impose — a titre indicatif — comme valeur maximale & la force
celle du poids du passager (ce qui équivaut tout de méme a une chute dans
le vide... vers I’avant de la voiture), on a :

15v a 5
£g = — L OR8] = & > = 0,1
T v ~ 8x9,81 >
(v en m/s)

II. Distance de freinage a distance de sécurité

1. Distance de freinage

a) D’aprés le modéle de la partie I, d= % .

Alors C=Roa=yCad=0Y
v 2

d

200

b) Calcul numérique : si do=75 et vp=25, ,,

do=C Y¢°

0=% 5 =d=d0(vl)2=0,12 v2 %
_c V2 ¢
G

ce qui donne C=0,24.

¢) Courbe représentative : c’est un arc de parabole : & une vitesse double
correspond une distance quadruple...

2. Distance de sécurité
a)yOna d;= Cl

b) Quant a d,, 11 est donné par v. t0+C27
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Pour qu’il n’y ait pas collision, il faut
d, que D+d;>d,

Pour qu’il y ait plus de 3 m aprés
q immobilisation des véhicules, il faut
da 3 que D+d;>dy+3, soit

D>dy—d; +3= "72 (C2—Cp+vig+3

-l

->

d)ty=1/3s = D> "Ez(cz-cl)+%+3
La distance minimale est donc donnée par : D=3+ % + VEZ (Cy-Cy).

Si (C,—-Cp)= 1%0 , I'inégalité sera vérifiée dés que

D=3+Y 4+ ¥
3 300

e) Courbe représentative :

III. Densité critique du trafic
1. a) Temps de passage entre deux véhicules

D 3 1 v
y S ety alp] . R

v - v T3 300

b) Débit de véhicules
5_ 3600 __ 3600  _ 1080000V
t 3,1, v v2+100v+900
v 3 300
c) Etude et tracé de v —6 : les variations de 6 sont inverses de celles de t
dt 311 2-900)

dv v2 300 300 v2
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6750
8 o/ \z 6430

2. Interprétation

Tant que le débit est inférieur a &, le trafic est fluide ; mais dés que,
pour une vitesse donnée v du trafic, le débit est supérieur & 8(v), la dis-
tance de sécurité ne peut plus étre respectée : au premier coup de frein,
¢a bouchonne...

UN EXEMPLE DE LA THEORIE
DES CATASTROPHES*

Le but de cette activité est de montrer comment des phénoménes dis-
continus (“‘catastrophes’’) peuvent provenir d’une évolution parfaitement
réguliére.

Pour cela, on va traiter un exemple en géologie ; on va représenter
le relief en coupe d’une vallée, en tenant compte de son évolution en fonc-
tion du temps : si t désigne le temps, on supposera que la courbe (C,),
représentative de la fonction :

x ~F(x) = tx+(x2-3)2
ol F,(x) désigne I’altitude d’un point de la vallée en fonction de sa posi-

tion x dans le plan ol on trace le relief en coupe, est un modéle acceptable
de la réalité physique.

I. Représentations graphiques de la vallée

On se propose dans cette partie de dessiner le relief de la vallée 4 des
époques différentes : on va prendre comme valeurs pour t les éléments
de E={-15;-8;—4;0;4;8;15] .

a) On note F{la dérivée de F, et (Cy) la courbe représentative de F{ et mon-
trer que toutes les courbes (C,), représentatives de F/, se déduisent de la
courbe (Cg) par translation.

b) Tracer (C4’). En déduire, pour tE€E , la résolution approchée de
Fi(x)=0.
t

* Référence : La Recherche, octobre 1977.
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Etablir, pour chaque t de E, le tableau des signes de F((x) et le tableau
de variation de F,.

c¢) Tracer, dans sept repéres différents, le relief de la vallée correspondant
aux sept valeurs de t dans E.

II. Evolution d’un lac

On suppose que pour t= — 15, un petit lac s’est formé, dont on va
étudier 1’évolution.
On note a(t) ’abscisse du fond du lac a la période t et ¢ la fonc-

tion t—a.

1. Dresser un tableau de valeurs approchées de ¢(t) pour tEE. Dans quels
intervalles varie a lorsque t décrit R ?

2. Montrer que t= —4a’+ 12a et représenter cette relation par une courbe.
En déduire le tracé de la courbe C’ représentative de la fonction .
Montrer que (I') est une partie de I"image de (Cg) par un quart de tour
de centre 0.

3. La fonction ¢ est-elle continue ? dérivable ?

La fonction t —Fy(x) est-elle continue ? dérivable ?

Décrire I’évolution du lac en fonction du temps. Des ‘‘catastrophes’ sont-
elles susceptibles d’arriver ?

Echelles conseillées pour les représentations graphiques :

— pour les x : 1 unité = 10 cm
— pour les y : 1 unité = 0,25 cm
—pour les t : 1 unité = 0,5 cm.
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POUR COUPER EN DEUX UN TRIANGLE...
...IL SUFFIT DE VISER LE CENTRE !

Le but de ce probléme est de montrer que, si (D) est une droite quel-
conque passant par le “‘centre de gravité’’ d’un triangle, les aires des deux
régions S, et S, découpées par (D) sont sensiblement égales.

Définitions et notations

Si A et B sont deux points du plan, on notera [A,B] le segment d’ex-
trémités A et B et, selon I’usage, AB désignera la longueur de ce segment.

Si A, B et C sont trois points du plan, on appellera ‘‘triangle ABC”’
la réunion des segments [A,B], [B,C] et [A,C] ; on notera a(ABC) I’aire
de I'intérieur du triangle ABC, et plus généralement a(S) ’aire d’une partie
S du plan.

I. Une propriété des médianes

a) Soit ABC un triangle et P un point de [B,C] ; démontrer que
a(ABP) _ BP
a(ABC) BC
b) Montrer que, dans un triangle, chaque médiane découpe I’'intérieur du
triangle en deux parties d’aires égales.

¢) Montrer que, dans un triangle, les trois médianes découpent 1’'intérieur
du triangle en six parties d’aires égales.

II. L’outil : un repére cartésien
Soit ABC un triangle et G son ‘‘centre de gravité’’ (c’est-a-dire I’iso-

—_— —

barycentre de A, B et C). On va travailler dans le repére (G, GC, GA)
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On note D, la droite de coefficient directeur t passant par G.
P, Q et R désignent, lorsqu’ils existent, les points d’intersection de D, avec

[B,C], [A,C] et [A,B].
a) Discuter selon les valeurs de t D’existence des points P, Q et R.
b) Calculer les coordonnées de A, B, C, P, Q et R.

¢) Montrer que si L, M et N sont des points de coordonnées @E ), (;%)

(’;N), ona:
N
i LM XM XL YM YL
, Met N al = =
L et N alignes = == X=X YNV

III. Etude du rapport des aires découpées par D,
(les notations sont celles du II)

Si §; et S, designent les deux régions découpées par D, a Iintérieur
du triangle ABC, le rapport de leurs aires dépend de t:

a(Sy)
on pose r(t)= ——<.
n pose r(t) a(S,)
r est donc une fonction définie sur R, qu’on va étudier dans cette partie.
a) Montrer que a(sl) {— a(sz)
_ a(Sy a(Sy)
a(ABC) a(ABC)
a(Sy) a(Sy)

, soit "
aABO)” ™" A(ABO)
b} Etude de r pour t€[0,1] : S, désigne 'intérieur du triangle ARQ.
aS;) _ 1 a(ARG) , 1 a(AGQ)
a(ABC) 3 a(ABG) 3 a(AGC)

Utiliser I.a) et II.c) pour en déduire I’expression de a6y , puis de r(t),
a(ABC)

11 suffit donc pour connaitre r(t) de connaitre soit

Etablir que

en fonction de t.
C) Etude de r pour t€[l,+ o[ : S, désigne I'intérieur du triangle CPQ.
d) Efude de r pour t€]—,0] : S, désigne I'intérieur du triangle BRP.

¢) Etudier les variations de r , puis tracer la courbe représentative (on aura
intérét a choisir des unités différentes sur les deux axes).
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IV. Vers une conclusion

a) Montrer que, lorsque t est une valeur pour laquelle r admet un extre-
mum, D, est parallele & 'un des cdtés du triangle ABC.

b) Montrer que lorsque r(t)=1, D, est une médiane du triangle ABC. Que
peut-on dire de D, lorsque t—+ oo et lorsque t—=>—oo ?

¢) Rédiger une conclusion au probléme posé initialement.

MODELE DEMOGRAPHIQUE
A DEUX DIMENSIONS

Le but de ce probléme est de donner, a travers I’étude d’un modéle
simplifi¢, une idée des méthodes mathématiques utilisées en démographie.

Présentation du modéle mathématique

Pour prévoir I’évolution d’une population 4 moyen et long terme, on
utilise le modéle suivant : la population est divisée en deux classes, les
“‘jeunes’’ (moins de 40 ans) et les ““vieux’’ (entre 40 et 80 ans), et on étudie
les effectifs de chaque classe a intervalles réguliers — tous les quarante
ans —.

On note Jj et Vg les effectifs 4 une date initiale et J,,, V,, les effectifs
apreés 40 x n années. On ne tient pas compte de I’effectif des plus de 80 ans.

On suppose qu’en quarante ans :

— tous les ““vieux ont disparu ; une proportion ¢ de ‘“‘jeunes’’ a survécu,
mais vieilli ;

— de nouveaux ‘“jeunes’’ sont apparus, issus des anciens ‘‘jeunes’’ (avec
un taux de natalité a), ou des anciens ‘‘vieux’’ (avec un taux b).

On a donc les relations :

In+ 1= aJn+an

Vay1=cly

a, bet ¢ sont des nombres compris

entre 0 et 1. On suppose qu’ils res-
tent constants.

Trois études de cas

Premier cas : a=0,5 ; b=0,3; ¢=0,8 . Jj et Vg sont quelconques.
1. Exploration numérique et graphique
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Soit M,, le point de coordonnées (J;,, V) dans un repére orthonormé.
La ‘“‘trajectoire’” d’une population dans ce repére sera la ligne brisée
MgMM;...M;,...

Tracer dans un méme repére les trajectoires d’origine My et d’extré-
mité Mg dans les quatre cas suivants :

M(7;3) ; Mg(5;5) 5 Mg(4;6) ; Mo(2;8) . _

Quelles observations peut-on faire sur I’évolution de ces populations ?
2. Etude théorique

On dira qu’une suite U est ‘“‘sympa’’ si

Vvn, U,,,=0,5U,,1+0,24U, .

a) Montrer que les suites (Jy)pn €t (Vnen Sont ‘‘sympas’.

b) Montrer qu’il existe deux suites géométriques G’ et G”, de premier terme
1, de raisons t’ et t”, et qui soient sympas.

¢) Si x et y sont deux nombres, on considére la suite W de terme géné-
ral W,=xt'n+yt”n , Montrer que W est une suite sympa.

d) Pour quelles valeurs de x et y a-t-on W=J 7 (x et y dépendent
de Jg et Vg). En déduire I’expression de J, en fonction de n , puis son
comportement asymptotique.

e) Pour quelles valeurs de x et y a-t-on W=V ? En déduire I’expres- -
sion de V, en fonction de n , puis son comportement asymptotique.

f) Quelle est I’évolution & long terme de la population ? Dépend-elle des
effectifs initiaux ? Comment évolue la proportion de ‘‘jeunes’’ et celle des
“‘vieux’’ ?

Deuxiéme cas
a=0,6 ; b=0,5; ¢=0,8.
Reprendre les questions 1 et 2 (dans ce cas, une suite U est ““sympa’’ si
vn, Un+2=0»6 Un+l+0!4 Un)-
Troisiéme cas
a=0,8 ; b=0,6 ; c=0,8.

Reprendre les questions 1 et 2 (dans ce cas, une suite U est ‘“‘sympa’’ si
vn, Uy, 2=0,8 Uy, 1+0,48 Up).

(D’aprés une idée de A. Deledicq dans ‘‘Mathématiques buissonniéres’’ Ed. Cedic 1973).
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Solution

Premiére étude de cas (a=0,5; b=0,3 ; ¢c=0,8)
1. Exploration numérique et graphique

Le calcul des coordonnées des points M, s’obtient en programmant
la calculatrice :

10 ; INPUT “J=7",] donnée de J
20 : INPUT “v=7"V donnée de V
30 : FOR N=1TO 6
40 : I=1J Jn-1 en mémoire I
50 : J=0.5+J +0.3+V J, en mémoire J
60 : V=0.8+I V, en mémoire V
70 : PRINT (INT(100+J)))/100, arrondit ’affichage a deux
(INT(100%V))/100 chiffres
80 : NEXT N
90 : END
Tableau des résultats :
n|0]1 213 |4 |5]|6 n |0 1L {213 ]14]|51|6
Jo | 7 1443881299 1242|193 | 154 | Ja ] 5 | 4 |32 ]2.56(2.041.63]1.31
Vo | 3 (56 (35231 1239|194 (154 Vu | § 4 132 |256)2.04 1.63]1.31
Jo | 4 3.8 (2861234 11.85(1.49(1.19) | Jq | 2 |34 [218] 19 |1.47|1.19]0.95
Vo | 6 [3.2]3.04]228 11.87 (148|019 |V, 8 | 1.6 |272|1.74|1.52|1.180.95
¥,

T




Observations :

Malgré des points de départ trés différents (mais de méme effectif total
Jo+ Vp=10), les quatre trajectoires ont la méme allure : elles se rappro-
chent de I’origine du repére, et en méme temps, de la droite J,= V.

D’ailleurs, dans les quatre cas, on a a2 10—2 prés Jg=Vg. Quant a
Peffectif total, il passe de 10 & une valeur beaucoup plus faible : entre 3.08
et 1.90.

D’un point de vue démographique, on a donc des populations en voie
d’extinction, le nombre des ““jeunes’’ et des ‘“vieux’’ tendant a s’équilibrer.

2. Etude théorique

a) (Jnen €t (Vpnen Sont des suites sympas :

Jus1=0,5J,+0,3V, = J,,5=0,57,,1+0,3V,41

Vo+1=0,81, =0,5J,.4+1+0,3(0,87,)
=0,5J,4+1+0,24],

(Jonen est donc une suite sympa.

Alors

Von+1=0,8], =V,,2=0,8T,.1 = 0,8(0,5],+0,24],_1)

0,5%0,8J,+0,24x0,8],_
= 0,5xV41+0,24xV,

(Vonen est donc aussi une suite sympa.

b) Suites géométriques sympas :

Cherchons a quelles conditions une suite géométrique G de terme géné-
ral Gp=Ggt? est sympa :
vn Ggtnt+2=0,5 Ggtn+1+0,24 Gptn
soit en supposant Gy et t non nuls.
= t2=0,5t+0,24
= t2-0,5t-0,24=0 c’est une équation du second degré en t .
A}’= 0,52-4x(—-0,24)=1,21=1,12 d’ou deux racines t’'=0,8 et
X Leg'zl'nites G’ et G” de terme général G;=(0,8)? et G =(-0,3)n
sont donc les deux suites géométriques cherchées.
¢) Suite W=xG’' +yG" :
Vérifions que W est sympa :
® Wi 12=x(0,8)n+2+y(-0,3)n+2
=x(0,8)".¢0,8)2 + y(—0,3)n(— 0,3)2=0,64(0,8)"x + 0,09(— 0,3)ny
® 0,5W, 1 +0,24W,,
=0,5(0,8)n+1x+0,5(—0,3)n+1y +0,24(0,8)"x + 0,24( — 0,3)ny
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=(-0,8)"x[0,5 % 0,8) +0,24] + (— 0,3)ny[0,5 X (— 0,3) + 0,24]
=0,64(0,8)2x + 0,09( —0,3)ny
Il y a égalité : W est bien une suite sympa.

d) Valeurs de x et y telles que W=J

Pour que deux suites sympas soient égales, il suffit que leurs deux pre-
miers termes soient identiques : en effet, supposons que :

Wo=1Jp alors W;=0,5W;+0,24Wy=0,5]; +0,24]g=J,

W;=1I; puis W;3=0,5W;+0,24W;=0,5],+0,24],=1];

Or W,=x(0,8"+y(—0,3)» dont Wo=x+y et W;=0,8x-0,3y .
D’autre part, J;=0,5Jp+0,3Vy .

On doit donc avoir : x+y=1Jp
0,8x—0,3y=0,5Jp+ 0,3V

On résout ce systéme de deux équations a deux inconnues, Jj et Vy
étant supposés connus :

x+y=1Jg 3x+3y=3]p = 11x=8Jp+3Vj
18x — 3y =5J5+3V, 8x—3y=5Jg+3Vy = x=%JO+%VO
et alors :

3 3
y=Jo—X 11 0 11 0

D’ou finalement :
To= ﬁ((sJo +3V0)(0,8) +3(Jg— Vo)(—0,3)7]

on a obtenu ainsi la formule de J,, en fonction de n : on peut en déduire
son comportement asymptotique :

En effet, quand n tend vers I’infini, (0,8)? tend vers 0 ainsi que
(—0,3)n : J converge donc vers 0.

Cela ne dépend pas des valeurs initiales Jg et Vj.

e) Valeurs de x et y ftelles que W=V
Par le méme raisonnement, W=V < Wy=V; et W=V,

Or V1=O,8JQ Rl x+y=V0
0,8X—0,3y=0,8]°
X""y:VQ 3x+3y=3V0 = 11X=3V0+8]0
=
8x — 3y =81, 8x—3y=8]p = x:%vw%%
- 8 8
=Vi—x=Vi=7]
o N

33



d’ou finalement :
V= ﬁ [(8J9+3V()(0,8)2 — 8(Jg— Vo)(—0,3)1]

De la méme fagon que pour J,, V, converge vers 0.

f) Evolution de la population a long terme
L’effectif total est J,+ V, : il converge donc vers 0 : la population est
en voie d’extinction.
Cela ne dépend pas des valeurs de Jj et Vj, puisque cela provient des
valeurs 0,8 et'— 0,3 et de ’existence (mais pas de la valeur) de x et y.
D’ailleurs, si on calcule I'effectif total P,=1J,+V,, on obtient :

P.,=%(810+3vo).(o,8)n—f—lao—vo)(-o,a)n

(P, est donc elle-méme une suite géométrique de raison 0,8, lorsque
Jo=Vp).
Pour étudier comment évolue la proportion des ‘‘jeunes’’ et la pro-
portion des ““vieux’’, étudions le rapport ‘T“ i
n
= (8Jo+3Vo)0,8)7 +3(Jg— Vo)(— 0,3)" divisons numérateur et
n (8Jg+3Vp)(0,8)n—8(Jg— Vg)(—0,3)n dénominateur par (0,8)n

3.0
8J0+3V0+3(J0_V0)('§) -—% est compris entre —1 et 1 :

e

= 5.5
8J0+3V0—8(JO—V0)(—%)H ()0
Ja 8Jo+3Vy s
“B converge donc vers le rapport —%——Y c’est-a-dire ... 1.
A £ PPOT 830+ 3V,
L’effectif des ‘‘jeunes’ et celui des ‘‘vieux’’ tendent & s’équilibrer.
On a bien retrouvé par I’étude théorique — et prouvé ! — les obser-

vations qu’on avait pu faire 4 la suite de I’exploration numérique et gra-
phique (en particulier, on peut remarquer sur I’expression de J,, et V, en
fonction de n que lorsque Jy=Vy, ona Vn, J;=V,).

Deuxiéme étude de cas (a=0,6 ; b=0,5; ¢=0,8)
1. Exploration numérique et graphique

1l suffit de changer les valeurs de a et b dans le programme de
calcul des coordonnées de M;, pour obtenir le tableau des résultats :
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Jn | 7 |57 ]6.22(6.01]6.096.06 (607 (| Jy | 5 |55 53 [5.38]5.34(5.36]5.35

Vo | 3 |56 (456|497 48 |487 (484 |V | 5 | 4 |44 [424]43 |427]4.28

Jn | 4 |54 |484)506(497 5001499 | Jy [ 2 |52 |3.92 (44342243 |4.27

Vo | 6 |32 ]4.32)3.874.05]3.97( 4 Vo | 8§ [1.6 [416]3.133.54 (3.38 ]|3.44

=

Observations :

L’allure des trajectoires est encore semblable pour les quatre points
de départ, et trés différente des cas précédents :

Les sept points My, sont alignés sur une droite de pente 2.
Les quatre points Mg sont 4 10—2 prés alignés sur la droite

Vo= %Jn

Les trajectoires se rapprochent donc de cette droite.
L’effectif total de la population oscille puis se stabilise & des valeurs
allant de 8,71 a 10,91.

En termes démographiques, ces populations ont tendance a se stabili-
ser aussi bien en effectif qu’en proportion de ‘‘jeunes” et de “‘vieux”.

2. Etude théorique

On ne va reprendre ici que les différences significatives avec la pre-
miére étude de cas :

a) (Jnen €t (Vonen sont encore des suites ‘‘sympas’ mais cela signifie
ici qu’on a : ;
vn,J,,2=06J,,1+0,4T, et V,,2=0,6V,,1+0,4V,
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b) Suites géométriques sympas :

La raison t doit vérifier tn+2=0,6tn+14+0,4t" soit si t#0,
i2—0,6t-0,4=0
A=(0,6)2—4(—0,4)=0,36+1,6=1,96=1,42 d’ou deux racinest’ =1 et
t”=~0,4.

Les deux suites G’ et G” ont donc pour terme général G;=1 et
Gy=(—0,4)n. (G’ est une suite stationnaire).

c) Expression de J, en fonction de, n :

: W _ x+y=1Jo
Si Wp=x+y(-0,4)p8, W=] = x—0,dy=0,6]p+0,5V,
x+y=1Jo 4x +4y=4J, = 14x=10Jo+ 5V
—
10x— 4y =639+ 5V 10x—-4y=6Jp+5Vp = x= %g JM%VQ
. . 4. 5
=Jp~x=21-3v
puis j=Jo—x=17J0— Vo
d’o Jn=-11Z [5230+ Vo) + (43— 5Vo)(— 0,4)1]

(0,4)n converge vers 0 donc (J) N converge vers -15—4(2J0+V0)

'd) Comportement asymplotique de V,, :

On n’a pas besoin ici d’utiliser la suite W : en effet, V,=0,8J,_; .
(Jo_1nen+ est une suite convergente de limite 15—4 (2Jy+Vg) donc
(Vpnen st une suite convergente de limite

0,8 % %(210 +Vo)= %(2J0+ Vo) .
e) Evolution @ long terme de la population :
e L’effectif total P,=J,+V, converge vers
5 . 2 9
=+ =)2Jg+ Vo) = =R+ V,
(14 7)( 0+ Vo) 14( 0+ Vo)

soit en remplacant Jo+Vy par I'effectif total initial Pg: %{Poi- Jo)-

Donc plus il y aura de “‘jeunes’” au départ (c’est-a-dire plus Jy sera
grand), plus la limite sera grande ; par exemple, pour que la limite soit

égale 4 Py, il faut que J0=%P0; mais si Jg=2/3P,, la limite sera
15 Py. (Toutefois, la limite ne peut pas étre supérieure a -?’—Pg, cas

14
extréme ou il n’y aurait que des ‘‘jeunes’’ au départ).
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e Par contre, la proportion de ‘‘jeunes’’ tend toujours vers 5/9 :
en effet :
Yoo .

Jn
e Enfin, il reste 4 expliquer pourquoi les trajectoires étaient faites de points
alignés : pour cela, on peut calculer le coefficient directeur de M, My 41 ;
il vaut :

Vas1—Va _ 0,87,—0,87,_1 _ 0,8J,-08J,_; _ _3

Tns1—Tn  (0,6J5+0,4T, 1)-In =0,4J,+0,4J,

Tous les segments My, M, . ; de la trajectoire ont le méme coefficient
directeur —2 : les points M;, sont donc tous alignés.

Troisieme étude de cas (a=0,8 ; b=0,6 ; c=0,8)
1. Exploration numérique et graphigue
Tableau des résultats.

n 0§12 (3 |4]5]6 n [0 |1 ]2 3 [4]|5]6

In | 7 |74 1928 10.97(13.23{15.85019.03( [ J | 5 | 7 | 8 [9.76|11.64] 14 [16.79

Vol 3 [5.6(592]7.42)8.78 [L0.5B|12.68) | VL, | 5 | 4 |5.6 [64 78 ]931 112

In| 4 |68 ]7.36|9.15 [10.85[13.07|15.67) | J, | 2 | 6.4 [6.087.93]9.26 |11.22{13.42

Vo | 6 [3.2 544|588 7.32|8.68 |10.46| | Vp | 8 | 1.6 [5.12)4.86 |6.34 [7.41 [8.97




Observations :

La encore les quatre trajectoires ont la méme allure : elles s’en vont
loin de ’origine en se rapprochant de la droite J,=1,5V,,.

L’effectif total augmente : au point Mg, il vaut entre 22,39 et 31,71
pour une valeur initiale de 10.

Du point de vue démographique, ce sont des populations en expan-
sion, ol les jeunes ont tendance 4 représenter 60 % de la population, indé-
pendamment de la proportion initiale.

2. Etude théorique
a) On vérifie que Vn, J;12=0,8],,,+0,48J, et V,,,=0,8V,,1+0,48],
b) Si G est une suite géométrique de raison t (t#0), on doit avoir, pour
que G soit sympa :
tn+2=0,8tn+14(,48tn A=0,82-4x(-0,48)=2,56=1,62
t2—0,8t—0,48=0 d’ou les racines t’ =1,2 et t” = —0,4
Les suites G’ et G” cherchées ont donc pour terme général :
Gy=(1,2m et Gy=(-04)n

d) Expression de J, en fonction de n : et

z X+y=Jo

Si Wp=x(1,22+y(—0,4)p, W=]J = ) 1,2%— 04y =1, =0,819 4 0,6V,
x+y=1Jp 4x +4y=4J, = 16x=12Jy+ 6V

= 6 3
12x —4y=8Jp+ 6V, 12x—-4y=8Jp+6Vy = x= ?JO+€V0

et alors y=JO—x:%J0—\%V0

d’ou Tn= % [32To+ Vo)(1,2)7 + (2J9— 3V)( = 0,4)7]

(0,4)n converge vers 0 mais (1,2)2 diverge vers + oo :
(Jnnen diverge vers + oo .
e) Comportement asympltotique de V,, :

Puisque Vn, V;=0,8],_; et que (J,_)pn* diverge vers + oo, il
s’ensuit que V, diverge aussi vers + oo,

f) Evolution a long terme de la population :
L’effectif total P,=J;+V, diverge vers + oo : la population est
donc en expansion.

Si on veut étre plus précis, il faut calculer ’expression de V,, en fonc-
tion de n, a’aide de la suite W (c’est-a-dire répondre complétement
la question e)) :
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+y=V, +y=V, 4x +4y =4V,
W=V e X+Y=V¥o =1X ¥Y=Vo =3 X +4y 0

1,2x—0,4y=V;=0,8] 12x—4y=8J, 12x — 4y =8J

=16x=4Vy+ 8]y =x= %VO"’ %_]’0

3 1
t 1 =Vp—x= Vo— J
€1l alors Yy=Vo—X=—V¥p —2 0
d’ou Vo= —; [(Vo+2J0)(1,2)2+ (3Vo—2Jp)(— 0,4)"]

Et finalement :
Pn=—§~[5(210+ Vo)(1,2)2 = (23— 3Vo)(— 0,4)1]

Or, trés vite (—0,4)n est négligeable devant (1,2)?, comme le montre ce
tableau :

n 0 1 2 3 4 5 6

m | 1 |12 | 144|173 ) 207|248 3
(<04 1 | -04] 016 |-006] 0.02 [-0.01] 0,004

P, croit donc ‘“‘comme’’ 1,27 ot n mesure le temps qui s’écoule : c’est
une croissance ‘‘exponentielle’’.

D’autre part, le rapport ilT“ a lui méme une limite finie quand n
n

Jn_ 3@+ Vo)(1,2)7 + (2Jg—3Vg)(—0,4)" _ 3(2Jg+ Vo) + (2Jg—3Vg)(— 1/3)8
Vo 221+ Vo)(1,2R— (29— 3Vo)(— 0,41 2(2Jg+ Vo) —(2Tg—3V)(—1/3)n
(en divisant numérateur et dénominateur par (1,2)n: —0,4/1,2= —1/3).

D’ou : 37" —'% quand n augmente : les jeunes ont tendance a représenter

60% de lI'a population (et les trajectoires se rapprochent de la droite
Ja=1,5Vp).
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Commentaires

Les valeurs des taux a, b et ¢ peuvent sembler élevées, mais il faut pen-
ser que ce ne sont pas des taux annuels, comme ceux que I’on rencontre
en géographie humaine, mais ici des taux sur 40 ans ; si on calcule les taux
annuels équivalents on trouve, par exemple poura=0,5;b=0,3etc=0,8:

1
taux annuel de natalité des ‘“‘jeunes’ : 1+a= (I,S)Ez 1,01
d’ot av=10 pour 1000
1 -

taux annuel de natalité des “‘vieux’’ : 1+0 =(l,3)E= 1,006
d’ou 8= 6 pour 1000
1
taux annuel de mortalité des ‘‘jeunes’” : 1+7y=(1,2)40=1,004
d’ou y= 4 pour 1000

On retrouve bien la des valeurs vraisemblables.

Pour étre vraisemblables, ces valeurs n’en sont pas forcément réalis-
tes : d’une part les chiffres ont été choisis pour que les phénomeénes soient
trés visibles, dés le tracé des trajectoires, d’autre part la division de la popu-
lation en seulement deux classes est sommaire : les démographes utilisent
des répartitions en tranches d’ages plus fines et plus nombreuses. La mé-
thode de traitement mathématique est la méme mais exige des calculs plus
importants, qu’on confie alors & un ordinateur.

Enfin, le point le plus significatif de cette étude est sans doute dans
les grands effets que peuvent produire de ‘‘petites’” causes : une faible varia-
tion des taux a, betc prodmt un changement profond dans I’évolution
de la population.

Cette sensibilité du modéle mathématique peut s’expliquer si on fait
une étude théorique en conservant les taux a, b et ¢ sous forme littérale :
on démontre alors que la nature de I’évolution de la population dépend
de la quantité a+bc :

si a+bc < 1:la population s’éteint
si a+bc = 1 :la population se stabilise
si a+bc > 1:la population crofit.

Mais cette étude théorique est d’un niveau un peu plus élevé que le
travail demandé ici...
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VERS L’INVENTION DE LA ROUE
OU APPROCHES DE LA CYCLOIDE

I. Approche discréte

Avant de savoir faire des roues parfaitement circulaires, ’homme a uti-
lisé des roues plus ou moins irréguliéres, de profil polygonal.

Dans cette partie, notre roue sera un polygone régulier P, & n cdtés,
inscriptible dans un cercle de rayon R. ’

Si S désigne un des sommets de P, étudier la trajectoire (T',)) de S lors-
que P_ “‘roule” sur une droite (A) :
— tracer d’abord les cas n=3 ;n=4 ;n=6; n=8 , puis le cas général ;
— dans chaque cas, montrer que (I') est la réunion d’arcs de cercles dont

on donnera les centres et les rayons ; calculer la longueur de (I')) qu’on

notera fn ainsi que la surface S, délimitée par (I') et (A), lorsque

P, a fait un tour.
Etudier le comportement asymptotique de fn etde S, .

II. Approche cinématique

Considérons un cercle de rayon R roulant sur une droite (A) ; on sup-
pose que le mouvement est uniforme : un tour par seconde.

Si £ désigne le centre du cercle et R, un repére cartésien fixe dont (A)
est ’axe des abscisses, exprimer les coordonnées dans R, de Q et du vec-

teur vitesse de {2.

Si M désigne un point du cercle et R, un repére cartésien d’origine {2,
et dont ’axe des abscisses est paralléle & (A), quelles sont les coordonnées
de M dans R, ? (on pourra supposer que M est sur (A) & I'instant t=0).

Quelles sont les coordonnées dans R; du point M ? de son vecteur
vitesse ? Ces coordonnées sont les équations paramétriques de la trajectoire
(I') de M.

Dessiner (I') de fagon approchée, en calculant suffisamment de points
et de tangentes (on prendra R=3cm).

III. Approche cartésienne

On continue 1’étude du modéle précédent.
Etablir pour tE[O,%], la relation liant x et y , coordonnées de M

dans le repére R,. Cette relation est ["équation cartésienne de la trajectoire
(I) pour un demi-tour.
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Montrer que x est fonction de y; on notera f cette fonction,
Etudier f : ensemble de définition, continuité, dérivabilité, tableau de varia-
tion, limites.

Montrer que f admet une réciproque g ; étudier et tracer g (on pren-
dra R =3cm). Prolonger la fonction g de facon a ce que le graphe de g
soit la trajectoire (I') pour un tour complet.

LE PROBLEME DE L’ABREUVOIR

Une jauge est disposée sur la face avant de cet abreuvoir.
Sauriez-vous la graduer ?

Données
60 cm

40 cm

40 cm 2,00 m

.vue en coupe vue de coté
Des questions pour vous aider
1. Aire d’un trapeze : 2

Quelle est I’aire du trapéze dessiné ci-contre,
en fonction de £, L et h ? Justifier votre réponse. W I..

Dans toute la suite, ’abreuvoir est supposé )

it o o el

rempli jusqu’a une hauteur x , en centimétres.
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2. Largeur de la “‘surface de l'eau’” :

On note L(x) la largeur occupée par I’eau

a sa surface.
A l’aide du théoréme de Thalés, exprimer

L(x) en fonction de x .

3. Volume _d ‘eau contenue : l =
Exprimer en fonction de x le volume V(x)

d’eau contenue dans ’abreuvoir.

4. Graphique :
Tracer sur une feuille de papier millimétré la courbe représentative de
la fonction V.

5. Conclusion :

On veut graduer I’abreuvoir de 50 1 en 50 1. Utiliser la courbe précé-
dente pour donner, en valeur approchée, la hauteur des graduations. Sauriez-
vous calculer les valeurs exactes ?

LE RESERVOIR CYLINDRIQUE

LE RESERVDIA E{f )
CYLINDRIQUEE

Une jauge, disposée sur la face de soutirage d’un réservoir cylindrique,
indique le niveau du liquide.
Sauriez-vous la graduer ?

I. Premiére approche

Le probléme revient a connaitre la surface S(h)
occupée par le liquide, sur la face avant, en fonc-
tion de la hauteur h du liquide.
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En utilisant du papier millimétré et un cercle
de rayon 10cm, établir un tableau de valeurs appro-
chées de S(h), h variant de Smm en 5Smm. Tracer
la courbe.

QW Quelles premiéres observations pouvez-vous
' faire ?

II. Le modéle mathématique

Choix des variables : le probléme ne dépend pas de la taille du réser-
voir. On peut poser :

X = % ou R est le rayon du cylindre

tx) = &R% , le taux de remplissage du réservoir.
™

— Dans quels intervalles varient x et t(x) ?
— Quelles valeurs particuliéres de la fonction t connait-on ?
— t est-elle une fonction linéaire ?
— Montrer qu’on a tx)+t2—x)=1.
Que peut-on en déduire sur ’allure de la courbe représentant t ?

III. Premiers calculs

Pour x<1, la surface S(h) est la différence de.]a surface d’un secteur
de cercle et de celle d’un triangle.

— Si ¢ est I’angle au centre du secteur, établir une relation entre % et X..

— Quelle est la surface du secteur en fonction de « ? Et en fonction de x ?

— Quelle est la surface du triangle en fonction de x ?

— En déduire I’expression explicite de la fonction t(x) pour x<1.
Cette expression se simplifie (un peu) en posant X=x—1 . On note
alors T(X) le taux de remplissage en fonction de X.

IV. Etude approfondie

On connait a présent la fonction X—=T(X) pour X&E[—1,0] . Le but
de cette partie est d’en dessiner la courbe représentative le plus précisément
possible. :

— Calculer la fonction dérivée :—51; (X) , pour X&E[—1,0] . Quel est son

signe ? Quelles sont ses valeurs aux bomgs de [-1,0] ?
— Calculer la fonction dérivée seconde %}%;-(X), pour XE[-1,0].
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Quel est son signe ?

— Aprés avoir calculé quelques valeurs particuliéres de T, tracer la courbe
représentative pour X€E[-1,0] (une unit¢é = 10cm ; repére
orthonormé).

— Comment compléter cette courbe pour X€E[0,1] ?

V. Réponse a notre probléme

La courbe tracée permet détablir la graduation de la jauge. Comment ?
A titre d’exemple, représenter sur 20cm une graduation pour un réservoir
de 20 litres.

VI. Problémes annexes
Pouvez-vous calculer avec une précision de 108 le rapport % pour
lequel le réservoir est rempli au quart ?
F(X)= —;-.T(X) est la surface représentée ci-

contre. Pourquoi ?

Quelle est la courbe représentative, dans ce

repére, de la fonction dF ,

Qu’observe-t-on ?

VOUS ETES OFFICIER DE GENDARMERIE

Vous étes responsable du contréle de la vitesse des automobiles sur
le trongon d’autoroute du sud situé entre I’aire de Chagny et la sortie
“Chalons-Nord”’, 21 kilométres plus loin.

Vous disposez des moyens suivants :

— une camionnette équipée d’une radio et d’un cinémomeétre, avec deux
hommes a bord ;
— deux motards, reliés par radio a la camionnette.

Out allez-vous poster vos hommes ?
Quelles instructions leur donner ?

Ce que vous devez savoir :

— D’interception d’une automobile en excés de vitesse ne peut étre réalisée
que par le dépassement de 1’auto par les motards ;

— le temps écoulé entre la détection d’un excés de vitesse et le départ
des motards, alertés par radio, est de 1 minute ;

— les motos utilisées peuvent rouler a4 180 km/h ; pour atteindre cette
vitesse, il leur faut 30 secondes et 1 kilométre ;

— la portée de I’émetteur radio est de 15 km.
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Sept récipients
pour un méme volume
R. Gauthier

A la suite de la visite de ’exposition ‘‘Horizons mathématiques’’ (Jour-
nées A.P.M.E.P. en 1984), nous avons imaginé des activités possibles pour
des éléves du Second Cycle.

Voici sept récipients de méme hauteur et de méme capacité (voir des-
sin Annexe I). On peut choisir par exemple h=1 m.

Les volumes (2) et (3) sont composés de deux cylindres de méme hau-
teur ; le rayon du grand est le double du rayon du petit cylindre. Pour
le sablier (6) on a deux cdnes de méme hauteur. Chacun des récipients peut
étre rempli (d’eau, de Coca-Cola ou de Beaujolais...) par le haut.

Ces conventions étant faites, deux activités nous semblent possibles.

Activité I : Fournir les dessins avec les conventions ci-dessus.

Question unique : Fabriquer une jauge pour chaque récipient, sous la forme
d’une régle a graduer, indiquant la quantité de liquide, en litres, contenue
dans le récipient. On suppose qu’une telle jauge peut étre introduite par
le haut pour chaque récipient.

Sous cette forme, la question est difficile : il s’agit d’exprimer le
volume, en litres, du contenu en fonction de la hauteur h (en dm).

Des problémes vont se poser : le professeur pourra aider les éléves
a trouver 1’ordre dans lequel ces problémes pourront peu a peu étre réso-
lus, en apportant des informations souhaitables ou en suggérant de cher-
cher ces informations (encyclopédies, etc.).

Quelques-uns de ces problémes :

— Quel est le volume commun ? (voir la sphére (7)).

— Trouver les dimensions qui manquent pour les autres.

— Trouver les bonnes formules pour calculer les volumes (tronc de cone,
calotte sphérique, etc.).

— Organiser les calculs (calculatrice, ordinateur).

— Graduer les jauges.

(Voir réponses en annexe V).
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Activité II
On présente les dessins de ’annexe I et les conventions. On fournit :

— les courbes donnant le volume du liquide (en litres) en fonction de
la hauteur (en dm) (annexe II) ;

— les formules dans le désordre V=f(h) (annexe III) ;

— six tableaux donnant les valeurs de V en fonction de h (annexe IV)
(également en désordre).

Question : Qui va avec qui ?

Ces activités peuvent étre proposées a une classe entiére, des groupes
d’éléves, un club de math.

Pour ’activité I, les mémes problémes vont se poser sous des formes
sans doute différentes.

Utilisation possible

e En seconde : ; )
— calculs de volumes, représentations graphiques, taux de variation,
résolutions d’équations avec ou sans graphiques.

e En Premiére ou Terminale :
— lien entre fonction et courbe
— rapidité de croissance
— dérivée et tangente a la courbe
— équation.

... Et pour la formation scientifique, divers procédés de “‘représentation’”
d’un phénoméne.
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ANNEXE 1
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ANNEXE II
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ANNEXE III
Volume de liquide en fonction de la hauteur h

v(h) = Th?

1
6

I

v(h) = Swh’—% wh?

III

v(h) = %) wh

hgs  v(h)= 83_0 7h

IV [ lass  vay=1007+ 23—0 7h
v v(h) = % (h* — 30h? + 300h)
VI vh) = 230 7_2 1 (5-hy
3 3
h<5  v(h)= ? wh
VII

h>5 v(h)= 83—01rh—1001r
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ANNEXE IV

Six tableaux de valeurs (sur 7)

H=0 F(H)=0 B [H-o0 FiH) =0

H=.5 F(H) = 3.79609 iy F{H) = 70.9476
H=1 F(H) = 14.6608 H=1 F(H) = 127.758
H=15 F(H) = 31 8086 H=15 F(H)=172.002
H=2 FIH) = 54.4543 H=2 F(H) = 205.251
H=2.5 F(H}=81.8123 H=2.5 FiH) = 229.074
H=3 FiH) = 113.087 H=3 FiH) = 245,044
H=35 F(H) = 147.524 H=35 F(H) = 254.731
H=4 F(H) = 184.307 H=4 F(H) = 259.705
H=4.5 F(H) = 222.66 H=4.5 F(H) = 261.538
H=5 FIH)=261.799 H=5 F(H) = 261.799
H=55 F(H) = 300,938 H=55 F(H) = 262.061
H=6 F(H) = 339.292 H=6 F(H) = 263.894
H=6.5 F(H) = 376.075 H=6.5 F(H) = 286.868
H=7 F(H}=410.501 H=7 F(H) = 278.554
H=7.5 F(H) = 441786 H=7.5 F(H) = 284.524
H-8 F(H) —469.144 H=8 F(H) - 318.348
H-8.5 F(H)=491.79 H=85 FiH) = 351.597
H=9 F(H) = 508,938 H=9 F(H) = 395.841
H=9.5 F(H}=519.803 H=9.5 F(H) = 452,651
H=10 FIH) —523.599 H=10 FIH) - 523.599
H=0 F(H) =0 D [h-o FiH)=0

H= .5 F(H) = 0654498 H=.5 F(H)=74.6783
H=1 F(H) = 529599 H=1 F(H) = 141.895
H=15 F(H)=1.76715 H=15 | F(H)=202.044
H=2 F(H) = 4.18879 H=2 F(H) = 266.616
H=25 F(H)=8.18123 H=2.5 F(H) = 302.705
H-3 F(H) = 14.1372 H-3 F(H) = 344.004
H=35 FIH)=22.4493 H=35 | F(H)=379.805
H=4 F(H)=33.5103 H=4 F(H) = 410.501
H=4.5 F(H) =47.7129 H=4.5 F(H) = 436.485
H=5 FiH) =65 4498 H=5 F(H) = 458.149
H=5.5 F(H)=87.1137 H=55 F(H) = 475.886
H=6 F(H) = 113.097 H=6 F(H) = 490.088
H=6.5 F(H) = 143.793 H=6.5 F(H)=501.149
H=7 F(H)=179.594 H=7 F{H) = 509,462
H=7.5 F(H) - 220,893 H=75 | FH)=515.417
H=8 F(H) = 268.083 H=8 FIH)=519.41
H=8.5 F(H)=321.555 H=8.5 F(H)=521.882
H=9 F(H)=381.708 H=9 F(H) =523.075
H=9.5 F(H) = 448.92 H=95 | FiH)=528588
H=10 F(H)=523.599 H=10 F{H) = 523.599
H=0 F(HI=0 F [uso FIH)=0

H=:5 FiH) = 10.472 H=.5 F{H)=41.8879
H=1 F{H) = 20,9439 H=1 F{H)=83.7758
H=15 F(H)=31.4159 H=15 F(H) = 425.664
H=2 F(H) = 41,8879 H=2 F{H) = 167.552
H=25 F(H) - 52,3539 H=25 | F(H)=209.439
H=3 F(H)=62.8318 H=3 FiH) = 251.327
H=35 | F(H=73.3038 H-35 | F(H)=293215
H=4 F(H) = 88.7758 H=4 F{H) = 335.103
H=4.5 F(H) = 94.2477 H-45 | F(H)=376.991
H-5 F(H) = 104.72 H=5 F(H)=418.879
H=55 | F(H)=145.608 H=55 | F(H)=429.351
H=6 F(H) = 188.496 H=6 F(H) = 489 823
H-6.5 F{H) = 230,383 H=86.5 F(H) = 450.295
H=7 F(H)=272.271 H=7 F(H) = 460.767
H=7.5 F(H) = 314.159 H=75 F(H)=471.239
H=8 F(H) = 356.047 H=8 F(H)=481.711
H=8.5 F(H)= 397.935 H=8.5 F(H)=492.183
H=9 F(H) = 439,823 H=9 F(H) = 502,655
H=9.5 F(H)=481.711 H=9.5 FIH)=513.127
H=10 F(H) = 523.599 H=10 F(H)=523.539

52




ANNEXE V
Des réponses (H=10 dm)

@C'cst la sphére qui donne le volume : V= 50%‘- £ =523,6 L.

@Le cylindre (n° 1) : 50307'- =7wR’H d’ou R*= % ; R=¥

Volume du liquide : h —V(h)= 50_;%.

@)Le cone (@ 4) : 20T = LaRH do R'=50 R=5V2.

A
3
Volume du liquide : h =»V(h)= 3 7rr’h
avec r= ‘/—Eh ona: V(h)=i':rh3 ;

2, 6
Le cone (n° 5): on a encore R= 5v2.
Volume du liquide : h — V(h)= 503?17 = %W(lo—h)a (voir 3)

d’od  V(h)= % (h? - 30h*+ 300h)

@Le sablier (n°® 6) : Les deux parties ont le méme volume 25—?"‘—'- s
la méme hauteur
5 et le méme rayon 5V2 .
Volume du liquide :
si h<S: V()= 25%f - 2?‘” (5—h)*
si h>5: V(h)= 2539‘” + 2“ (h-5)°
En définitive, pour tout h : V(h)= ”—;)lf - Z?W (5—hy .
@Le double cyclindre (2) : 1’ =2r.
5—0397" =57r’'*+5war*=257wr* d'ou r’= %Q ; IT= —\g_ = —‘{}5

Volume du liquide :
si h<5: V(h)= ﬁglh

si h>5: V(h)= ‘“"JT +20—7r(h 5)= 1007 + 2‘3"’%.
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http:R=5...fi

@L’aurre double cylindre (3) : mémes rayons
si h<5: V(h)= ZOTTh

si h>5: V(h) &3'! +§9§’E(h—5)=wT“h-1001r.

La calotte sphérique : R=5
V(h) = %whzas —h)=57h?— %rh’ .

Qui va avec qui ?

S0 Tableaux
Récipient Courbe Formule Sonthr
Cylindre ()] n°® 4 (III) a faire...
Double &
cylindre @ n® 2 ) E
Double 4
cylindre G e gl E
Cone renversé 4) 11 i D &
Cone (5) n° 1 V) D
Sablier 6) n® 6 (VD B
Sphere @ n°® 3 (1) A
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A propos du nombre d’or
G. Mison et R. Gauthier

Nous avons essayé de rassembler des activités variées, a caractére géo-
métrique ou algébrique, se rapportant toutes au ‘‘nombre d’or’’.

Ces activités permettent :
— de calculer, avec ou sans machine
— d’organiser des calculs
— d’interpréter des résultats
— de revoir des notions géométriques et trigonométriques
— d’effectuer des dessins
— de mettre en ceuvre plusieurs notions du programme de seconde.

Le document complet (pages 56 a 64) a été distribué a chaque éleve
en cours d’année (février - mars) avec les consignes suivantes : un délai
de deux ou trois mois est laissé & chaque éléve pour la recherche et la rédac-
tion. Chaque éléve devra rendre individuellement un dossier-réponse ; ce
dossier pourra étre complété d’informations historiques éventuelles, de
documents supplémentaires sur le nombre d’or et ses utilisations.

Des heures sont prévues pour répondre aux questions qui peuvent se poser
(préciser une rédaction volontairement sommaire, apporter des complé-
ments d’information mathématique, etc.).

En fin d’année scolaire, les dossiers corrigés (partiellement) ont été
rendus aux €léves, accompagnés d’un corrigé complet photocopié. La
remise de ce document permettait de ne pas corriger en détail toutes les
fautes de calcul.

] Faut-il préciser que certains travaux rendus furent remarquables (le
mot n’est pas trop fort), alors que d’autres furent bien pauvres !

Dans leur grande majorité, les éléves ont effectué les calculs deman-
dés avec une grande conscience, sans voir toujours les liens entre certains
résultats.

Il est bien évident que la plupart de nos éléves n’ont pas senti I’unité
profonde de ce document, en dépit de nos mises au point.

Ce travail a été fait dans deux classes de seconde au lycée Ampére
et au lycée Récamier a Lyon.
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Nombre d’or

Activité 1
Avec une machine, si vous tapez 5 puis \ , vous obtenez une approxi-

mation de V5 : 2, 236 068 . ,
Le but de cette activité est autre : supposons que notre machine ne dis-

pose pas de touche \, et cherchons cependant des encadrements de ce
réel V5.

V5 est le réel positif dont le carréest 5. Or 4<5<9 dont 2<V5<3.
Prenez le milieu de I’intervalle [2;3] : c’est 2,5 .

(2,5)°=6,25 ;: 4<5<6,25 donc D<V5<2$.

Prenez alors le milieu de U'intervalle [2;2,5], soit 2,25 et poursuivez la recher-
che... jusqu’ou vous pourrez !

Disposez clairement vos calculs. Vous comprendrez vite pourquoi !

2 2,128 225 2,5 3

=

Activité 2
Voici une autre facon de retrouver des approximations de V5 .

Voici un programme de calcul. C’est vous qui choisissez A au départ.
Bien noter tous les résultats D et marquer sur un axe les points successifs
ayant pour abscisses ces nombres D trouvés.

Que faites-vous si la machine affiche deux fois de suite le méme résultat ?

Choisir A (A>0)

I

> Calculer : A+ 5
A

!

Recommencer en remplagant Diviser ce résultat par 2.
A par D On obtient D .

A<D l

T Noter D.

Recommencer avec un autre A au départ.
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Activité 3
O il est question d’une équation dans R, représentée de la facon suivante

par les mathématiciens de Mésopotamie :
“J’ai retranché le cHté de mon carré de la surface de ce carré : 17"

Il s’agit dans notre ‘‘langage’ de I’équation : X*—X=1 ou encore
X = 1+X (4]

1) Montrez que aucun entier naturel n’est solution de cette équation. Pour
cela, vérifiez d’abord pour 0 ; 1 et 2 ...
Ensuite, démontrez que si n>2, alors n*’>n+1.

2) On pose a=% . Vérifiez que ce réel o est solution de cette

équation (1). Démontrez ensuite que 'inverse de I'opposé de « est aussi
solution de cette équation. (On admettra que « est la SEULE solution
positive).

3) Donnez des valeurs décimales approchées de o et de é et observez bien
les décimales...

Comment I’expliquez-vous ?

Activité 4

Ou I’on reprend le réel o de activité 3 et ou I’on s’intéresse @ ses puissances
successives.

Si I’on se souvient que « est solution de 1’équation : X?=1+X , on
a immédiatement : o’*=1+w .
Cherchons o : c’est le produit a?x o donc
a'=(l+a)a=a+a*=1+2a.
Cherchons o : ¢’est le produit o®*xa donc
at=(1+2a)a=a+2a*=2+3c.

Continuez jusqu’a o1 et essayez d’imaginer une régle de ‘‘passage”’
de qn 4 o+l |
Intéressons-nous maintenant aux puissances d’exposants négatifs de .

On sait que 1
a-1l= 2 =a=1
o
De méme : _1 ! 1
o= B o B0 oyt sdewsl = cwela
o o

\

Continuez jusqu’a ce—10 et essayez d’imaginer une régle de ‘‘passage’’ de
q-n3qg-n-l,

Calculez : a-a-1 ; a2+a-2 ; a3—a—3 ; ad+a—4; ..
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Activité 5
Ou I’on retrouve o en géométrie, comme I’avaient déja fait les géométres
grecs, bien longtemps avant vous.

axe de symétrie

carré de coté 1 | OA=0B
A s X
1 : ]] /
! by L/
I |/ | /
I ‘ / (4
¢ |/
' i/ | /
! / oy ___\B
‘= s — e .
1 ] <l gt s ol i, G s e
Calculez x .
- —— — — = X —

A

|

I

1

I

I

|

Y
Activité 6

Déja Euclide avait découvert ces rectangles d’or.

On part d’un rectangle de petit c6té 1 et de grand ¢6té X. On suppo-
sera X compris entre 1 et 2. C’est le rectangle R1.

1
De R1, on enléve le carré ‘‘hachuré” : il reste alors un rectangle R2.

Quelles sont ses dimensions ?
longueur

soit le méme pour R1
largeur

Trouver X pour que le quotient
et pour R2,

Ry Ry

A partir de R2, on recommence : c’est-a-dire que I’on enléve de R2
le carré de c6té (X —1). On obtient un rectangle R3. Quel est, pour R3,
le quotient L/£?
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Et vous pouvez continuer...

Activité de dessin

Tracez avec précision un rectangle de dimensions 150mm x 243 mm.
Construisez, a ’intérieur, les rectangles R2, R3, R4... comme l’indique
le dessin et, dans chaque carré, tracez un quart de cercle comme il est indi-
qué : vous obtenez une spirale.

Les dimensions choisies au” départ ’ont-elles été au hasard ?

G

Activité 7
Cette activité était chére a Léonard de Pise, appelé encore Fibonacci
(XII¢ siecle - Italie).

Au départ, choisir deux nombres : A et B. Le troisiéme est la somme
des deux premiers : C=A+B.
Le suivant est la somme des deux qui le précédent : B+ C etc.

Vous obtenez ainsi une SUITE telle que chaque terme, & partir du
3e, est égal a la somme des deux termes précédents :

Ui=A ; Uy=B ; Us=U;+U; ... ; Uy=U,_5+U,_g ...
En choisissant A et B, écrivez les dix premiers termes de la suite.

On fabrique alors une autre suite a partir de cette suite de Fibonacci :
on divise chaque terme par celui qui le précéde, a partir du 2° :

U1 U2 -U3\ U4 U5
Vi= =2 Vg= =3 Vy= 4 Yy= 23
Uy U, Us Uy

Trouvez des valeurs décimales approchées des termes Vy, Vj, Vi...
jusqu’a Vo, avec 7 décimales.
Comparez ces nombres au réel o (activité 3).
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Placez sur un axe les points ayant pour abscisses ces réels ; examinez la
différence entre deux termes consécutifs et prévoyez la position de Vg,
Vi1... Calculez alors Vg et Vyp .

Recommencez avec, au départ, deux autres réels A et B.

Activité 8
Ou des intersections de courbes permettent de retrouver (... encore !) le
réel o.

Df:x—x? g:x—1+x.

Pour x prenant des valeurs dans 'intervalle [ —3; + 3], tracer avec
soin point par point une représentation graphique de f (c’est la parabole
d’équation y =x?) puis sur le méme dessin celle de g (c’est la droite d’équa-
tion y=1+x).

Ces deux courbes se coupent en deux points : I'un d’abscisse positive,
c’est A. Comparez (1) et g(1), puis f(2) et g(2) : en déduire un encadre-
ment de I’abscisse du point A. Affinez cet encadrement.

Démontrez que ’abscisse de A est le réel o (n® 3). Encadrez 1’abs-
cisse de ’autre point B ; quel est ce réel ?

2) Reprendre les activités du 1) avec les deux fonctions suivantes :

1

F:x—>1+—}-{— G xox

Activité 9
Du dessin géométrique : décagones et pentagones réguliers.

E

A\
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Voici un programme de dessin :
— tracer un cercle de centre O (R=1) ;
— tracer un diamétre AB ; H est le milieu de [AO] ;
— OM est un rayon perpendiculaire 4 AB ;
— le cercle de centre H et de rayon HM coupe OB en L.

Démontrer que AL=a et que OLzé.

— tracer un autre cercle de méme rayon et a partir d’un point E de ce cercle,
porter des cordes successives de longueur OL=1/« ;

— au bout de 10 tracés, on retombe sur le point E. On construit ainsi
un décagone régulier convexe ;

— construire aussi un décagone étoilé ;

— construire ensuite un pentagone régulier convexe puis un pentagone
régulier étoilé.

Vous apprendrez peut-étre que, pour les pentagones, le quotient :
% = (coté du P. étoilé) / (coté du P. convexe) = « .

Activité 10
Un triangle d’or... ott I'on a besoin de trigonométrie.

Reprenons le décagone régulier de I’activité (9). [MN] est un coté de
ce décagone : nous allons nous intéresser au triangle OMN appelé triangle
d’or, car OM/MN =« : démontrez-le !

— Quels sont les angles de ce triangle ?
— Tracez la hauteur [OH] : calculez OH en fonction de .
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— Quels sont les angles et les c6tés du triangle OHM ?

— En déduire, en fonction de «, sin 18°, cos 18°, cos 72°, sin 72°.

— Calculez en fonction de ¢ les autres hauteurs de OMN, ainsi que I’aire de
ce triangle.

Et Ion refait encore du dessin !
— Dessinez un autre triangle d’or assez grand : prendre par exemple
OM =20cm et attention aux angles.

— Tracez la bissectrice de OMN : elle coupe (ON)en P. Montrez que
MNP est encore un triangle d’or et que OP =PM. Calculez alors PN
en fonction de a.

— Tracez la bissectrice de MPN qui coupe(MN)en Q. Que dire du triangle
PQN ? Démontrez que QP = QM.
Calculez QN en fonction de . P
— ... et vous pouvez continuer avec la bissectrice de PQN...
— Mettre en évidence des droites paralléles.
Et en admettant que cos 36°=1-—2 (sin 18°)?, calculez cos 36° en
fonction de «¢ .
Activité 11
Avec des fractions... continues.

Simplifiez :

Bt 3 24
2

Attention au passage d’une fraction a la suivante ; écrivez ce qu1 vien-
drait aprés : le cinquiéme terme de cette SUITE.
Donnez des valeurs approchées décimales de chaque fraction.

Comparez 4 V5 .

Faites “‘“fonctionner” ’organigramme ci-dessous (voir activité (2)).
Quel est le lien avec ce qui précéde ?

Choisir A (A>0)
t ’ *
1
Calculez : 2+
Recommencez en e 2+A
On obtient D.
remplacant A par D
A<D !
Notez D

L ;
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Activité 12

Simplifiez :
1+l;1+ ! ;1+——1—;1+ 1
1+Ll figp ot 7=
& Lk 14 =L
2 1+L1
2
Attention au passage d’une fraction a la suivante ; écrivez ce qui vien-
drait apres !

Donnez des valeurs décimales approchées.

Faites fonctionner 1’organigramme ci-dessous.
Quel est le lien avec ce qui précede ?
Comparez a « .

Choisir A (A>0)
> Y
T Calculez : 1+ i
ﬁiﬁ;ﬁgﬁ?ﬁ ;:r D On obtient D.
A<D I
Notez D

t }

Activité 13
Ou ’on retrouve encore une activité chére a Euclide.

~ ™~
_/b"“ sl N
W N P
B —— — -~
c

[MP] est un segment de longueur ¢, N est un point de ce segment.
aetb sont les longueurs respectives NP et NM. On suppose bien siir que
a#0 et b#0.

— Ecrire tous les quotients X/Y (avec X#Y) X et Y étant pris dans

{a;b;c] .
Vous trouverez six quotients.
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— En associant ces quotients deux & deux, écrire toutes les égalités
distinctes qui se présentent (il y en a 15, on peut faire un tableau).

— Remplacer chacune des 15 égalités par une relation simple entre
a, betec.
On rencontrera des cas particuliers : lesquels ?
des impossibilités : lesquelles ?
On montrera en particulier que I’égalité c*=a.b est impossible.

— En éliminant les cas particuliers et les impossibilités, il reste DEUX
relations : lesquelles ?

— Enposant a=1 et c=1+b , remplacer chacune de ces deux égalités
par une relation ne contenant que b .
On vérifiera que le nombre « est solution de I’une des équations obte-
nues et que 1/ est solution de I’autre.

La solution & trouvée correspond a la situation :
grand segment __  segment moyen

B segment moyen petit segment

C’est ce que I’on appelle la “SECTION DOREE”’, Cette étude a déja
été faite par Euclide (Livre VI) :

“Une droite est dite coupée en extréme et moyenne raison lorsque
la droite entiere est au plus grand segment comme le plus grand est
au plus petit™...

On notera que, dans ce texte, ‘‘droite’’ est pris au sens de ‘‘segment
de droite”.

-~ N
/ grand 5
, Y
! \
S /'\\ s
-
moyen petit

L’escargot d’or

Les activités suivantes permettent :

e en classe de seconde : — d’effectuer des dessins
— de faire du calcul algébrique
— de la géométrie

° en classe de premiére : — d’étudier des suites

¢ en terminale : — d’utiliser les nombres complexes
— les similitudes.
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ABCD étant un rectangle (BC > AB, BC#2AB), si on découpe le carré
hachuré on obtient un nouveau rectan-
gle. On voudrait que le rapport des
c6tés du premier rectangle soit égal au
rapport des cdtés du second rectangle. \
En désignant par x la mesure de AB " \
et y celle de BC, déterminer le rapport \\

% correspondant au probléme.

y

Etude de quelques suites

" Etant donné un rectangle R, on désigne par L, ¥, et d, les mesures
respectives de sa longueur, sa largeur et sa diagonale.
Pour Ry, on prend g _ | ¢ donc Ly=a= 1+2\5 -

Exprimer Ly, et d, en fonction de £, , puis L, en fonction de Ly,
£, .1 en fonction de £, et d, ;| en fonction de d,.

Etudier les suites (L), (&) et (dy).

On souhaite, désormais, déterminer la position des carrés successifs
obtenus. Pour cela, on décide que si on a tracé une diagonale A, du carré
C,, alors le carré C, . | est construit de sorte que 1’une de ses diagonales,
Ap 41 ait une extrémité commune avec A, 4 1 et soit perpendiculaire 4 A,

Faites la construction correspondante.
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Essayons de préciser ““I’enroulement’’ de la courbe AM{M;M3... ou
encore le probléme de “‘limite de My"’.

Choisissons un repére orthonormé direct (A,U,V) avec V=AB et
= ==
u=—AD.

o
Exprimer M, ;Mp., en fonction de MM, puis en fonction de

M, _ M, . Puis les vecteurs M, My 2 et Mp_ M.

En désignant par z, ’affixe de M, montrer que :
i
Zn+2—Zp+1 = — o (Zn+1—20)
En posant u,=2z,,1—2,, exprimer z, en fonction de upg=1+i.

Soit @ le point d’affixe w= —20_ , étudier [|OM,]| et sa limite.
1+
a

Conséquence pour la “‘suite de points” M, ?
Proposez une construction géométrique simple de & .

Le rectangle de I'imprimeur

En imprimerie, on utilise des ‘‘formats’’ normalisés représentés par
des rectangles Ry, Ry,... R, qui obéissent aux régles suivantes :

le quotient longnens est le méme pour tous les rectangles.
largeur
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On obtient le rectangle R, . | en partageant un rectangle R, en deux sui-
vant la médiatrice des grands cotés.

A

:
1
B - C

i
|
|
|
|
i
i

Si a, et b, désignent respectivement la longueur et la larguer de

R,,ona:

B _ 3+l et gy q=b, ; by =La

bn bn+1 n+ 1 n n+1 2 n
d’on : I =43,

n

On notera que si ’on prend pour Ry un rectangle de 1 m? d’aire (format
Ap), on trouve pour R4 les dimensions 29,7 X 21 en centimétres (format
Ay).

Etude de suites

Etant donné un rectangle R, on désigne par L, £, et d,, les mesures
respectives de sa longueur, sa largeur et sa diagonale. Pour Ry on prend
L; =V2. Etudier les suites (Ly), (£,), (dp) ainsi que la suite (Ay) des aires
des rectangles.

Etude de la ligne polygonale AM{M;...

Comme pour /’escargot d’or convenons, a partir du rectangle R,,, de
placer, a I'intérieur, les rectangles suivants R 4 1, Ry 42 comme I'indique
la figure : les diagonales successives AM, M{M;, M;Mj... ont une extré-
mité commune et intéressons-nous a la ligne polygonale AM;M;Mj...

* Etudier les directions de AM; et M;M; ; de MM, ; et My + 1Mn 2.
e Exprimer M, .M, 2 en fonction de M M., en déduire en dési-
gnant par z, [l'affixe de M, que:

Zns2=Znsy (1= —=—)+ —
n+2 n+1 \/E ﬁ
7

Zy s
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e Etudier alors la suite u : ug=2z;—2p, Uy=2,4+1—Zp - En déduire que
la “‘suite de points M,’* admet un point limite de coordonnées

(—2\35 ;%—) dont on précisera la position par rapport a [BD] et au cercle de
diameétre [AM;].

.. M,

Annexe 1 : L’escargot d’or
Quelques résultats obtenus en Terminale

A. Etude des suites
Rectangle R, =1 Li=a di=vi+a?
Rectangle Rp,; Lpi1=6= % Lp

br1=Lo—b=h@-D="1f
dpr1=-1 dy

Les suites (L), (f,) et (d,) sont des suites géométriques de méme
1

raison —(11—, ou i <1 donc ces suites sont convergentes avec pour limite
z€éro.
B. Utilisation des nombres complexes (cf. figure)

M1M2=é AM; et plus généralement M, , M, 2= %MDMHH

1

et Mn+1Mn+2=EMn-an

AM; est perpendiculaire & M{M,, elle-méme perpendiculaire 2 MyM;
donc les droites AM; et M,M3 sont paralléles. Plus généralement, les
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, on a donc :

droites M, + 1My 4+ 2 et My _ 1M, sont paralléles. Compte tenu du dessin
et des conventions faites

Mp 4+ 1Mp 42 = —é M, M

Le vecteur My, {M;, est 'image de Mn_ 1M, par Phomothétie vec-
torielle de rapport (— 1/a?). Si I’on désigne par z, 1’affixe complexe du
point My, on a donc :

In42—Zn41 T 'é (Zn—2zn-1) -
Or : - (AM,MM,) = —7/2 [27] .
De méme : MMy 4+ oMy (Mpy2) = —7/2 [27r]
Le vecteur M, 1Mn+2 est I’image de M Mn+1 par la smuhtude
vectorielle de “‘rapport” (angle de mesure — &
D’ou :

et rapport _)
(1

= i (Zhe1—%
Zni2=Zn+l = — @n+1~20)

Considérons la suite (Up) telle que Up=z, .,
La relation (1) devient : Uy, = — éUn @) .

C’est une suite géométrique de nombres complexes, de premier terme
Up=2z1—79= = i

zp=21, Up=1+1i (c’est I'affixe du point M;)
La raison en est —

o
La somme vectorielle :

AMp=AM;+MM;+...+M M
conduit & 1’égalité :

z,=Up+U;+...4+U, 4

1-(-1)" Uo(-L)°

doun: z;=Ug L = L/ - 2
1+-L 1+-L 1+-L
x (04 [

Uo( =

@) z,-—Yo_ = o

1+4+-L 1+-L

04 o

Si I’on désigne par  le point image du complexe —UO— , Iégalité (3)

1+ =
donne avec les modules :

69



V. L =1 i|n
) = [PV )| vl {a
I 1+-1L [
(07 (84
Examinons alors la suite réelle (W,) avec
i|n
el v
I+ &l
o
C’est une suite géométrique réelle de raison : q= il o1 .
o «

Or % <1 . Donc cette suite (W) converge vers zéro.
Ainsi lim W, = lim (@Mp) =
+ oo + oo

On a ainsi démontré que la “‘suite de points’® M, a un ““point limite*” :
le point @, dont il reste a calculer les coordonnées.

Ug' - a(l+i) _ a(a+l) +i a(a—1)
1+ T;z" a+i a*+1 e+ 1

ou encore : zg= 2a+1 3 1 _ 5+13\/§ +i5;(;/§

a+2 a+2
L’escargot d’or se “‘referme’ sur ce point Q (5 4"13‘/5, 3 1‘;/_“)

L’affixe de Q est : 9=

Et ce point-limite est facile a construire...
La diagonale(BD)a pour équation : %+y=1 n

M C
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Remplagons (x,y) par les coordonnées de Q :
e+l s ef—a . g

ar+1 ar+1
Ce qui montre que Q est un point de(BD) Quant au cercle de diamétre
[AM;], il a pour équation : x*+y*—x—y=0.
Le lecteur vérifiera sans peine que { est un point de ce cercle... D’ol
la construction géométrique simple de Q.

Encore des similitudes

Il existe une similitude directe unique o qui a (A M;) associe
(M Mp).

B M,

M2
A iMa
o |AGO = M(L:D)

M;(1;1) = Ma(o;2 - )
Elle est de rapport ﬂclf et d’angle de mesure (— %). ‘
La fonction F associée dans Cest dutype: F:z—oz'= — éz+b :
Or, l'origine a pour image M; d’a.ffixe 1+i, donc :
| z' = —_é-z+(1+i).
Le centre de ¢ vérifie : z+ %z==l+i dou z= (%l%ii) ;

On retrouve 1’affixe de notre point Q ci-dessus.
Q est donc le centre de notre similitude o.

Ona: 0A)=M; ; oM;)=M,. Vérifions que o(M;)=Mj .

Coordonnées de M3 : Xy=0—y3=0—2—-0)=20—2
y3=0
F(zp) = —% (+i2-a)+1+i=20—3=2;,

71



donc : oMjy) = Mj.

De méme, on démontre que, si M, ,1=0(M,), alors
M 2=0Mp41) - )

En effet, My, 1=0M,) signifie: z,,;=— ézn+ 1+i

Or, d’aprés (1) : In+2=Zn+1— Blyzrw] * ézn

D’oti I'on déduit : Znpa=— éznﬂ +1+i

Cette similitude o de centre Q transforme My en My , 1, quel que soit

k . Nous sommes donc capables de calculer les coordonnées d’un point

M, .+ 1 quelconque en fonction de celles de M, : il suffit d’utiliser la forme
analytique de o

1

Xn+1 = EYn"'l
O | 1
Yn+1 = Exn"f'

Et enfin, de la ‘‘vraie’’ géométrie... (voir figure)

® La similitude ¢ a un angle de mesure (—7w/2) :

0(A)=M; et o(M;)=M, .
Le centre 2 est donc commun aux cercles de diamétres [AM;] et [M;M,].
De méme tout cercle de diamétre [M,M,, , (] passe par ce point .

e La similitude composée 0o0 est une similitude directe de centre Q et
d’angle de mesure T : 0o0(A)=M,; , donc la droite AM, passe par . Il
en est de méme de la droite M{M3, de la droite M;My... et de toute droite
MpMp, 4 2.

En fait, M, est perpendiculaire & OM,... Tous les points M,, se répar-
tissent sur les deux segments : [AM3] pour les indices pairs et [M{M3] pour
les indices impairs.

o(B)=C et 0(C)=D. ‘

Donc QC est perpendiculaire a OB et QD, ce qui confirme que Q est sur
la droite BD. Mais rien n’est jamais fini... on remarquera encore que

MB_ 1 _y o 9B_y gon MB_UB
MC 1-« Qc M;C QC
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QM est donc la bissectrice de BQC .

B C
\
\
\
\
\
\
\M
F \ ——/’__ M2
M
e \
g \
s \
=
E M3 D

Annexe 2 : Le rectangle de I'imprimeur
Quelques résultats obtenus en Terminale

A. Etude des suites

Rectangle R : h=1 Li=+2 d;=V3
Rectangle R : £= ‘/?Efn_l Ly = %EI.H_I = ‘/?zdn_l
Les suites (£,), (Ly) et (d,) sont des suites géométriques de méme
raison ~2‘.
2
Aire des rectangles : A;=V2 An=% o

tan o= g , tan B=v2 donc AM; est perpendiculaire 8 M;M,...
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B. Utilisation des nombres complexes

Prenons comme repére (A,U,V) avec V=AB et u= \/LEAD
MM, = \/iEAMl et MnHMmm‘/lEMan
‘—/- B Ml
M.
A if D
Par ailleurs : (AM|,M;M,) = —% [27]
De méme MMy 4 ;M4 (M4 5) = —% [27] .

Le vecteur Mp,;M;.> est 'image de MnMn+l par la similitude
vectorielle de “‘rapport”’ (complexe) : ‘[—_ , d’ou :
\/_

1) In+2—Zn4] = (Zn+1—2p) .

ce qui équivaut & :  zZp,o=2z,, (1- )

V2 \/_

La suite U telle que U,=1z,,;—z, est donc une suite géométrique
complexes de premier terme

Up =21—-2 = ‘[72_ +i et de raison (_Vif) .

Une étude analogue a celle qui a été détaillée pour I’escargot d’or
conduit a la détermination du “‘point limite’” de la suite de points M. On

trouvera le point K de coordonnées (== Ni ;
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On notera que ce point K est sur la diagonale [BD] et que
BK = %BD :
K est également sur le cercle de diamétre [AM,], comme pour le point
limite Q, trouvé dans 1’escargot d’or.

En reprenant une méthode analogue a celle de I’escargot, on mon-
trera que M, ;  est 'image de M,, par la similitude directe de centre K, de

rapport \/Lf et d’angle de mesure (— %) associée a la fonction :
B
7/
/
’
'f
o
/
/
/
4
/
/
/
p
1/ 5 P
1/ \\\ 4
A D
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V2 +2i
z— -1z +
V2 2

De méme, My, est 'image de M;, par ’homothétie de centre K et de

1
apport — —
rapp 2

Les points M,, se répartissent sur les deux droites perpendiculaires
AM; et M M;.

En conclusion -

Visiblement, ces deux situations ne sont que des cas particuhers d’un
probléme plus général. .

Bea————— I PSSy =
) =
| i \
et A
] == b
Al 1/)\.

Partant d’un rectangle R; de largeur 1 et de longueur A, il s’agit de-
“‘découper’’ dans R; un rectangle R, tel que

Ly =\
)
et ainsi de suite pour Rj, & partir de R, etc.
Pour le rectangle d’or : A= —1"'2—\5 et %=)\—1 (il reste un carré).

Pour le rectangle de I'imprimeur : A= V2 et l— A (on découpe avec

la médiatrice). A chaque A est associé un pomt hmlte” situé sur BD...
Ce point limite L est le barycentre de B et D, de coefficients respectifs 1
et A?, dans les deux situations étudiées.

Mais est-ce un résultat général ?
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Domaine d’attraction pour

la méthode de Newton
P.L. Hennequin

Introduction

Pendant longtemps, la méthode de Newton-Raphson (ou de la
tangente) a été présentée classiquement dans les cours de mathématiques
générales (cf. par exemple [1] ou [2]) comme une méthode locale de calcul
d’une racine d’une équation F(x)=0 pour F dérivable. Cette méthode
permet en effet, comme nous le rappelons ci-dessous, d’obtenir 4 partir
d’une ““bonne” approximation X, de la racine cherchée une “‘trés bonne”’

approximation
xy=xp— FOD
F'(xp)

L’apparition des ordinateurs, puis la généralisation de I’emploi des
calculettes ont conduit naturellement a iférer la méthode, c’est-a-dire 4 cons-
truire la suite définie par :

(xy)

X =X — —ns

n+1 n F ’ (xn)
et & étudier sa convergence en fonction de la valeur initiale x;, et ceci pour
tout x, dans R. Il est clair que si la suite [x_ ] converge vers une limite

fet si F/F’ est continue en f, f=f— If'(f) d’ott F()=0 et £ est racine.

Inversement & toute racine ¢, nous pouvons associer son domaine d’attrac-
tion ) (), c’est-a-dire I’ensemble des xg tels que {x,] converge vers or.

Une étude générale dépasse largement le niveau de la classe de
Premiére, mais par contre on peut y traiter en détail un exemple particu-
lier, qui donne pratiquement 1’idée de la situation pour toute équation algé-
brique : il s’agit de I’équation algébrique du 3¢ degré, la plus simple :
x3—x=0, qui posséde trois racines réelles 0, 1 et — 1, dont nous allons
déterminer les domaines d’attraction.

Cette étude a sa place en classe de Premiére car elle associe naturelle-
ment travail sur les fonctions et travail sur les suites, car elle repose sur
Pinterprétation géométrique de la dérivée, sur I’étude locale des fonctions,
car enfin elle conduit a des constructions graphiques et a des calculs itéra-
tifs simples a programmer.

11 se trouve que la question a fait ’objet de travaux récents (cf [3]
qui contient une abondante bibliographie) eux-mémes entrainés par le
renouveau de 1’étude de l’itération des polynOmes, en liaison avec les
“‘attracteurs étranges’’ et ‘‘les fractals’’ (cf [4] et [5]).
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1. La méthode de Newton-Raphson

Elle a été introduite autour de 1680, sous une forme analytique par
Newton (1643-1727) et sous une forme géométrique par Raphson
(1648-1715) et est utilisée dés 1685 par Wallis dans son ‘““Algébra’’.

Présentation analytique (Newton)

Soit a calculer une racine o d’une équation F(x)=0 ; supposons
connue une ‘‘valeur approchée’’ x, de «. Si F est dérivable en x,, on
peut écrire :

F(xy+h) = F(xg)+hF’(xy) + he(h) avec lim ¢(h)=0.
h—0

Nous cherchons la racine o sous la forme a=x,+h ; on a donc
= F(a) = F(xy+h) = F(xp) +hF’(xy) +he(h) .
D’ou, si I’on néglige le dernier terme, et si ’on suppose F'(xy)#0 ,

ha - T

F'(xg)
ce qui conduit & la nouvelle valeur approchée de « :
B )
F'(xg)

Présentation géométrique (Raphson)

Soit (C) la courbe représentative de la fonction F. Il s’agit de déter-
miner I’abscisse du point A d’intersection de (C) et de I’axe des abscisses.
Soit M, le point de (C), suppose voisin de A d’abscisse x;. Au voisinage
de M, (donc de A), (C) est voisin de sa tangente MyT qui coupe I’axe
des abscisses en m; d’abscisse

By - Ry L F(xg)
! F'(xp) ’

si MyT n’est pas paralléle 4 ’axe, c’est-a-dire si F’(xp)#0 .

Etude de ’erreur
On a xl—-a = xo—-F_’(}EQ_—(XO-{-h) - h?(h)
F'(xp) F'(xq)
et on ne peut guére avancer dans le cas général sans outils supplémentaires
(dérivée seconde, accroissements finis, développements limités) qui sortent
du programme de Premiére sinon des lycées. Par contre on peut achever
I’étude sur un cas particulier, par exemple sur Fx)=x3-x=x(x2-1),
ce que nous allons faire en explicitant tous les calculs.
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2. Etude de la méthode de Newton appliquée a I’équation
x(x2-1)=0

3
Ona Fx)=x(2-1) d’oit F/®)=3x2-1 et x— L&) - _2
F'(x) 3x*-1
qui est bien définie sauf pour
1 1
x= = ¢ x=-— =.
V3 V3

Quelques activités
Etudier F, construire son graphe (figure 1), quelques tangentes ; étu-
dier graphiquement I’algorithme Xo~X; pour divers valeurs de X ; I’étu-
dier a la calculette ; calculer les premiers termes de la suite
2x3
3x2-1
Apres ce premier débroussaillage, nous sommes conduits 4 distinguer
plusieurs cas (de complexité croissante).

Xoyp = pour différents x; .

1° - xp>1 (le cas xy< —1 se traite de méme par symeétrie)

2x3

32

;ona
x4—1

Soit y=

28-3x2+1 _ (&=DA2x+1)
3x2-1 3x2-1

y-1 =

On en déduit :

a) xod, =yl
y-1 _ x=DEx+1) o x=D@x+1) _ 2x+1 _ 2
x—1 =

3x2—1 3x2—1)  3&x+1) 3

b) x>1 =

d’oun y—l.s%(x—l).
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Sigure 1
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On en déduit 5\ n
0<x, ~ 1< (?) (xp—1)

d’ott lim (x,—1) =0:
n—>oo
x, tend vers 1 en décroissant.
Le domaine d’attraction D (1) de la racine 1 contient la demi-droite

[1,+ oo[ mais on peut préciser : toujours pour x>1, on a la majoration :

y=1 . 2®+l o x4l . 3
x-12 3x2-1  3x-1 2 °
Dot e | & % (x—1)2.

Cette majoration est meilleure que la précédente si :

x—1 < %_, donc pour lsxsg :

Par exemple pour 0 10~ 3, elle donne :

< Xo_l <
0 & #p-1 & _;_.10-'5,

27 1n-12
=, .10 5
8

La méthode de Newton permet de déduire une trés bonne approxi-
mation d’une bonne, une excellente d’une trés bonne.

N

Xz_].

/A

puis 0

2° - x, “voisin’’ de 0

3 . ; i ;
Revenons a8 y= > 22" : mais cette fois pour x ““voisin’’ de 0, ce qui
%2

va 8tre précisé.
Si 3x2-1<0, cest-a-dire si |x| < L =0,577350269..., v et x

; ; V3
sont de signe contraire et on a :
2
[ l] = 2 _ <1 sietseulementsi x| < -L =0,4472135955...
X 1-3x? V5

s 1
Choisissons x, tel que < — alors
0 %o i

. Xppql < Ixp] < o <%yl < %ol
e

Xpsql = ZX‘E 7 ZX% 1.
x| 1-3x2 1-3x3
2
Si I’on pose 1_2’;!13 =A<1, onen déduit [x | <A x,, donc
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|x,|—0 : {x,} tend vers 0, [x,,] et {X,,,, tendent vers O de fagon
monotone mais pas [x_} .

Pour |xy| < % ona:
_ 20xg|3 3
ml = 2 <5 g

ainsi pour {xol 0,1 [x;] <5.1073 puis |[x,| <625.1077 et
[x4] £1,22.10™
Par contre pour |x0| =1 X;=—X, Puis X, =X, et Xy . ;=~—Xq,
la suite {x_} diverge.

Géométriquement (cf figure 2), soit b le point de I’axe des abscisses,
B le point de (C), d’abscisse \/ig; —b et —B leurs symétriques par rapport
a 0. La tangente en (C) en — B est (— Bb), la tangente en B(B —b). Partant
de b, on obtient —b puis b, —b, ... indéfiniment. Par contre, quel que

soit le point de départ x, dans l'intervalle ouvert ] —b,b[, la méthode
converge (et méme trés rapidement) vers 0. Le domajne d’attraction D (0)

= 5l

de la racine 0 contient ’intervalle ouvert ]-—

3° - xy voisin de 1 mais inférieur a 1 (et cas symétriqgue)

— 12
On a toujours y—1= (x=1)"2x+1)

3x2-1

donc y>1 si 3x2>1, c’est-a-dire si x> . 1 (ce que montre aussi la

V3

construction de la tangente en M, d’abscisse x, (cf figure 1)).
Mais alors, par le 1° ci-dessus, lim xn=1 ; le domaine d’attraction

n—*ce
D (1) contient donc la demi-droite ouverte ] B ,+ o[
Si par contre x= \/1—-?, F'(x)=0 et y n’est pas défini : la tangente

en A est paralléle 4 ’axe des x : la méthode ‘“diverge’’ (on ne peut pas
4 proprement parler dire que la suite {x;] diverge puisqu’elle n’est méme
pas définie).

1

Il reste a étudier le cas ol — <x,< — (et le cas symétrique).
R
1 1 g
4° - Le cas — <x,< —— =a (et cas symétrigue)
Vi V3
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Une étude graphique requiert une plus grande échelle (figure 2) et
beaucoup de soin.

Sil’on part juste a gauche de A, d’abscisse a , la tangente coupe I’axe
des x en un point d’abscisse négative. De fagon précise, ce point a une
abscisse strictement inférieure & —a pour c<x,<a ol c est’abscisse
du point C de contact de la tangente a (C) issue du point de I’axe
d’abscisse —a . Il résulte alors de I’étude faite en 1° et 3° ci-dessus que

lim x,=-1.
X—oo

Ainsi le domaine d’attraction D (—1) de la racine — 1 contient ’inter-
valle ouvert ]c,a[ et, par symétrie, D (1) contient l'intervalle ouvert
]=8,—gl9.

Par contre, si xy=—c alors x;=a X, n’est pas défini,
Xg=c alors x;=-a l’algorithme diverge.
Ceci nous méne a construire les points CO, Cis . C, d’abscisse cy,
c, etleurs symétriques —C,, —C,, ... absc1sse _Co--- c, » tels

que la tangente a C, en (C) coupe I'axe des a%scnsses en un point d’abscisse
“Cat1
Pour étudier analytiquement la suite {c_] qui est telle que :

26341 1
—c, = 8L avec cy=a=
! 3 Cn-l-l s ﬁ
étudions I’équation : 2x3+3mx2-m = 0

en fonction du paramétre m .

e
‘ \
-C -tr A 0 Xy (] a.
-0 '2'_\. &
i
figure 2 J

BC—~—

A

(*) Remarquons que si x,=0,5, x,=—1 puis x,=—1 pour n>1:lasuite {x ] atteintsa

limite, —1 dés que n=1".
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Soit y=2x3+3mx?-m, y’'=6x(x+m) s’annule pour x=0 et
pour x=—-m. y(0)=—m et y(—m)=m(m?—1) sont de méme signe
pour m?<1 ou |m|<1. On en déduit que I’équation

2x3+3mx2-m=0
posséde alors une racine unique.

Pour calculer cette racine, suivons Cardan (1501-1576) et posons

x= 1

u+v
alors —m(u+v)3+3mu+v)+2=0
ou —m@3+v3) +2+43m@u+v)(l —uv)=0

qui sera satisfaite si I’on a a la fois :
m(u? +v3)—-2=0
uv—1=0

ou wivd=2
m

et

et uivi=1

u? et v3 sont alors les racines de I’équation du second degré
x2-2X 11=9,
m

Le discriminant réduit —1—2 —1 de cette équation est >0 pour |m|<1.
m
On calcule alors successivement :
1
A = — -1
m2
X, =LA
m
e
X, = A
u =ﬁl y V= ?/5(2 5
—
u+v
Ce calcul se programme facilement sur une calculette ou un micro-
ordinateur. A partir de la valeur Cp=a= \ILE’ on obtient successivement :
o = 0,577350269 cg = 0,447215829
(o = 0,465600621 c; = 0,447213978
Cy = 0,450201478 cg = 0,447213659
C3 = 0,447709506 cg = 0,447213606
Cy = 0,447296190 cig = 0,447213597
Cs = 0,447227360 ¢y = 0,447213596
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La suite [c,} semble bien converger vers L

Vs

Pour le démontrer, remarquons d’abord que \% est racine de I’équation :

3x2

23+3% 1 9,
Vs V5
1 1
Posons X= —+4€ e m= —+79,
V5 BT

alors ’équation 2x3+3mx2—m=0 s’écrit :
2
263+ 26 1 12 43624 86 _ 2y _ g,

V5 5 vs 5
3
Comme m = 2% 5
1-3x
201 _ w2 ’ w
m’ = 6—"1(1—3%)— est strictement positive
—-3x
1 1 ; .
pour — — <x< — , donc m strictement croissante,
V3 V3

X <Xy = mx)<m(x) et x,<x; = m(x;)>m(x,)

donc m(x;)<m(x,) = Xx;<X, et x est une fonction strictement crois-
sante de m . Il en résulte que € est une fonction strictement croissante
den.Donc >0 = €>0.

On a alors
12¢ _ 126 9€2 53,02 _ 6E _a.2y. 27
< + +20<(E - = -3e9)<
5 5 5 U= )= %
donc 0<e< —'g~
1 1 1 1 1
donc c - < (o= =) € =(ch— —
n+1 \/g 6 (n \E) \Gn(o \FS)
: 1 € .1
donc lim c¢,= — . De plus —— quand n—0 (ou &0
n—co a \/§ ¥ n_’6 ¢ ( )

n+1
donc lim —J— = 3
n—eo % Y 6
b5
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-1 (o} 4
€000-0-00-0-0ss| NENEED . . e )
¢, € 0,5 0ss  Ce
100000000 IEEER + — e S U]
C, Gy Ouus- 0,450 Co.
R ; S PR R R T
QL0 |G, S5 OlkFes Cy
aje-oto-bo-oes NN i bim S o i e
Wiy |[Sg C3 04,3215 Ce
L=oyyP21359¢
\s Sigure 3
Conclusion

Résumons les résultats de notre étude.

D (0) est le plus simple : c’est 'intervalle ouvert ]— 1 . 1 ;
R

D(1) est composé de la demi-droite ouverte | 1 ,+ o[ et dela réunion

V3
des intervalles ouverts ] —cy,, = ¢y, [ et oo _1,6500 5

D(—1) est symétrique de D (1) par rapport a 0.
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L’ensemble des nombres de départ pour lesquels I’algorithme de
Newton ne converge pas est formé des ¢, etdes —c, ainsi que des deux

nombres 1 et — —1—. Notons que tout voisinage de 'un de ces deux

Vs V5
nombres contient des points des trois domaines 9) (0), O (1), D (—1).
Une derniére activité pourra consister a appliquer I’algorithme a des

nombres trés voisins de \/i§

Pour représenter les ensembles 1) (0), D (1) et D (—1), le mieux est
d’utiliser trois couleurs. Ici (figure 3) nous avons représenté D (1) par de
gros traits noirs, O (—1) par des traits fins et D (0) par des pointillés.

Une telle représentation n’est pas lisible au voisinage des deux points
— — et — . Pour y voir plus clair, il faut agrandir I’échelle et compte tenu

i
du fait que :

k]

_
Gl

1
6

n—oco
il est éclairant d’utiliser des agrandissements successifs de rapport 36 et de
placer 1 au méme point de chaque graphique.
Vs
On voit alors que les 4 premiers grossissements ont pratiquement la

méme allure et il en serait ainsi indéfiniment, ce qui met en évidence le
caractére ‘‘Factal’’ des ensembles D (1) et D (—1).

L’application répétée de I’algorithme de Newton & une équation algé-
brique conduit donc 4 une des racines (en nombre fini) pour presque tout
nombre de départ.

On pourra étudier d’autres cas, par exemple : sin x=0 (il y a une
infinité de domaines d’attraction imbriqués les uns dans les autres) ou
I’équation F(x)=0 par laquelle F est ainsi définie :

F(x)=vx(2—x) pour 0<x<2 (graphique = un demi-cercle)

F est impaire

F est périodique de période 4.

Les racines de I’équation sont les nombres 2n, n€Z mais, en cha-
cun de ces points, F’(x)= + o . On peut convenir que si I’on part de ’'un
de ces points, I’algorithme de Newton conduit 2 y rester, mais dés qu’on

part d’un point voisin on s’en éloigne (car co%i —1>1—cos 6) de sorte

que cette fois ¢’est I’ensemble des points d’attraction d’une racine qui est
dénombrable : pour presque toute valeur de départ, I’algorithme diverge.
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En classe Terminale, on pourra étudier le méme algorithme pour la
méme équation z(z2— 1)=0 , mais cette fois dans le plan complexe et, si
I’on dispose d’une console graphique couleur, obtenir de belles images
(cf [4] et [S]).
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Probleme d’équilibre
ou travail avec des ‘‘vecteurs’
non geometriques
R. Gauthier

b

Cette activité a été utilisée en classe de Seconde. La ‘‘matrice’’ n’inter-
vient que comme une notation commode. Aucune notion théorique n’a,
bien siir, été présentée sur le calcul matriciel.

Cet exercice conduit a :
— du calcul numérique, des études de suites
— du calcul ‘““vectoriel’’, sur des couples de décimaux
— des révisions sur ‘‘équation d’une droite”’
— 1’étude d’alignements de points et ‘‘limite’’ d’une suite de points
— lutilisation d’une calculatrice.

Voici le texte d’un document de travail distribué aux éléves, avec
quelques commentaires sur ce document, conduisant a des prolongements
possibles en Premiére et Terminale.

* Un récipient cylindrique
contient 7 litres d’un liquide et LY
3 litres de sa vapeur. P
Les conditions d’une expérience* o
sont telles que, aprés 24 heures, o e |

Tlﬁ du liquide s’est transformé e |

en vapeur et % de la vapeur

s’est transformée en liquide. C?L\/’N.--\‘
Cet échange (liquides—vapeur) R o ‘-‘0’ ;o
est représenté par le graphe ci- ’
contre ; expliquez-le.

1. Vous allez calculer le volume du liquide et le volume de vapeur au début
du deuxiéme jour : on les désigne respectivement par L; et V3.

* C’est une situation théorique... Dans la pratique, c’est plus compliqué !
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® Analysez les calculs qui suivent et achevez-les :
L, = (0,9%x7)+(0,2x%3)
Vy, = (0,1x7)+(0,8x3)
e Calculez Ly ; Vy puis Ly+Vy.
L’état (liquide-vapeur) est donné par le vecteur E; = (;) au début du

premier jour.
Pour représenter les calculs précédents, on écrit :

0,9 02}, 7)_ 0,9%x7+0,2x3| _ [.....
0,1 08 (3 ~10,1x7+0,8%x3]

matrice vecteur Eq vecteur Eo

2. L’expérience se poursuit du deuxiéme au troisiéme jour, dans les mémes
conditions d’échange a partir de 1’état E, ; de méme les jours suivants.
Pour calculer I’état au début du troisiéme jour, on multipliera donc la méme
matrice par E; pour obtenir Ej...

Calculez les composantes de chacun des vecteurs E3, E4, Es, Eg, E7, Eg.

Soient (xy,yx) les composantes de Ey.
Ecrire les premiers termes de la suite (xi) : 7 - 6,9 - 6,83 ...
Ecrire les premiers termes de la suite (y) : 3 - 3,1 - 3,17
Vérifier pour k€(1,2,3,4,5,6,7,8} : xp+y,=10.
On peut démontrer que :
Si un jour donné les composantes de E, sont a et b, aveca+b=10,

alors le lendemain les composantes de Ex, | sont a’ et b’ avec
a’+b’'=10.

E ’

—

3. Choisissez un repére orthonormé (O, i:j) et représentez chaque état E;
par un point Mj tel que OM; ait pour composantes celles du vecteur E;.
Construisez lespoints My, My, Mj,... jusqu’a Mg.

Que remarquez-vous pour ces points ?

Calculez les composantes de M;M; et démontrez qu’il existe un réel

T 7 2

k tel que MM, =k({i-j) . _

Meéme question pour M)Mj, ..., M7Mg .

Démeontrez ensuite que tous ces points sont alignés.

4. Les points marqués sont donc alignés et, sur le dessin, la distance entre
deux points consécutifs semble diminuer. Autrement dit, il semble, que
les variations de volume deviennent de plus en plus petites.

Tout se passe comme si le mélange considéré ‘‘tendait’’ vers un état
d’équilibre, ou état stable, pour lequel il n’y aurait plus de variation des
volumes de liquide ou de vapeur.
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Nous admettons que cet état stable S existe : désignez ses composantes

X
par (y)
S8’il est stable on doit avoir : (0.9 0,2 ( X X
0,1 0,8 Y) (Y)
et
x+y=10

Déduisez-en les volumes x et y de liquide et de vapeur correspondant
a ’état stable.

Commentaire pour I’utilisateur

1. Commodité de la notation matricielle pour coder une information.

2. D’abord une activité de calcul numérique dans laquelle ’usage d’une
calculatrice est bien pratique (stockage, usage de mémoires, arrondi, etc.).

Dans certaines classes de en Premiére ou Terminale, on peut expri-
mer X, en fonction de x, et y,,; en fonction de y,, aprés avoir
démontré (récurrence) que pour tout n: x,+y,=10.

On trouvera : Xn4+1=0,7x,+2
Yn+1=0,7y,+1
d’oll Xp41—X,=0,7(Xa—Xn_1) . De méme pour vy, .
La suite up=X,,.1—X, est une suite géométrique de premier terme
u;=—0,1 et de raison 0,7.

De méme, la suite v,=y,.|— ¥, est une suite géométrique de pre-
mier terme v;=0,1 et de raison 0,7.

On pourra faire appel aux théorémes classiques sur les variations, la
convergence, etc.

3. Pour une bonne lecture du graphique, les éléves, sentiront sans peine
la nécessité d’une échelle adaptée au probléme. (||if| =||j|| =10 en centi-
metres). Les x, appartiennent a ’intervalle [6;7] et les y, & [2;3].

On trouvera:  MpyMpy2 = 0,7 MMy 4 .

La suite W;=|MyMp ;| est une suite géométrique de raison 0,7.
—_— —_— A

On trouvera : M;M;,, M;M; etc. en fonction de G’— 7) d’ou I'aligne-

ment des points.

4. La convergence des suites (up), (vp), (Xp) et (yq) peut étre établie.

Elle nous autorise a supposer un ‘‘état d’équilibre’ que ’on peut
déterminer.

D’ou le “‘point limite’’ pour la “‘suite’ de points (M,).
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... ces problémes qui font les mathématiques...

La duplication du cube :

— un probléme

— des solutions a base de géométrie
(configurations, trigonométrie,
coordonnées, transformations) et
d’analyse (suites, fonctions,...)

Jean Aymes

““...on a utilisé certains résultats de la théorie des

idéaux pour prouver 'impossibilité de cas parti-

culiers du dernier probléme de Fermat... :
(Historiquement, les choses se sont passées dans

Pautre sens : la théorie des idéaux s’est dévelop-

pée a propos d’une tentation de démonstration

du dernier théoréme de Fermat.)”’

Philip J. DAVIS et Reuben HERSH
L’Univers Mathématique
traduit et adapté par Lucien CHAMBADAL

Les mathématiques évoluent par la résolution de problémes. Nous pré-
sentons ici quelques fagons d’en résoudre un... trés vieux... : comment
transformer un cube en un autre de volume double ?

Ce probléme fut probablement abordé au moins dés le Ve siécle avant
J.C. : connu sous le nom de ‘“‘duplication du cube’’, c’est I’un des plus
célébres problémes de I’ Antiquité.
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Il revient & la recherche de ¥2 : aujourd’hui toute calculatrice nous
en donne une bonne valeur approchée, nous ne nous rendons méme plus
compte des efforts faits a son propos. Le statut du probléme était tout
différent a ’origine : les Anciens séparaient assez radicalement I’arithmé-
tique et la géométrie. A I’origine, la duplication du cube est un probléme
de géométrie... ceci ne fait qu’illustrer le principal obstacle épistémolo-
gique rencontré par les mathématiciens grecs du Ve siécle avant J.C. :
l'}rrllpossibilité de concevoir sous une forme abstraite la notion de nombre
réel.

Il faudra des siécles pour que le statut numérique du probléme soit
mis en évidence, d’abord sans doute a travers les travaux des Hindous.

Nous allons présenter quelques processus de résolution du probléme :
en reprenant d’abord quelques-unes des solutions historiques, puis en ayant
un peu recours aux outils de 1’analyse.

Le probléme sera-t-il résolu ?

Un probléme... solide !

L’exigence des Grecs pour des constructions 2 la régle et au compas
imprégne 1’ensemble de leur géométrie ; mais I’apparition de problémes
qu’ils n’arrivaient pas a résoudre ainsi a provoqué de fécondes recherches.
Selon leur terminologie [voir PAPPUS, La Collection], ils distinguaient
les problémes ‘‘plans’® que ’on peut résoudre avec régle et compas, les
problémes ‘‘solides’” qui peuvent &tre résolus par les coniques et les pro-
blémes ‘‘grammiques’’ qu’on ne peut résoudre ni par droite et cercle, ni
par coniques. Quand nous parlons ici d’impossibilité, il ne s’agit ici que
d’une conjecture...

V2 est constructible a la régle et au compas (c’est la duplication du
carré¢), de méme la moyenne géométrique de deux nombres a et b (x tel

que & = %, c’est-a-dire x=vab dans la notation moderne) :
X

=

Sigure 1 '
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Vers le Ve siécle avant J.C., le mathématicien pythagoricien,
HIPPOCRATE de CHIO, établit que le probléme de la duplication du
cube se raméne a un probléme d’insertion de deux ‘‘moyennes proportion-
nelles”’ entre deux longueurs données : en notation moderne il suffit de

déterminer x et y tels que : Ty oo pour obtenir x=av2 ; main-

a
tenant nous dirions que a; a 2; a (3/5)2 ; 2a sont les premiers termes
d’une suite géométrique.

Un demi siécle plus tard, MENECHME utilise ce point de vue pour
donner une solution : dans le langage actuel, elle correspond a I’intersec-
tion de deux paraboles d’équations :

x?=ay et y?=2ax
Ces paraboles se rencontrent en leur sommet commun O et au point
d’abscisse a.92 .

¥y =2z

L

o
ey

figure 2

L’intuition de la nature ‘‘solide’’ du probléme ne fait que se renfor-

cer, il faudra attendre 1837 pour que I’inconstructibilité de 2 par régle
et compas, soit prouvée par WANTZEL ; mais c¢’est une autre histoire...
longue histoire que celle de la résolution des équations algébriques !
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MORCEAUX CHOISIS D’UNE RECHERCHE

DEUX FOIS MILLENAIRE

Nous allons commencer par présenter quelques-unes des principales
réponses de divers mathématiciens au cours de I’histoire... nous exhume-
rons de ““vieilles choses’ ... mais ce sont nos racines... Sans chercher a res-
pecter la lettre des processus employés, nous avons cherché a présenter les
idées sous la forme d’activités destinées & susciter un peu de recherche chez

les éléves.

1. La solution de Platon

Elle repose sur une fagon bien connue de déterminer trois nombres

en progression géométrique :

B

Avec ABC rectangle en B Sfigure 3
et H projeté de B
(figure 3)

HB _ HC

HA HB
ne fait pas de doute. T

G
H
Voici alors, un peu transposée, la solution de PLATON :
2 OA =a
OD = 2a

o

}

2a

figure 4
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Faire jouer deux équerres en papier calque pour réaliser la construction
de B tel que OB = V.a.

2. Une solution due & Apollonius et Philon de Byzance

Avec OA=a, OB=2a, ces deux segments perpendiculaires puis C
de sorte que OACB soit un rectangle dont le centre est 1.

APOLLONIUS considére le cercle de centre I coupant (OA) et (OB)
en D et E de sorte que C,D,E soient alignés (figure 5).

I affirme alors que BE et AD sont les moyennes proportionnelles cher-
chées (la méthode vaut pour I’insertion de deux moyennes).

On observera qu’il y a trois triangles rectangles ayant mémes angles :
ADC , BCE et ODE. L’égalité ID=IE permet d’obtenir
D'ou :

BE _ OD
OA _ BE _ AD el

BE AD _ OB

E

B “. o]

3 4

0 A D
figure 5
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Remarquer le lien avec la solution de PLATON en examinant la posi-
tion des autres points d’intersection du cercle avec (OA) et (OB).

PHILON de BYZANCE a proposé une amélioration de la détermi-
nation des points D et E en envisageant I’intersection de la droite (DCE)

avec le cercle circonscrit au rectangle (figure 6).

figure 6

Il suffit que la droite (DCE) soit choisie de facon que CE = DF.

3. La solution de Huyghens

Pour construire un cube de coté double de celui de c6té OA=a , on
trace le demi cercle de rayon OA, on prend la corde AD=0A, on trace
(CD), on méne par A une corde AE qui coupe (CD) en F et le demi cercle
en E, de telle sorte que CE=FD (figure 7).

D
E

=

figure 7
C
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Alors AF sera le c6té du cercle cherché : a ¥2 . On peut I’établir par
exemple comme suit :

— on pose AF=x, en convenant que OA=1;

— les triangles rectangles CEF et ADF ont mémes angles, ce qui per-
met d’en déterminer les c¢6tés en fonction de x ;

— le théoréme de Pythagore appliqué a ABlipermet de conclure.

Remarquons au passage que I’angle DAF a pour cosinus

1 ¥4

il s’en faut de moins de un dixiéme de degré que COE ne mesure 45°
(on le voit avec la calculatrice), ce qui, comme ’avait remarqué HUYGHENS
fournit un procédé d’approximation de ¥2 dont on peut choisir de se
satisfaire : D

Placer D tel que ﬁ)ﬁ Et

mesure 60°. e

Placer E’ tel que COE’

mesure 45°.

(CD) et (AE’) se coupent

en F’ (figure 8).

AF’ est une bonne

approximation de V2 : e 0 A
— I’angle DAF’ mesure 37,5°, c’est-a-dire 45_';3.0__ Jigure 8
— on caloule sin? 37,57 ; AHV2V6

— en posant X’ =AF’ , dans le triangle rectangle ADF’ , on peut expri-

r

mer x'.

Cette construction approchée est possible a la régle et au compas !
Et pour ¥2 il s’en faut de peu !

4. La solution de Nicomede
On commence comme pour la solution d’APOLLONIUS, OACB rec-
tangle ; OA=a; OB=2a.

On trace la médiatrice de [OA], on place le milieu F de [OB], puis
G sur la médiatrice tel que OG = OF, la droite (CF) coupe la droite (OA)
en H, par A on trace la paralléle a (HG).

En tracant par G une droite coupant cette paralléle en K et la droite
(OA) en L, de sorte que KL =OF (=0A) ; avec (CL) coupant (OB) en
M : BM et AL sont les moyennes proportionnelles cherchées (figure 9).
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Ayant convenu que a=1, ce qui n’altére pas la preuve, on justifiera
en observant la configuration des points L, A, H, K, G puis celle des
points G, E, L :

— en posant AL=x, on peut exprimer GL en fonction de x ;
— I’énoncé de THALES pour L, A, H, K, G permet d’aboutir.

0OA a
OB 2a

Ces deux segments sont
perpendiculaires.

Sigure 9
¢

Mais I’intérét de cette solution ne consiste pas seulement en cela, pour
tracer la droite (GKL), NICOMEDE propose de s’intéresser a I’ensemble
des points L lorsque K décrit la droite paralléle 4 (GH) par A, de sorte
que KL ait une valeur constante sur (GK).

K décrit la paralléle a (GH) a5t
KL = OA

figure 10
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Cet ensemble dont on peut obtenir autant de points que I’on veut par
construction a la régle et au compas est appelé conchoide de la droite (OA)
(figure 10).

La duplication du cube est donc possible par intersection de conchoide
et de droite. On peut résoudre de méme le probléme de I’insertion de deux
moyennes proportionnelles.

Elargissant un peu le champ des outils permis pour le tracé des figures
de géométrie, NICOMEDE propose un appareil traceur de sa conchoide :

figure 10bis

Une régle munie d’une glissiére pivote autour d’un pivot fixe en G.
K décrit la droite, en L un traceur permet de tracer la courbe (figure 10bis)
avec KL fixé.

Omn envisage maintenant la conchoide comme ensemble des points L,
auquel on adjoint [’ensemble des points L’ symétriques de L par rapport
a K (figure 10ter).

figure 10ter
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L’étude de cette courbe est approfondie au XVII© siécle : ses tangentes
(Fermat, Descartes, Roberval), ses points d’inflexion (Huygens, Sluse).

5. La solution de Dioclés

On recommence avec OA=a, OB=2a sur deux perpendiculaires.
On trace le cercle de diamétre [OA] et la tangente en A a ce cercle. En
placant une droite passant par O recoupant le cercle en N, coupant (AB)
en M et la tangente en P, de sorte que ON=MP .

Ona AP = avV2 (figure 11).

to

figure 11

Bien que DIOCLES n’ait pu le faire, on fera une preuve par la géo-
métrie analytique... Avec le repére (O ; OA ; % OB), en posant m pour

I’ordonnée de P, déterminer les coordonnées de N, M, P et terminer.

Mais comme NICOMEDE, DIOCLES interpréte cette solution comme
I’intersection de deux courbes : la droite (AB) et I’ensemble des points N
lorsque P, décrivant la tangente, ON =MP est respectée.

Cette courbe est la cissoide de DIOCLES dont on peut construire
autant de points que I’on veut a la régle et au compas (figure 12).
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On peut résoudre de méme !’insertion de deux moyennes
proportionnelles.

P décrit la tangente
OM = NP
M décrit la cissoide.

Sfigure 12

Cette courbe est encore de celles que ’on peut tracer avec un appa-
reil : ¢’est NEWTON qui en imagina un. Pour le mettre en évidence, nous
allons résoudre un petit exercice de géométrie.

Reprenons la configuration de définition de la cissoide (figure 12bis) :

P1 P

figure 12bis
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Soit P, le projeté de P sur la médiatrice de [OA], par utilisation
d’une symétrie centrale bien choisie, justifier PM=NI=0I .

Soit M, l’intersection de (MP,) et de la parall¢le & (OP) par I puis
B l'intersection de (OA) et de la paralléle & (OP) par P, mettre en évi-
dence une des isométries transformant O,B en M,P, respectivement.

Etudier I'image par cette isométrie du triangle BIP, , en tirer une
conséquence pour le triangle BM,P; lorsque P varie sur la tangente.

Voici alors, I’appareil de NEWTON pour tracer la cissoide de
DIOCLES :

figure 12ter

Une équerre rigide dont un cdté porte une glissiére coulissant sur un
pivot fixe B, I’autre c6té a son extrémité qui décrit une droite fixe D, un
traceur en M, milieu du cdté, décrit la courbe. On doit respecter

MP, = é—d (B,D) (figure 12ter).

C’est presque... un compas !

6. La géométrie de Descartes

En 1637 parait la premiére édition de ‘‘La Géomeétrie’’ de René
DESCARTES : reprenant les problémes des Anciens, DESCARTES, en
amorcant une classification des courbes, va fonder la géométrie analytique.
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Le probléme qui nous occupe y est abordé plusieurs fois.

D’abord a travers la situation servant de cadre a la classification des
courbes :
4

figure 13 g L0 8 g

Une droite A est diamétre fixe d’un cercle fixe I" de centre O. Une
droite variable 6 passe par 0 et coupe I' en B, la perpendiculaire en B a
0 coupe A en C, la perpendiculaire en C 4 A coupe 6 en D... et de méme
pour définir E sur A, F sur §, G sur A, ... etc.

On a aisément :
OB _ OC _ OD _ OE
OC OD OE OF
Déterminer dans le repére (O, OA, OJ) une équation cartésienne (sic 1)
de I’ensemble des points D et proposer une fois cette courbe tracée une
résolution du probléme.

Remarquons :
1) qu’un jeu de trois équerres ferait un appareil résolvant le probléme...

avec OE = 2 OA

Sfigure 14
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2) qu’on peut résoudre de facon analogue le probléme de ’insertion
de trois, quatre, etc... moyennes proportionnelles.

Ensuite, DESCARTES résout des problémes de constructions géomé-
triques dans lesquels les longueurs inconnues satisfont 4 des équations du
3¢ degré et de degré plus élevé : il s’agit d’un véritable exposé de la théorie
des équations. Il montre comment résoudre toute équation de degré 3 ou
4 par l’intersection d’un cercle et d’une parabole.

Citons la résolution du probléme de la duplication du cube [15] :

T w
[S=)

Si on veut donc, suivant cette régle, trouver deux moyennes propor- L'iaven-

tion de
tionnelles entre a et g, chacun sait que posant z pour 'une, comme a est 9¢v=
moyen-
< i R 22w 2 . i x
az, ainsiz & —a-; e W de fagon qu'il y ait équation entre q et 2% Pre
z y qs nelles.
7a » Cest-a-dire z? 20 * * aaq. Etla parabole FAG étant

décrite avec la partie de son essieu AC qui est % a a la moitié du coté
droit ; il faut du point C élever la perpendiculaire CE égale é-;— q, et du

centre E, par A décrivant le cercle AF, on trouve FL, et LA pour les deux

j 7
moyennes cherchées.

Dans les notations et le langage de I’époque :
— Z3oxaaq signifie z3=aZq
— D’essieu de la parabole est son axe focal.

On pourra retrouver ainsi une parabole et un cercle résolvant le
probléme.

(1) La figure fait aussi partie de ’ouvrage cité.
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7. Par origami*... ¢a vaut le détour ! Ca ne fait qu’un pli
On pourra lire dans ““L’Ouvert’’ n® 42 [16], la belle résolution du pro-
bléme par pliage due a Jacques JUSTIN. ,
Il y montre que toute équation du troisiéme degré peut €tre résolue
par pliage...
Voici le procédé pour la duplication du cube.

figure 15

Dans le repére (O; 1 ; T), A et B ont pour coordonnées respectives

(1:1) et (3-52).
2

On plie de sorte que A vienne sur Ox en U et B sur Oy en V. Prenant
t comme pente commune de (AU) et (BV), Jacques Justin montre, en impo-
sant a (MN) d’avoir pour pente — %, que t3=2 . C’est-a-dire VI= ¥z

Le probléme de la duplication du cube fait partie de ceux qui ont joué
un rdle fondamental dans ’évolution de diverses notions mathématiques :

e statut des nombres : si aujourd’hui on congoit le probléme presqu’exclu-
sivement comme la résolution de I’équation x3>=2, il n’en fut pas de
méme a |’origine, on a pu le voir ;

* pliage du papier.
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e statut et étude des courbes : l1a classification des Grecs (cercles et droites,
coniques, autres) repose sur I’exigence de constructibilité régle et compas
et repose sur la facilité avec laquelle on peut la décrire, notamment a
partir d’appareils. La résolution des problémes fait découvrir de nouvelles
courbes : d’abord mises a part du fait de la nature de leur description par
régle et compas, mais la mise 4 jour d’appareils pour les tracer introduit
un doute quant a leur exclusion.

Ces courbes deviennent a leur tour sujet de nouveaux problémes...

® résolution des équations : résolution des équations du troisiéme degré
et du quatriéme degré, progression de I'indépendance de ’algébre vis-a-
vis de la géométrie, caractérisation des équations résolubles au XIXe¢ siécle...

Nous allons aborder maintenant quelques aspects d’une réponse par
approximation au moyen de suites.

BEAUCOUP DE FACONS DE S’EN APPROCHER

1. L’apport des graphiques

V2 est I'unique réel £ tel que £ =2 ; il peut &tre interprété comme abs-
cisse de I’intersection de deux courbes. Ici on peut, par exemple, penser & :

Cl:y==x3 et Cy:y=2
oua: Cl:y=x3—2 et Cy:y=0
oua: Clzy=x2 et CZ:y=%

Rechercher au moins trois autres possibilités.

Adopter une des possibilités et représenter les courbes correspon-
dantes a échelle convenable. En déduire un encadrement de £ par des déci-
maux d’ordre 2.

2. Méthode d’interpolation linéaire

Appliquée ici sous trois formes possibles, elle consiste & remplacer une
fonction par une fonction affine dont on pense qu’elle I’estime bien.

a) Interpolation par des cordes (méthode des sécantes)

Représenter dans le plan de repére orthonormé (O, 1, j) (unité 1 cm)
la fonction x —x3—2 restreinte & [0;2]. Noter A le point de coordonnées
(1;—1) et B celui de coordonnées (2;6).

Quelle est I’abscisse X; du point d’intersection de la corde (AB) avec
¥x.2
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Remplacer A par A; (X ; Xf —2) pour en déduire I’abscisse X, du
point d’intersection de (A; B) et x'x.

Plus généralement, si X est une approximation par défaut de %/5, en
déduire, selon le processus ci-dessus, une approximation X’ (donner X’
en fonction de X).

Noter les approximations successives obtenues (la premiére étant 1 par
exemple), observer le nombre d’étapes nécessaires pour constater une sta-
bilisation sur la calculatrice.

Reprendre la méme démarche pour la fonction

b, 2 _ I3
x3
comparer les résultats fournis par la calculatrice.

b) Interpolation par des sécantes paralléles (ajustement linéaire)

Présentée pour la courbe d’équation y=x> —2, avec les notations
du a), la corde (AB) a pour coefficient directeur 7 et coupe x’x, onI’a
8

vu, au point d’abscisse 5 notée ici Y.
Avec le point I, (Y, ; Y? —2) on utilise la droite passant par I; de
coefficient directeur 7 (qui ne varie donc pas).

Faire une représentation graphique sur ’intervalle [1;1,5], unité 10cm.
Quelle est ’abscisse Y, de I'intersection de la sécante avec x'x ?

Plus généralement, Y étant une valeur approchée par défaut de V2,
en déduire, selon cette démarche, une nouvelle valeur approchée Y’ en
fonction de Y.

Noter les approximations successives obtenues a la calculatrice en par-
tant successivement de la valeur initiale 1,25, puis de la valeur initiale 1,26.

Remettre en question le choix du coefficient directeur 7 : essayer 5
et rechercher les approximations obtenues.
Essayer de proposer un meilleur choix encore.
Reprendre I’ensemble de la méthode pour la fonction
- ;25_ -
avec C(1;1) D(2; - %) comme points de départ.

Observer les résultats sur calculatrice.
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c) Interpolation par des tangentes : méthode de Newton

° Avec x —=x°—2 , pour Z>¥2 latangente en J(Z;Z3—2) coupe x'x
au point d’abscisse
' 2 1
Z' == (Z+ =).
T E4 )

Le démontrer.

Observer les approximations obtenues par ce processus en partant de
la valeur initiale 1,26.

C’est dés le Ve siécle, chez les Hindous, que ’on voit apparaitre cet
algorithme sous la forme de ’amélioration de ’approximation entiére de
la racine cubique.

° Avec x — % -1, pour 2<¥2 , on tire de facon semblable
X
4
zr -4 57 _ Z

3 6

Observer les approximations obtenues par ce processus en partant de
la valeur initiale 1,25.

3. Pour aller un peu plus loin...

Les diverses méthodes présentées ont en commun d’itérer un réel ini-
tial déja relativement proche de 2 par une fonction adaptée ; on a vu
successivement :
4x2+2x+2
X2 +4x+2

X34+ 2x2 4+ 2x +2
2(x2+x+1)
—x34+7x+2
T

—x3+5x+2
5
7x4—4x3 + 8
7x3

X —

x—'—g'-(x+-12—)

X
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Dans des manuscrits anonymes du XVe siécle et chez TARTAGLIA
on trouve une facon d’améliorer I’approximation entiére de la racine
cubique qui contient en germe !’utilisation de :

2-x3
3x3+3x

LEONARD de PISE, a partir de I’interpolation linéaire entre les
nombres entiers, utilise I’approximation qui correspond a

2—x3
3x2+3x+1

Dans chaque cas, V2 apparait comme solution de £=F(}) pour une
fonction F adaptée : ceci élargit le cadre de la réponse a 1. et permet
d’ouvrir la voie a d’autres.

X=X

X=X +

4. Méthodes itératives

Les observations précédentes conduisent & une recherche d’équations
équivalentes & £2 =2 s’écrivant sous la forme : £=F(f) ; ce pour envisager
une itération par la fonction F. o

2 F 2

On peut, par exemple, penser a f{= 7 ainsi qu’a f= |/ Y&

Expérimenter le premier cas a la calculatrice... et constater que le choix
doit étre plus réfléchi.

Avec le deuxiéme, observer les résultats obtenus a la calculatrice.

On pourra, en démontrant que xf-*% et x— /’% (de R** dans
X

R**) sont réciproques, comparer les deux processus :
pour x proche de V2, % est-il plus prés de ?f—que x ne l'est ?
X

% est-il plus prés de 2 que x ne l’est ?

Il y a donc lieu de rechercher des fonctions qui réduisent au maxi-
mum les écarts autour de V2 : c’est-a-dire des fonctions pour lesquelles
F(x) - F(y)
=y
est aussi proche de 0 qus:[possible lorsque x et y varient distincts dans
un intervalle contenant V2 (pour fixer les idées [1,25 ; 1,26]), en tout cas

ne sortant pas de 1—1; 1[.

Ainsi, pour F:x— ,/% : vérifier que

Fo)—F(y) _ _ 2
SR
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en déduire que pour X, y choisis distincts dans [1,25 ; 1,26]
M < 0:51
X—y = Y,

Il en résulte que lorsque T est déja proche de 2 (c’est-a-dire, ici, au

moins dans [1,25 ; 1,26],
[FM-¥2| < 0,51 |T-2

Combien d’itérations suffiront pour approcher ¥Z a10-10 prés en
partant de la valeur initiale 1,26 ?

Comment peut-on améliorer la rapidité du processus
d’approximation ?

Il ne suffira pas de modifier la valeur initiale, il faut aussi pouvoir

agir sur le taux : dans le cas présent, le nombre dérivé de F en ¥2 donne
une information sur les espoirs d’encadrement de ce taux ; pourquoi ?

—x3
Adoptons mairftenant F : x— %5){4-2 , estimer F’(?/f) et majorer
FO-F®) gur 11,25 ; 1,26 .
X—-y

Combien d’itérations suffiront pour approcher ¥2 4 10~ 10 prés en
partant de la valeur initiale 1,26 ?

Reprendre avec F: x - 2 x+ l).
3 x2

S. Accélération d’un processus itératif

Avec F x—VV2x , vérifier que x>=2 équivaut 3 X=VV2x [ceci
sur R*]. Déterminer F’'(¥2).

En déduire que le processus d’itération par x—VV2x n’est pas trés
rapide (2).

k étant un réel, x=VV2x est équivalente & (k+ 1)x=kx+Vv2x
ou encore a

- _k l_ \ox =
= pe x+k+] V2x = G(x) .

Déterminer k pour que G’(Wi)=0 .
En déduire une fonction permettant un assez bon processus d’itéra-
tion pour approximer 2.

(2) On pourra interpréter ce processus & partir de la solution d¢ MENECHME et observer
que les valeurs approchées successives sont constructibles a la régle ou au compas...
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Les angles :

leur utilisation dans les probléemes
de géométrie

par Antoine Gouteyron
IREM de Bordeaux

Présentation du document

1. Objectif visé

L’objectif de cet article est d’introduire la notion d’angle d’un couple
de vecteurs non nuls et de montrer comment cette notion ainsi que celle
de ““double d’angle’’ interviennent dans la résolution de certains problémes
de géométrie plane.

2. Contenu

Il est constitué & partir de notes élaborées pour I’essentiel dans les
années 80-81 et destinées — en principe — aux éléves de premiére et ter-
minale C. Il se compose de trois parties :

Partie A : Premiére présentation des angles (niveau T. C)

Elle met en jeu la notion de rotation ‘‘vectorielle’’. Satisfaisante du
point de vue théorique, elle présente I’inconvénient d’étre actuellement ina-
bordable en classe de premiére scientifique.

Partie B : Deuxiéme présentation des angles (niveau 17 S)

Elle fait plus appel a I’intuition qu’a la rigueur mathématique : pour
orienter a priori le plan, puis pour introduire la notion de ‘‘mesure d’un
arc orienté”’ qui préfigure celle de ““mesure d’un angle’’. Non satisfaisante
pour le puriste, elle est de lecture plus facile que la premiére, parsemée
d’exercices d’application immédiate, et donc directement utilisable dans
les classes de premiéres scientifiques.

Spécifiquement a chacune de ces présentations :
e est définie I’addition des angles
e sont introduites les notions de “‘double’’ et de “‘moitiés’’ d’un angle
e sont établis — ou admis — les effets des transformations sur les angles.

Partie C : Usage des angles
Sa lecture peut étre entreprise aprés étude de I’une ou de ’autre des
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parties A et B (cela signifie que, dans un premier temps, on peut passer
outre la lecture d’une de ces deux parties).

Les thémes abordés sont les suivants :

Caractérisation en termes d’angles de la colinéarité de 1’orthogonalité de

deux vecteurs.
On dispose dés lors d’un nouvel outil pour aborder, dans le plan ponc-
tuel, les problémes d’alignement, de parallélisme et d’orthogonalité.

Caractéristation en termes d’angles
e de la bissectrice de deux demi-droites de méme origine,
e des bissectrices de deux droites sécantes.

Cela nous permettra de mettre en évidence quelques propriétés des
bissectrices.
Nota : la bissectrice de deux demi-droites de méme origine est ici la droite
de la réflexion qui échange ces demi-droites.

Caractérisation en termes d’angles
e d’un cercle dont on connait soit le centre et deux de ses points, soit

trois de ses points,
e de la cocyclicité de quatre points,
e de la tangente en un point & un cercle (dont on connait par ailleurs soit

le centre et un autre point, soit deux autres points).

La mise en évidence de configurations fondamentales ainsi que la réso-
lution de quelques problémes complétent I’étude de ces _trois thémes.

Etude des lignes} de niveau de ’application : M —>(M7\,N/IB) ;

Ce pardgraphe est un complément indispensable 4 ’ensemble. Mais
I'introduction des lignes de niveau fait appel & des notions plus difficiles
4 manier que celles utilisées jusqu’ici, en particulier a celle de convexité.
11 serait donc souhaitable, si les programmes de la classe de premiére nous
le permettaient, de reporter I’étude de ce paragraphe en classe de terminale.

3. Notations utilisées
Notre étude est conduite dans un plan noté P (plan ponctuel). On note
P I’ensemble des vecteurs de P (plan vectoriel associé 4 P).

On désigne par P le plan ponctuel muni d’un point origine 0. On sait
alors que P est identifiable au ““plan pointé” P, du fait que la correspon-

o> P e 2
M — OM est bijective.

Etant donnés des points A, B, C,... de P, nous notons a, B,C, ... les
vecteurs OA, OB, OC, ...
Inversement, étant donnés des vecteurs ©, v, W, ... de P, nous dési-

dance
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gnons par les majuscules U, V, W, ... les points de P, identifiés a ces
vecteurs. Donc OU=u, OV=v, OW=w, ...
—>

Dés lors, I’égalité U=AB signifie que, dans P,, OABU est un paral-

lélogramme et, d’aprés la relation de Chasles, on a :
AB = b-3a.

Etant donné un vecteur non nul v, nous notons R.v la droite

vectorielle engendrée par le vecteur v .

Les ensembles
R,V = [a.vEP/a€ER,]
R_. [d.vEP/aER _}]
sont appelés demi-droites vectorielles. R v et R_.V sont dites opposées.

<l <y

Les transformations du plan ponctuel P (réflexions, homothéties,
translations(*)) sont désignées par des lettres minuscules s. h, t... Celles

du plan vectoriel P (réflexions, rotations) sont désignées par des lettres
minuscules surmontées d’un tilde : 5, @, T, @, ... I désigne I’application

identique de P.

4. Représentations concrétes

Dans le plan physique matérialisant P (feuille de papier, tableau...),
un vecteur est représenté

® soit par un point de P, par U
exemple, le point I représente le

vecteur OI encore noté T,_}O v

représente le vecteur nul noté 0 ;

® soit par une ‘‘fleche’’ d’ori-
gine O(*+), par exemple, la - / T

fléche d’origine O et d’extrémité
U représente le vecteur u .

La droite vectorielle R.v=[a.vEP/aER] est, en conformité avec
la ““vision ponctuelle’” d’un vecteur, représentée par la droite (OV). De
méme les demi-droites vectorielles R, .v et R_ .V sont représentées par
la demi-droite [OV) et par la demi-droite qui lui est opposée.

(*) Les rotations ‘‘ponctuelles’’ ne sont pas mentionnées dans ces pages car elles sont intro-
duites aprés le chapitre sur les angles.

(**) Cette présentation traditionnelle des vecteurs, chére aux physiciens, n’est pas sans pré-
senter quelques inconvénients. En particulier, elle ne permet pas de représenter le vecteur
nul, ni de donner une représentation cohérente des droites vectorielles.
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Partie A : Premiére présentation des angles

La lecture de cette présentation des angles nécessite quelques connais-
sances sur les automorphismes orthogonaux du plan vectoriel P.

i et j étant deux vecteurs non nuls de méme norme, nous notons :
— —

'é'i:,jv» I’'unique symétrie orthogonale qui _}ransfgrme ien j

I;; P'unique rotation qui transforme i en j.

I. Angle d’une rotation de P
Définition
Le graphe {(U,V) ; (W,}) ; @X) ; ..... ] d’une quelconque rotation
T de P est appelé angle de Ia rotation T .
P
On le note : 1.
B % A
r selit : ““angle de 1"

En particulier,
® I’angle de la rotation T est
appelé angle nul. t

On le note T ou 0 (la seconde
notation est plus fréquente) ;

e I’angle de la rotation —T est
appelé angle plat.

o} ‘
5L
4\

Rn le note —1I ou de préférence

I1. -
Nous désignerons par -t I’en- o %
semble des angles des rotations 4

de P. o

!
-

II. Représentation des angles

Fl

1. L’ensemble T
Désignons par T I’ensemble des
vecteurs P de norme 1.
Un vecteur i étant fixé sur T'
e Pour tout vecteur u de T, il existe

une unique rotation T de P qui trans-
- —
forme i en u.

cl

R

A chaque vecteur u, associons I’angle de la rotation Ty . On définit ainsi
I'application : ¢ : ' =+

e - .
u = Iy

118



¢  est une application bijective car, pour tog&lement r de s, il existe
. — == = — . . ~
un unique vecteur 4 deT tel que (1, u)ET, a savoir : U=r"1 (1 )i
= — AN A
En outre, on a : Wi) =rp=T=0.
D’on le

Théoréme :
Un vecteur i étant choisi sur T I’application
V:T -4
/"-h..
B i g

est une bijection qui associe le vecteur T a I’angle nul 0 de #.

2. Identification de A a ﬁ-*

Choisissons arbxtralrement un vecteur T sur T (noté désormais H
Dés lors, tout vecteur U de P-}est buectwement associé, par ¥, a I’angle
T

On peut, dans ces conditions, considérer que I’ensemble + des angles
est identique a4 P’ensemble I'y. Autrement dit; " est identifiable d .

Notations
-
U étant un élément quelconque de T ¥ nous noterons :
— P
T Pangle bijectivement associé & U . Ainsi: U = e
T; la rotation de P d’angle 1. Ainsi @ Too= Fp
En particulier, on obtient les équivalences
dans £ : @ =0 = suwrlp: T =7
N - — -
dans £ : Q0 =T = surlp: u= —1i
/\ — ]
car : {}=.0‘=r‘ﬁ='f/\<=ﬁ=I(_i))=i>
£ =Te=l=-Ted=-I1)=-1
Remarque

Dans P, le cercle de centre O et dg rayon 1 sous—]acent a T sera noté
T'. Le point 1 representa.nt le vecteur 1 sera appelé point origine de I'". Le
cercle I' muni du point origine I sera noté I'y.

Il est clair que +4 est également identifiable au cercle pointé I'y. Dans
la suite de cet exposé, A sera représenté soit par I'; soit par I'}.
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III. Le groupe ( -t ,+)

1. Addition dans -t

Définition
On appelle addition dans -t 1’application
x4 =
A A
(fL1) 2 Ty oT)
On écrira : Ti+Ty = Tg0Ty .

Somme de deux angles : traductions sur Ty
Quels que soient les angles 4, ¢, w de .t i.e. ....les vecteurs

-

U, v, w de Ty, nous avons
i+ V=W = Ty =Thor; —r
=P e Sk Pt W
= w=Tg(i) = (frory)(i)
= W=To(l)

ce qui peut se résumer dans le schéma

-2
suivant : - -
Py ;o ~ ‘r
dans 4 : i + ¢ = W
i
- Yy
= . Fi s — —r
sur I'j : u =i w L

Le vecteur w associé 2 angle w peut aussi s’obtenir par symetrle.
En effet, désignons par § la symétrie orthogonaie qui échange U et Vv .

Nous avons : SoTy = (o1~ car Soly est une symeétrie
= ‘F{,_lo?
Par suite : s(w) = SR = (‘orv)(”) o~ 5]
) .
=T @y =1 ..car rv(ﬁ—v
Autrement dit : W = 5() ... avec S=Si.v.

En conclusion, nous pouvons énoncer le

Théoréme :
Dans 4 : (+9=W < sur Tp:

Remarque pratique :
Posons encore §=Sg5*. Nous avons :
SAU0) =3- D =5@) —30) = V- W=WV
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On en déduit :

||m|=f]WV|| ... car s conserve la
norme puis, dans P : [lU=VW.

Dans le plan physique P, on voit
comment user du compas pour cons-
truire, sur I'y, le point W lorsque les
points U et V sont donnés.

2. Le groupe ( #,+)

Théoréme :
L’ensemble A des angles muni de la loi + a une structure de
groupe commutatif.
Démonstration
Rappelons que, quels que soient les élements {r": et ?2 de 4 :
ﬁ+4f; = ?20?1 i

11 en résulte que les propriétés de addition dans A sont celles de
la composition des rotations dans R (ensémble des rotations de P). Donc,

a Iinstar de (R,0), ( #t ,+) est un groupe commutatif.

® Son élément neutre est ’angle nul 0 ... i.e. T car
2 == 2T
VieAa :1+1 = lor=T

= by
¢ Le symétrique d’un que]coyy&élément T de A& est T-1.

En effet : Tl =P lf=T=0"
1% T I i o
01"1 appelle opposé de T. On f1;3 note ; —
Dés lors, nous avons : VTE 4 : —T=1"1.
i : P N g =
En particulier : —II=II... car I+Il=-lo—I=I=0.
3. Angles opposés : traduction sur T"l-
Quels que soient les ang_lgs a et i
¢ de + i.e....les vecteurs uetv de o
T, nous avons, compte tenu des |
résultats précédemment acquis : |
A s B ~ St o i - | =3
1+7=0 = sg3()=1... th(11-2) o :
= )=V
e
Nous retiendrons donc le ~ b
%

Théoréme :
Dans A :
1.8 @

=
+
<
Il

<

= sur I'7: v=5210)

<>
Il

|
=
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Conséquence : angles égaux a leurs opposés
Quel que soit ’élément 4 de -t , nous avons :

" My, T~
i= -1 = sur I'f: u=5si,i(u)
—_— = — Mg
e sur I: =i ou U= -—i
~ A ~ _~

= dans A :0=0 ou =7

Ainsi, deux angles et deux seulement sont leurs propres opposés :
Pangle nul et Iangle plat.

4. Regles du calcul dans ( £ ,+)

Ce sont celles en vigueur dans un groupe commutatif.
L V(@,7,W)E 43 : 0+W=0+W = 4=90
2.VA,DE A2: —A+0)=(—0)+(-9)
3. Pour tout couple (4,b) d’éléments donnés de - , il existe un umque
élément G de -t tel que: b+d=4a.

Cet angle est i=4+(—0b) . On I’appelle d{fférence de @ et b.
Onlenote: 4-b

On les établit de fagon classique. -
Toutefois pour la troisiéme on peut —
procéder comme suit :

n -
b+i=2 = sg3()=2a
. = —
= Tad)=1 ‘ »
@ et b étant donnés sur T on est
alors assuré de ’existence et de 'uni-

cité de @ sur T (donc de @ dans =
£,

En outre, on a :
—b+(®B+1)=~-b+4 ... autrement dit : T=—-b+4a=4a+(-b).

IV. Double et moitiés d’un angle

1. Le double d’un angle
Définition :
Etant donné un angle @
On le note 20 .

, Pangle Gi+1 estle double de i .

On retiendra le
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Théoréme :

Quels que soient les angles G et ¥:

e 2ii=0 < (=0 ou =7
©2(i=2¢ ¢« (=¥ ou =9+7)
Démonstration :
0 20=0 = 0=-1
= (=0 ou =7
0 20=20 = 2(01-9)=0
= (1—9=0 ou 1—-9=7)
— (@=9 ou G=V+7

_Attention, on doit se garder des conclusions du type “2i=0 donc
=0 ouencore “20 =27 donc Gi=V"" qui, pour étre tentantes, n’en sont

pas moins fausses.

2. Les deux moitiés d’un angle

Probléme : Etant donné un élément 4 de -t , déterminer I’ensemble des

~

éléments i de -t telsque: 20=4.

Désignons par @ et U les deux vecteurs de Iy bijectivement associés

~

4 4 et i . Nous avons alors :
A A — ot g —
+i=2 = spx() = 2

=

— — - =i —
= (U=ujouu=up;=—uj)

u] et uy étant les deux vecteurs unitai-
res de la droite de /a §ymétrie ortho-
gonale qui échange i et 2.
Ainsi : 4=204,=210, .
En outre, sur Ij; on a :

up=-I() et uy=-T(u)
ce qui, dans £ , se traduit par :

Gy =0y+7 et Gy=0;+7.

Théoréme et définition :

—
(=2

e Dans -t , I’équation : 2i=4 (4 donné, { inconnu) admet deux

solutions qui différent de 7.

e Ces deux angles solutions sont appelés les deux moitiés de a .

En particulier, ’angle nul 0 a deux moitiés :

0+0=0 et
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3. Les deux angles droits
Nous allons étudier ici ]es deux moitiés de ’angle plat. Lorsque

a=T,surT'gona: a=—i.
La dr01te de la symétrie orthogonale qui échange et —i est orthogo-

nale 4 R.i .
Les vecteurs u; et uy de Ty associés o,
aux deux moitiés i et i, de T sont
alors homologues dans la symétrie
orthogonale de droite R.i.
Les angles iil et u, sont donc oppo- = = =
sés (voir le théoréme de la page 121).
Il s’ensuit la :
E‘:—h ':c
- ]

Définition :
Chacune des deux moitiés de I’angle plal est appelée angle droit.
L’un de ces angles est dit direct, ’autre est dit indirect (ils sont
OppOsEs).

Nota : Le choix, entre les vecteurs u; et u, , pour représenter I’angle droit
direct sera fait ultérieurement.

V. Angle d’un couple de vecteurs non nuls

Définition :

Etant donnés deux vecteurs
nonnuls U etV deP, il existe
une rotation T et une seule qui
transforme R,.U en R,.V a
savoir :

Tig'—y ... O u’ et v’ sont
respectwement les vecteurs uni-
tés de ces deux demi-droites
vectorielles.

—"‘“—. . A :

On convlent alors de desxgner par (d,v) I’angle de la rotation T qui
transforme R u en R.V.

On dit que (u,v) est angle du couple de vecteurs (u,v). C’est un élé-
ment de A .
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2. Représentation traditionnelle
Soit A, B, C trois points
non alignés du plan P.

L’angle (AB,AC) est repré-
senté comme le montre la figure
ci-contre (la fléche permet de A
distinguer quel est le prermer P

élément du couple (AB AC)

3. Convention du langage

Dans la suite de cet exposé, les éléments de ’ensemble -t seront sim-
plement appelés angles.

V1. Relation de Chasles

1. Préliminaire
Nous allons, pour établir la relation de Chasles, utiliser le résultat
suivant :

Quels que soient les vecteurs a et b de Ty (2,6)=b-4.

Démonstration :

e P2
Posons : ii=(a,b) . . -
i'est donc l’angle de la rotation qui iy W
transforme @ en 5. L
Autrement dit, on a : T4&)=b 2
ce qui, dans -t , se traduit par :
A+ =b.
- P = T
Ainsi : G=(a,b)=b-4a. 2

2. Relations de Chasles (pour les angles et leurs doubles)
Quels que soient les vecteurs non nuls U, vV, W :
c@N+EW)_ = @F)

gl gl lations de Chasl
TEH+2TW) = 2@w) . on ases
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Démonstration :
Désignons par u’,v', w’ les
vecteurs unitairei des demi-droites
- — =%
vectorielles R, .u, Ry .vet R, .w.
Les vecteurs u’, v/, W’ sont
alors éléments de I'yet, en utilisant
le lemme précédent, on a :

“ 5 4‘-__ ey r ‘::;ﬁ—hr
TH+EW) = @ 3)+G W)

@ —4")+W —%’)
— W ’ o=t ﬁ r
W
= (", W)
55
(u,w)
La deuxiéme égalité en découle
de fagon immédiate.

I

3. Premiéres conséquences
Quels que soient les vecteurs U et Vv :

-y
/ o
v
-— -—
- LA L
/3’ rid
— e e ok i,
V,u)=—(y) @, -V =(-UV)=WV)+7T
v

S . s - 7 2
(—u,=V)=(,V) i = .

-2

Démonstration :
Nous avons, en utilisant la relation de Chasles :
e ety SoT A
e (Vi) +(@@yY) = (v,V)=0
donc: (Vi) = —(,v)
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,‘,_\\

T
L elires 3 — —
D@D = - =7
e S ,/'ﬂl-\-)" S
CEH+ D = Ci = 7
w e oahy e - .
donc : (W, —v) = (—-4,v) = 7=F0) = W+ T

e En utilisant le résultat précédent, il vient :
(50, ) + (CU ) +7

[(@V)+ T+ 7
%)

VII. Effet des transformations sur les angles
1. Résultats essentiels

Théoréme :

Dans P :
e ]les rotations et les homothéties conservent les angles
e les symétries orthogonales changent les angles en leurs opposés.

Démonstration :
1. Soient :
" T une rotation vectorielle
U et v deux vecteurs de P .
Nous avons :
o e,
= (0,(d)) = (V;1(V))
On en déduit, par échange des ter-
mes moyens :

= ¥ i
@V) = @Wd,7") i+

ce qu’on traduit par : T “‘conserve”’

les angles.

2. Soient :
T = AT une homothétie de P ANER¥)
U et Vv deux vecteurs de P

e Si ANER* alors
RUER, .U
hWER,. .V

etona: ___

s, 50
(@v) = (h(u),h(v))
toute homothétie positive Il con-
serve donc les angles.
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® Si NER* alors

h est la composée de la rotation
(=T) par I’homothétie positive
(-N.T.

i conserve donc les angles puisque,
séparément, —1 et (— \).T le font.

3. Soient :
§ une symétrie orthogonale de P
U et v deux vecteurs de P

Posons : a
gL g;v=-L3
[Ju I[¥]l

T=Ti iy e T=0V)
Nous avons de facon évidente :
@, v)=(@v).
En outre :
() =S u*) = |4 5@
donc  S(WER, 5W")
De méme m e
s(WER, .5(v")
de sorte que

G, S(V)) (st (ﬁ’) SO

. Considérons alors la symetrle s«f :
Nous avons :

Sor = (Sor) ~ 1-7-1g5

Par/sui{;f:: ——

G@),5v") = (s(@"), 3@ ")) =
=/fs\(1§),'r”-1§(ﬁ")])
=TI /=\—r
= —(@,v)

On eg déduit :
(‘(u),s(v)) Sy (cqfd)

Il en résulte, pour le plan P, le
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Théoréme :

Dans P :
e les translations, les homothéties conservent les angles
® Jes symétries orthogonales changent les angles en leurs opposés.

Démonstration :

Soient dans P :

e une translation t

e une homothétie h... (de centre )
® une symétrie orthogonale s (de

droite D)
e trois points distincts A, B, C .
DR o
1. (AB,AC) = (I(AB),T{AC))
= (t(A)L(B),t(AN(C))

t conserve donc les angles.
= e
2. (AB,AC) = (h(AB),h(AC))
= (h(A)h(B),h(A)(C))

h conserve donc les angles.

3. (AB,AC) = — (AB) S(AC)

= —(s(A)s(B),s(A)s(C))
s change donc les angles en leurs
0pposés.
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Partie B : Deuxiéme présentation des angles

1. Orientation du plan et mesures d’un ar¢ orienté

1. Orientation du plan

Intuitivement, il va de soi que tout cercle d’un plan peut étre parcouru
dans deux sens. L’un est appelé sens
direct ou trigonométrique, l’autre est
appelé indirect ou rétrograde.

Orienter le plan P, ¢’est choisir sur
tous les cercles de ce plan le méme sens
direct (conventionnellement le sens con-
traire & celui des aiguilles d’une montre).
Lorsqu’il en est ainsi, le plan est dit
orienté.

sens direct

sens indirect

Dans tout ce qui suit, le plan P est supposé orienté et muni d’un point
origine O.

2. Le cercle Ty

Nous désignons par I'y le cercle de
centre O, de rayon 1, muni d’un point
origine I (figure ci-contre).

3. Repérage d’un point sur I'; : abscisses
curvilignes
En enroulant ‘“‘une droite graduée
A’ sur le cercle I'y, comme le suggére la
figure de la page suivante, on définit une
application : FI
R=T,
w—M
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Par exemple :
au réel 0 correspond le point I
au réel % correspond le point J

au réel 7 correspond le point 1’

au réel — % correspond le point J’

Plus généralement, tout point M de
I't a une infinité d’antécédents dans R de
la forme p+kx2w avec k€EZ. Un
seul de ces antécédents appartient a I’in-
tervalle | —m,7] .

Les réels p+kx2m ot k décrit Z

sont appelés abscisses curvilignes du point
M de I'y.

Il ressort de I’étude expérimentale
décrite ci-dessus que :

® les abscisses curvilignes d’un méme
point différent d’un multiple entier de
2

¢ pour tout point M du cercle I'y, il existe
une abscisse curviligne et une seule
appartenant a ’intervalle ] — ,7].

Convention d’écriture :

Convention d’écriture :

per2m
$

Pour exprimer que deux réels x et y différent d’un multiple de 2,
nous utilisons la notation : “‘y=x[27]"* qui se lit : “‘y égale x modulo 27’.

Cette notation signifie qu’il existe un entier relatif k tel que

y = x+kX2mw.
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Exercice 1
Vérifier que y=x [2m] dans chacun des cas suivants :

it i 7 117

—— = — — b X=— — " — bty

a) x > 7 > ) y Py

3T S5 63w 3T

i — it — i e d =-—.__, T el

oE 4 1 4 & 6 ¥ 2
Exercice 2

Dans chacun des cas ci-dessous, x désigne une abscisse curviligne
d’un point M de I';.
Donner celle y qui est élément de 'intervalle ] —, 7] .
ks

a)x=f%ir b)x=-7 ) X=~— e 3

4, Mesures d’un arc orienté
a) Arc orienté : définition

Soit (A,B) un couple de points de I';. On dit que (A,B) est un bipoint
de I'y ou, tradition oblige, un arc oriegﬂté de ce cercle. A la notation habi-
tuelle (A,B), on préfére la notation AB apparemment plus ‘‘suggestive™.

L] 7 g r L3 r
A est 'origine de ’arc orienté AB, B en est ’extrémité.

b) Mesures d’un arc orienté

e 3
Soit un arc orienté AB, o et 3 deux des abscisses curvilignes respec-
tives des points A et B.

¥ -
On dit que le réel 3 — o est une mesure de I’arc orienté AB.

Cet arc a donc une infinité de mesures qui différent d’un multiple entier
de 27. Conformément a la convention précédente, on écrit alors :

mes AB = B-a [2m]

mes AB se lit : ““mesure de I’arc orienté AB’’ ou plus simplement ‘‘mesure
de AB”.

Remarques':

*Ona: mes ﬁia—QIZW]

Les arcs orientés AB et BA ont donc des mesures opposées modulo 2.
® mes fR:a [2m] car O est une abscisse curviligne de I.

Exemple :
Dans la figure ci-dessous, la notation M(u) signifie que mes IM=pu [27] .
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On a alors :

mes AB = - T T [7] 3(%)
sy s A [27] A (%)
2
mes J?f = — ZTW - T 127 e e
T
=-1T  pa .
8 cehy—; ¥ ("%)
ou encore 5 ¥ (‘%\
mes JC = S%r [27]
Exercice 3
1. Citer tous les arcs orientés de la figure ci-dessus ayant pour mesure :
m 27:’ 7r 47
a) — b) == c) — — d- ==
) 2 ) ) ) 3

2. Placer le point 1’ tel _gye mes I,_I_A’ =l e
Exprimer ensuite mes I'A, mes [’B, mes I’ C

¢) Relation de Chasles

On montre — voir exercice 4 — que, quels que soient les points A,
B,CdeTlj,ona:

mes AB + mes ﬁ?ﬁ = mes A‘:é [27]
Exercice 4
Smt o, B, Ldes absmsses curvilignes des points A, B et C. Exprimer
mes AB-+mes BC—mes AC . En déduire la relation de Chasles.
Indication : On écrira :
mes@ B-a+k;x2w avec k|EZ
mes BC = etc.

Exercice 5 A ( ‘115—)

1. Dans la figure ci-contre, placer les
points E et F tels que :

mes P?E ol Pd| T (o)
et mesB'=—7r[21r]
2. Expnmer mes IE mes IF mes EF &
&3
et mes AB m 3
; T
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II. Angle d’un couple de vecteurs non nuls

—

Etant donnés des vecteurs non nuls u, v, W... les vecteurs

- = . T |

, s =Ly w=—Ll w..

Vi==V ; W —.
IIUII IV W]

seront désormais appelés vecteurs unitaires associés aux vecteurs u, v, W ..
Dans le plan pointé Py, ils sont représentés par des points U’, V', W
du cercle I'y.
1. Définition d’un angle

On appelle angle d’un couple (u,v) de vecteurs non nuls, I’ensemble

de tous les couples (a, b) de vecteurs non nuls tels que :

mes A B’ = mes U V' [27]

B .
On note (u,v) ’angle d’un couple de vecteurs (u,v). (u,v) se lit :
“‘angle vecteur u , vecteur v ’’ ou plus simplement ‘“‘angle u,v’’.

Il résulte de la définition et des notations adoptées que, quels que soient
les vecteurs non nuls U et v, on a:

(U,V) = (11 V7).
Conventions

® Dans la suite de cet exposé, nous utiliserons le mot ‘‘angle’’ a la place
de “‘angle d’un couple de vecteurs non nuls’’. Nous désignerons éventuel-
lement un angle par une lettre surmontée d’un * chapeau pour rappeler
la nature de ’objet qui est con51déré Par exemple @, ﬁ .. désignent des
angles. @ se lit : ““angle o'’

e L’ensemble des angles sera noté -t
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Représentation traditionnelle

& ()
Pl
A a %
figure 1 2 Jfigure 2
soit A, B, C trois points non alignés du plan P.
L’angle (AB,AC) est représenté comme le montre la figure 1. (La fléche
permet de distingucr quel est le premier élément du couple).
g -
Lorsqu’on désigne par & 1’angle (AB,AC), on illustre cette situation
comme [’indique la figure 2.

=5
2. Mesures en radians d’un angle (u,v)
On app,ellg_ mesure en radians
de I’angle (4,v) une quelconque
mesure de l’arc orienté U'V”,
Prartin- e
Un angle (1,V) a donc une infi-

nité de mesures en radians. Elles
différent entre elles d’un multiple

o5
de 27r. On note mes (u,v) une quel-
conque mesure en radians de

’angle (4,v).
Mesure principale

11 existe une et une seule mesure de ’angle (I, V) appartenant a I’inter-
valle ]| — ,m]. On I'appelle mesure principale de (U,v).

Exercice 6

BC%)

7
k4 C 1
WI 3

Sur la figure ci-dessous, la notation A(%) signifie que % est une

abscisse curviligne de A.
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s g
__Donner le}g}esures }'gn‘cipales des angles ((_)T,O_!Tx) ; (OB,0OI’) ;
(OA,07") ; (OB,00) ; (OA,0B) et (OB,0A). ,

3. Egalité de deux angles
Il résulte des définitions précédentes que deux angles sont égaux si
et seulement si leurs mesures sont égales modulo 27 .

— = o S
‘@.b)=(u,v) = mes (a,b)=mes (,v) [27]

4. Relation de Chasles pour les mesures d’angles

11 découle de la définition d’une mesure d’un angle ainsi que de la
relation de Chasles sur les mesures d’arcs orientés que, quels que soient
les vecteurs non nuls U, vV, W :

B ———

mes (U,v) + mes (V,w) = mes (ﬁ',\_;) [27]

Exercice 7
Illustrer et justifier ce résultat.

III. Addition des angles

1. Définition
On appelle somme de deux angles de mesure o et 3 I’angle dont
une mesure est o+ .

La somme de deux angles @ et 3 se note G+ .

2. Propriétés

Les propriétés de I’addition des angles sont analogues 2 celles de 1’ad-
dition des nombres réels, & savoir :
1. ’addition dans 4 est commutative et associative, ~
2. elle admet un élément neutre : ’angle de mesure zéro. On le note 0.

On Pappelle I’angle nul, -
3. tout élément @ de 4 admet un opposé noté — .

Par exemple, les angles de mesures A(L)
2311' et 4T sont opposés car 2
2m - 4T _27 et donc
3 3 ,
2T, 4T _o [27].
3 3
%,
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Exercice 8

Déterminer la mesure principale de la somme et de la différence des
angles dont les mesures respectives sont :
27 ™ 5 ™ T T m T
a) == et — = et — C) —— et — d - L et =
) 3 b) ) 8 ) 2 2

3 6 E ] 8

Exercice 9
Pour quelles valeurs du réel o de U'intervalle ] —, 7] les angles de
mesure o et &+ T sont-ils opposés ?
3. Angles égaux a leur opposé
Soit & un angle. Désignons par o une de ses mesures. Nous avons :
a=-0& = 2a=0 [27]
= il existe kEZ : 2=k X271
= il existe KEZ : ax=km
11 existe donc deux angles égaux a leur opposé : ’angle nul et I’angle

dont la mesure principale est . Ce dernier angle est appelé angle plat.
On le note .

0 i =i 0 u
t — sy

S . i TR .
Pour tout vecteur u#0: (0,0)=0 et (u,—-W)=(-u,0)=7.

4. Relation de Chasles (pour les angles)

Il résulte immédiatement de la
définition de la somme de deux
angles et de la relation de Chasles
sur les mesures d’angle qui, quels
que soient les vecteurs non nuls u,
Ve w,ona:

o\kK‘::>
@) + @w) = @w w

Les résultats énoncés et illustrés ci-aprés sont des conséquences immé-
diates de cette propriété.

Soit u et v deux vecteurs non nuls. On a :

o w
iy SR e,
(V’u) T (u,V)

(u —v) (- uv) (uv)+1r
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Exercices _
10. - Utiliser la relation de Chasles pour établir les résultats précédents.
11. - Soit u /&ara]lelogramme (ABCDl MOntrer gge

(AB,AD) + (BC BA) + (CB CD) + (DC DA)

5. Double et moitiés d’un angle
a) Double d’un angle
Définition :
On appelle double de I’angle @ I’angle @+ & que I’on note 2 .

11 est clair que le double d’un angle de mesure & a pour mesure 2¢ .

Exercice 12
Déterminer la mesure principale du double d’un angle de mesure

™ 2T T ™
a)? b) == c)? d)—? e
Théoréme

Quels que soient les angles & et 0, on a :

e 2or=0 si et seulement si @=0 ou

° 2= ZE si et seulement si &= f)? ou
Démonstration :

o L’égalité 2&=0 équlvaut i o=-a.
Autrement dit o est égal a son opposé. Dans ce cas, on a vu que @=0

ou @=T.

—

e 20=28 <2@-PB)=0 ~
= [@-B=0 ou @- B=I
= [@=0 a=6+7]

Relation de Chasles (pour les doubles d’angles) (c.q.f.d)

On vérifie aisément que les doubles d’angles satisfont a la relation de
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Chasles. Quels que soient les vecteurs non nuls u, v, w, on a :
20,V)F2(v, W) = 2@TW) .
Exercice 13

Déterminer les mesures principales des angles dont le double a pour
mesure :

T ) 27 d) 3T
a)2 )3 c) 3w )4

b) Les deux moitiés d’un angle.
Résolution de I’équation 26 =7

Soit 4 un angle. Dési-
gnons par 6 sa mesure
principale.

L’angle 3 de mesure principale

g— est alors tel que :
28 =4.
Par suite, nous avons :
2o=4 < 28=28
- ’&“23 ou EF=E+ T
L’équation 2&/=4 adonc deux
solutions & et Tj.

Ces solutions différent de I’angle plat. En effet, si @j=0 et
- = . _ — - —s =
Q=B+T=0;+T,onaaussi: Gh=Q)+7 car —T=T.

On peut donc énoncer :

Théoréme et définition :

® Dans I’ensemble -t des angles, I’équation 2&=4 (& donné,
@ inconnu) admet deux solutions qui différent de 7

® ] es deux angles solutions de cette équation sont appelés les deux
moitiés de ’'angle i .

Tout angle a donc deux moitiés. Par exemple :

e I’angle nul a deux moitiés 0 et 7;
e [’angle plat a deux moitiés dont
les mesures principales sont respec-

tivement % et — % Ces deux

139



angles sont appelés angles droits.
IIs sont opposés.

En conformité avec le sens
direct adopte sur le cercle Ty, at 1

I’angle (OI OJ) est appele angle ° r)}

droit direct et I’angle (OI OJ ) est
appelé angle droit indirect. 7
X

Remarque :

La notation %a n’a aucun sens puisqu’un angle a deux moitiés.

11 est par contre tout a fait cohérent de parler de la moitié d’une mesure
d’un angle puisqu’il s’agit, dans ce cas, de la moitié d’un nombre réel.

Exercices

14. - Déterminer les mesures principales des moitiés d’un angle de mesure
6l dans les cas suivants :

—_T - = 4% *
a) 6= 3 b) 0 : c) 0 3 d)0=37

15. - Montrer que I’angle plat est le seul angle dont les moitiés sont
opposées.

IV. Propriétés géométriques

1. Effet des transformations

Théoréme :

e Les translations, les homothéties (en particulier les symétries cen-
trales) conservent les angles.
® Les réflexions changent les angles en leurs opposés.

Démonstration :
Désignons par A, B, C trois points distincts de P .

e Soit t une translation. Rap- )
pelons que ’on a :

t(A)X(B)=AB et t(A)(C)=AC i
On en déduit trivialement que :
e T

(WANB), tAN(C)=(AB,AC) " g 7
) - -

Ainsi : ““t conserve les angles’’. U] \ " S
'
7’

B
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e Soit h une homothétie de
centre Q et de rapport k (k=+0).
Rappelons que ’on a :
h(A)h(B) = k.AB
pe e P S
et h(A)h(C)=k.AC
De sorte que les vecteurs uni-
taires associés aux vecteurs AB
et k.AB d’une part ; AC et k.AC
d’autre part, sont

e égaux lorsque k>0
e opposés lorsque k<0

Lis)

On en /d_éduit alors :
(k.AB, k.AC) = (AB,AC) .
Autrement dit :

(h(AYAE),BEATR(C)) = (AB,AC)

Ainsi: “h conserve les angles’’.

e Soit s une réflexion d’axe A.
Au vu de la figure ci-contre, on
a:

e

((AS(B),S(A)S(C) = — (AB,AC)
Nous admettrons ici que les

réflexions changent les angles en
leurs opposés.

Partie C : Usage des angles

I. Colinéarité, orthogonalité - Bissectrices

1. Deux exercices résolus
Exercice 1 : “Somme des angles d’un triangle”’
Soit un triangle ABC. Calculer la somme :
(AB,AC) + (BC,BA) + (CA,CB)
qui, par abus de langage, est souvent appelée ‘‘somme des angles du trian-
gle ABC”.
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Nota : Pour écrire ces angles on tient compte de 1’ordre dans lequel sont
donnés les sommets du triangle, ainsi que le montre le schéma :

. e
e T

A B, C —A B
"
Premiére solution :
Désignons par Q le milieu de A’
[A,C] et posons : /

A’ =tgi(A) et C'=tga(0O)
2 est alors le milieu de [B,C’]
car (ABCC’) est un parallélo-
gramme. Nous avons alors,
d’une part =
(BC BA) (AC AA)

effet de la translatlon tBA
d’autre part e
(CA CB) (AC, AC’ ) g
effet de la symetrie Sg

On en dedult . e e
e 3 e
(AB AC) +(BC,BA) + (CA CB) (AB AC) - (AC AC )+(AC’,AA")
=(AB,AA)=T

Deuxieme solut.ron

Nous avons : (CA,CB)=(~CA, é’ﬁ) (AC BO)...

On en dedult P S
(AB,AC)+(BC BA)+ (CA CB) (AB,AC)+ (AC BC) +(BC BA) (AB BA)
On retiendra le résultat suivant :

La somme des angles déterminés par un friangle est égale a I'angle plat.
La somme de leurs doubles est égale @ I’angle nul.

Exercice 2 : Caractérisation des triangles isocéle et équilatéral
Soit un triangle (ABC). Montrer que : . o~
1. le triangle (ABC) est isocéle en Ac=~(BC BA) (C/ \C ) .
2. le triangle (ABC) est équilatéral =»(AB AC) (BC BA)= (CA CB)
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Solution : A

1. Désignons par A la médiatrice de
[ B G

Alors : le triangle (ABC) est isocele
en A =SA(A)=A et SA(B)=C

= (BC,BA) = — (CB,CA)
o~ _[leffetdeSp)

Foosge diboomyes e o

=(BC,BA)=(CA,CB)

Re’cipmquement :
b = e Ty e
(BC,BA)=(CA,CB) = (BC,BA)= —(BSA(A),BC) (effet de Sp)
(B, BA) = (BC.BSA(R)

=

= BA et BSA(A)  colinéaires

= Sa(A)=A

= le triangle (ABC) est isocéle en A
A

2. Le triangle (ABC) est équilatéral < le triangle (ABC) est isocéle en A
= le trlangle (ABC) est isocéle en B

(B BA)=(CA CB)

“A.CB)=(AB B,AC)

e =
(AB AC) (BC,BA) = (CA,CB)
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2. Angles et colinéarité )
Résultat. ntiels =
a) Résultats esse < U

Théoréme :
Quels que soient les vecteurs non nuls u et ¥ 3
e (u,v)=0 si et seulement si U et V sont éléments de la méme
demi-droite vectorielle

—_—

e (u,v)=T sietseulementsi U et v sont éléments de demi-droites
vectorielles opposées

—
® 2(u,v)=0 si et seulement si u et v sont colinéaires.

Démonstration :
N Dg;signons par u’ et v’ les vecteurs unitaires associés aux vecteurs
u et v. On a alors, rappelons-le :
= ool
(wv) = (u',v').
Ceci étant, il vient :
/\_

e u et v sont éléments
de la méme demi-droite
vectorielle

= U et vV sont éléments U
de demi-droites vecto-
rielles opposées

e Il s’ensuit que : e T
2@ V=0 = [@V)=0o0uV)=7]
- > o B
< U et Vv sont colinéaires
Remarque :

Les résultats précédents montrent a I’évidence que, en termes d’angle,
la notion de double d’angle caractérise de maniére simple celle de colinéa-
rité de deux vecteurs. Son emploi sera essentiel dans les problémes d’ali-
gnement et de parallélisme.

Vl

Corollaire :

® Quels que soit les vecteurs non nuls U, v, X :
grtvee. o ey % - gz
2(x,u)=2(x,v) <= u et v colinéaires

—= 4, 5 3 o
2(1,x)=2(V,x) = u et v colinéaires.
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¢ Quels que soient les vecteurs non nuls U, v, X, y :
X colinéaire & u i S
S o o = 2(x,y)=2(u,v)
y colinéaire a v
Démonstration :
T - g ST
=y ey T — —, S e ~
e 2(x,u)=2(x,v) = 2(x,v)—2(x,u)=0
I R
= 2(u,v)=0
— — T
<=u et v colinéaires
s g = v >
colinéaire a u
colinéaire a V

o % e g e

- = 2(x,4)=2(y,v)=0

¥ s ST e e
= 2(4) +2(13) =2(815) + 2679)
= 2K =2V

Commentaire :

Les résultats précédents sont souvent utilisés dans les problémes de
géométrie ou interviennent les angles. Ainsi :

. + — — oo : 2
1) Pour établir que deux vecteurs u et v sont colinéaires, on peut choi-
sir un ‘“vecteur auxiliaire X ’’ et montrer que I’on a, par exemple :

T oy
2X0) = 2GV) .
2) Lorsqu’on manipule des doubles d’angles, on peut remplacer n’importe
quel vecteur qui entre dans leur libellé par un vecteur non nul qui lui est
colinéaire. Cette fagcon de procéder est, on le verra par la suite, d’une impor-
tance capitale...

b) Configuration des “‘angles @ doubles égaux™

Premiére configuration :

Nous avons :
ik P
~ ) c
chy ol '
(% %/
o

D / A 8 o A &

268 =200 20 = 200y
En effet : _ s _—

3 T /: ~ e _}

2AB,AC)=2(AD,AC) et  2(AC,AB)=2(AC,AD)
car les vecteurs AB et AT) sont colinéaires.
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On peut, pour rendre compte de cette situation, dire de fagon imagi-
née que deux angles ont des doubles égaux lorsqu’ils “‘se font face’” ou
lorsqu’ils “‘se tournent le dos”.

Deuxiéme configuration :
e Si les droites A et A\’ sont paralléles, alors tous les T et les Bj ont des
doubles égaux.

o Si 'un des al et I'un des 18] ont des doubles égaux alors les droites A
et A’ sont paralléles.

3. Angles et orthogonalité
a) Résultat essentiel

Théoréme :

Quels que soient les vecteurs non nuls U et v : U et v sont
orthogonaux si et seulement si 2(’3,3-)\;7?
Démonstration :
Soit U et V Ies points dePdefims par ~
OoU=u et OV=v.
Désignons par S la réflexion d’axe e
(OV) Nous avons alors : ~
O0,8V) = - (oﬁ)bV) effet de S SN
= 6V, 05 — s =
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Ceci étant, il vient :
— —
OU et OV orthogonaux I
N it~ 2
<= (QU,0S(U))=7
il T ween
= (OU,0%)+(OV,080) =7 N
— T i o {
=2(0U,0V)="7

AN

A ak e
s v
[}

Nota : On voit que c’est encore la notion de double d’angle qui intervient
pour caractériser 1’ orthogonahte de deux vecteurs.

b) Caractérisation d’un triangle rectangle

Exercice résolu

Soit un triangle (ABC). Montrer que les propositions su1vantes sont
équivalentes :
—le tna@le (ABC) est rectangle en A
- 2(2363 AC) 7
AB AC BC BA + CA CB
— (AB,AC)=(BC,BA) + (CA.CB)

— 2(BC,BA) +2(CA,CB) =

Solution
® Le triangle (ABC) est rectangle en A < AB AC
P 2(AB A =
—5 T~ T T A {
° 2(AB,ACGY=T = 2(AB AC) (AB AC)+ (BC BA) +(CA,C B)

s (AB,AC)=(BC,BA) + (CA,CB)
= 3~ =5 =
* 2AB,AO)=7 = T+2BC, BA)+2;Q\ CB)=

e o

= 2(BC BA)+2(CA CB) =—-T=T
Nota : 1l peut &tre utile de retenir qu’un triangle est rectangle si et seule-
ment si la somme des doubles de deux de ‘‘ses angles’’ est égale a ’angle
plat.
4. Angles et bissectrices

a) Caractérisation de la bissectrice de deux demi-droites de méme origine

147



Théoréme :

Soit D la bissectrice de deux demi-droites [QA) et [2B), M un point
quelconque du plan P.

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

— M est un poin/tQD autre que Q(1)

— (QA,GM) = (QM.0B) (2)
— 2(QA,0M) = (94, 0B) (3)

— Quels que soient les points distincts P et Q :
2(P6,§M)= (Pa,ﬁA)+ (P—(i,?ZB) (4)  utilisation d’un vecteur
—1 existe deux points dlstin/cl_s)\P et Q: auxiliaire PQ
2(PQ,aM) = (PQ,8A) + (PQ,0B) (5)
Démonstration :
Premiére partie :

* Supposons M élément de D\ [}
Alors, en désignant par s la symétrie
orthogonale de droite D, on a :

T /r-.\_
(GA,9M) = — (@s(A),(OM). .. effet de s
=@M, 0sA))
= (M, TB)... car s(A) E[QB)
® Réciproquement, supposons que :
= S~ =5 3~ -
(QA,OM) = (OM, TB) .
Alors en désignant par M’ un point de D autre que £, on a :

5 =5 >~ g 5 B = >
2(QM,OM ) = (OM,QA) + (QA,OM ") + (OM,QB) + (2B,OM ')
S 5 PN =5 S~ <5
= [(@M,QB) + (@M, QA)] + [(QA,OM ') — (@M ’,0B)]
=0+ 0 .
— —
On en déduit : OM et OM’ sont colinéaires
puis : MeD\N [

Ainsi, nous* venons d’établir que :
‘-_‘;‘l}\\ ’—/r,:R 3
MEDN[Q] <= (QA,O0M)=(0M,0B) . Autrement dit : (1) < (2).

Deuxiéme partie :

—

e Nous avons : (2) = (3). En effet,
> 5 A = e
(QA,OM) = (OM,0B) = 2(QA,0M) = (QA,OM)+ (OM,(0B)

= (0A,0B)

!
)
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 Nous avons : (3) = (4). En effet, s }osons que I’on ait :
2QA,OM) = (GA,GB) .
Alors, quels que so1ent les pomt\:‘s\ dlstmcts B et Q :
2(PQ,OM) 2(P9 QA)+2(QA QM) g
(BQ,0A) + [(PQ OA)+ (@A,08)]
(PQ QA)+(PQ QB)

o 11 est manifeste que : (4) = (5).

e Nous avons enfin : (5) = (2). En effet, supposons qu’il existe deux
points distincts P et Q tels que

=N e N

Z(PQ QM) (PQ,0A) +(PQ,0B)

Alors : o - . e
2(PQ,0M) = [(PQ QM)+(QM QA)] + [(PQ QM)+ (QM QB)]
On en déduit 1mmed1atement .
(QM QA) + (QM QB) = 0

et donc : (QA QM) (QM QB)
ce qui achéve la démonstration,

b) Caractérisation des bissectrices de deux droites sécantes

Théoréme :

Soit D et D’ les bissectrices de deux droites (2A) et (2B), M un
point quelconque du plan P.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

—M est un point de DUD’ autre que @

- 2(9A QM) 2(QM QB)

— 4(QA QM) 2(QA QB)

— Quels que soient les pomts dlstmcts PetQ:
4(PQ QM) 2(PQ QA)+2(PQ QB) utilisation d’un

— 1l existe deux points distincts P et Q : vecteur auxiliaire

4PO,IM) = 2(PO,8A) +2(PQ,4B) L

Démonstration

Soit C un point de (OB) ™ [QB) .
Nous avons, pour tout point M
de P :
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MEDUD )N 0] ={: soit (2M) est la bissectrice de [QA) et [Q2B)
soit (M) est bissectrice de [QA) et [Q2C)
iy L
{: soit (2A,OM) = (QM,QB)
= e /‘\
soit (QA,QM) = (QM QC)
’ﬁ;/aa-' %
{: soit (RA,OM) = (QM QB)
== L5 —Fn /"‘
soit (QA,OM) = (9M,QB)+?F
= 2@A,0M) = 2(GM.OB)

5
La suite de la démonstration est laissée aux bons soins du lecteur.

I1. Angles et cercles

1. Caractérisation d’un cercle dont on connait le centre et deux peints.

Théoréme :

Soit, dans le plan P, un cercle (* de centre O et deux points distincts
A et B de ce cercle.
Alors, pour tout point M de P :

ME ¢ \ {A,B] < 2(MA,MB) = (OA,OB) .

Démonstration :

17 partie : Etude directe

Supposons M élément de ¢ \ {A, B] Nous avons alors :
(OA,0B) = (OA OM) +(OM OB)

[T— 2(MO MA)+ [7— Z(MB MO) *)

2(MA MO) +2(MO,MB)

2(MA,MB)

Z8) &

(*) Cette égalité est obtenue, dans le cas général, en utilisant le fait que les triangles OAM
et OMB sont isocéles en O. Elle reste encore vraie dans les deux cas particuliers illustrés ci-
dessus.
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2¢ partie : Etude réciproque
Soit M un point de P\ ({A,B] tel que :
2(MA,MB) = (OA,OB) .

i
!

d

1° - M ne peut étre un point de
(AB) sinon, on aurait :

=5 S~ = .
(OA,OB) = 2(MA,MB) = 0 d
ce qui est manifestement faux.

2° - M ne pedt étre un point de la tangente 1) @ C en A. En effet :
® pour M=K (voir figure ci-dessus), on aurait :

K“_\.\ N -
2(0A,0OM) + 2(MOMA) = 7
car le triangle OAM est rectangle en A, puis :
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R 5 S P
(OA,OB) + (MB,MA) = T
car A et B sont symétriques/pai rapport a (OM) et, compte tenu de ’hypo-
thése, on obtiendrait : (MA,MB)=7 ... ce qui est faux car M n’est pas
un point de JA,BJ[ . ¢
e pour MED \{A,K}, la droite (MB) couperait C en un point N
autre q%t B. On aurait, dans ce cas :
> =¥ 5 S~ >
2(MA,MB) = (OA,OB) () = 2(NA,NB) ... (*) voir étude directe
) = > 5 S~ —_ — W g
puis : 2(MA,MB) = 2(NA,MB) ... car MB et NB sont colinéaires.
Par suite, MA et NA seraient colinéaires ce qui est manifestement faux
car D et C n’ont pas de point commun en dehors du point A.

3° - On est maintenant assuré que la droite (MA) coupe C en un point
M’ autre que A et B. On a alors :

T B S
2(MA,MB) = (OA,OB) = 2(M'A,M’'B) .

. " P =5 3 JE—— —

On en déduit : 2(MA,MB) = 2(MA,M'B) car les vecteurs MA et M’'A
sont colinéaires.

Cette derniére égalité prouve que les vecteurs MB et M’B sont aussi

colinéaires et donc que les points M et M’ sont confondus. Autrement dit,

ona:
MeECHN fAB .. (c.q.f.d.)

D

2. Caractérisation d’un cercle dont on connait trois points

Théoréme :

Soit, dans le plan P, un triangle ABC et (° le cercle circonscrit a
ce triangle.
Alors pour tout point M de P :

el A
ME ¢ \[A,B] = 2(MA,MB) = 2(CA,CB)
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Démonstration :

Désignons par O le centre du cercle C .
Nous avons alors :

A /_p-:’r\
(OA,OB) = 2(CA,CB) .
Par suite : e e
ME C \[A,B} = 2(MA,MB)=(0A,0B)
N e
— 2(MA,MB)=2(CA,CB)
(c.q.f.d.)

3. Angles et cocyclicité

Théoréme :

Soit A,B,C,D quatre points du plan P ; A, B et C étant non alignés.
Alors :

i

il i
A,B,C,D cocycliques = 2(CA,CB) = 2(DA,DB)

Démonstration :
Désignons par (° le cercle circonscrit au triangle ABC. Nous avons alors :

A,B,C,D cocycliques c
= DE C \{A,B]/\ )
= 2(CA,CB)=2(DA,DB) -
—
A t 7 B

>

4. Caractérisation de la tangente en un point a un cercle dont on connait
le centre et un autre point

Théoréme :

Soit, dans le plan P, un cercle ¢ de centre O ; deux points A et B
de ce cercle et ) sa tangente au point A.
Alors, pour tout point T de P :

TE 9 \[A] = 2(AT,AB) = (OA,OB)
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Démonstration :
17 partie : Etude directe D
Nous allons distinguer deux cas :
1°- A et B sont diamétralement opposés.

Dans ce cas :

TE D \[A] = AT L AB
: =5 e R
= 2(AT,AB) =7=(0A,0B) @

- A et B ne sont pas diamétralement oppo-
sés. Dans ce cas, désignons par H le projeté
orthogonal de O sur (AB). On a d’une part :

/‘\ /-,___
2(OA OH)+ Z(AH AO) = . car le trian-
gle OAH est rectangle en H ou encore, du

fait que AH et AB sont colinéaires,

2(OA.OH) + 20AB.A0)=7... ()

Si TE D \[A4] alors on a, d’autre part :
/:F‘
2[(AT,AB) + (AB AOQ)] = 2(AT,AQ) =

Oou encoie :

T S s .
2(AT,AB)+2(AB,AO) = T ... (ii)
Des égalites (i) et (ii) on déduit :

2(AT.AB) = 2(0A,0H) ) = (OA,0B) ...

(*) car (OH) est bissectrice
de [OA) et [OB)

Ainsi se trouve établie la proposition

“Pour tout point T de P, ME D \[A] = 2(AT,AB)=(0OA,0B)
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2¢ partie : Etude réciproque

Soit T un point de P\ [A] tel que :

Désignons par C un point de )
autre que A. Nous avons alors :
2AC,AB)= (OA OB) 2(AT AB)
(voir proposmon ci- dessus)
L’égalité 2(AC AB) T AB)
prouve que les vecteurs A et AT
sont colinéaires. Les points A, C et
T sont donc alignés. Autrement dit:
TE 9 N\ [A]
ce qui achéve la démonstration.

2(AT,AB)=(OA,OB)
o)

5. Caractérisation de la tangente en un point 2 un cercle dont on connait

deux autres points

Théoréme :

Soit, dans le plan P, un triangle ABC ; C son cercle circonscrit

et 9) la tangenteen A aC

Alors pour tout point T de P
TE D\[A] = 2(ATAB)

Démonstration :

2(CA,CB)

Désignons par O le centre du cercle C. Nous avons alors :

(OA,OB)

2(CA CB)

Par suite :

P
ME D \[A] = 2(AT,AB) =
— 2(AT,AB) =
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6. Tableau des principaux résultats

Les données :
Les points O,A,B ; le cercle C .

Le résultat :
P S =
ME C \[A,B] = 2(MA,MB) = (OA,BB)

Les données :
Les points A,B,C ; le cercle C .

Le résultat : ‘
P N =
ME C\[A,B]=2(MA MB)=2(CA,CB)

Les données :
Le quadrilatére A,B,C,D.

Le résultat .
; T .
A,B,C.D cocycliques = 2(CA,CB)=2(DA,DB)

Les données :

Les points O,A,B ; le cercle C , la
tangente 9 en A aC .

Le résultat :

SN T SN
TE 9 \ [A] = 2(AT,AB)=(0A,0B)

Les données :

Les points A,B,C ; le cercle ¢ , la
tangente 9 en A a C .

Le résultat :

TE D (A= 2{AT,AB)=2(CA.CB)

Configuration des “‘angles a doubles
égaux’’

Tous les angles représentés dans la
figure ci-contre ont des doubles
égaux.
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II1. Problémes résolus

Probléme 1

Montrer que les symétriques de I’orthocentre d’un triangle par rap-
port & chacun de ses trois cdtés appartiennent au cercle circonscrit a ce
triangle.

Résolution :

Soit un triangle (ABC), H son orthocentre. A priori, aucun cbté de
ce triangle ne jouant un rdéle particulier, il suffit d’établir que le symétri-
que H; de H par rapport a (BC) appartient au cercle circonscrit au
triangle (ABC).

1.Cas général : le triangle (ABC) est non rectangle

Dans ce cas, désignons par
B’ et C’ les projetés orthogo-
naux de B et C sur (CA) et (AB)
respectivement.

Il est clair que B’ et C’
appartiennent au cercle de dia-
métre [A,H].

Nous avons alors :

i
AL = _Z(Iﬁ) effet de sy

= 2(HC,HB) 1w

= 2¢G",HB") ...  colinéarité de DG ¢ HG
HB et HB'

= .

= 2(AC",AB’) ... cocyclicité de A, H, C’, B’

= 2(AB,AQ) ... colinéarité de 25 ¢ AR
AB’ et AC

On en déduit : A, Hy, B et C sont cocycliques. Autrement dit, H; appar-
tient au cercle circonscrit au triangle (ABC).
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2. Cas particuliers
a) Le triangle (ABC) est rectangle en A
Dans ce cas, A et H sont con-

: : | ::

fondus et situés sur le cercle I' de o

ﬁ T c
U

diamétre [B,C]. Par suite :
s@ec(HET .

Autrement dit : H, appartient au
cercle circonscrit au triangle Hy
(ABC).

b) Le triangle (ABC) est rectangle en B ou en C

1l est alors trivial que H; appartient au cercle circonscrit au triangle
(ABC) puisque H et H; sont confondus avec B ou avec C.

H
A
H
B [ L
c
"U %
Commentaire

L’emploi des angles dans la résolution d’un probléme de géométrie
plane présente souvent quelques petits inconvénients qu’il faut savoir accep-
ter. En effet, il arrive que [’un ou I’autre des angles, qu’on fait intervenir
dans cette résolution soit, lors d’une situation particuliére, non défini parce
qu’un des vecteurs qui entre dans son libellé est nul. C’est, par exemple,
ce qui se passe dans ’exercice précédent lorsque le triangle (ABC) est rec-
tangle en A, B ou C.

Pour étre rigoureux on doit done, en marge du cas général, traiter

4 part les cas particuliers dus a cette anomalie. On verra, a "usage, que
leur étude ne présente aucune difficulté.

Probléme 2

Soit, dans un plan P, un triangle (ABC), M étant un point quelconque
du cercle T circonscrit a ce triangle, on désigne respectivement par P, Q,
R les projetés orthogonaux de M sur (BC), (CA), (AB).
Montrer que les points P, Q, R sont alignés.
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Comment chercher :

On commence par faire une figure. On trace donc un cercle I' puis
un triangle (ABC) non isocéle et non rectangle inscrit dans ce cercle. On
choisit ensuite un point M sur I' de sorte que les différents points cités
dans I’énoncé soient distincts.

Etablir que P, (L‘ R sont alignés revient & montrer, par exemple, que
les vecteurs PQ et PR sont colinéaires ; autrement dit, a prouver que :
2(FQ,PR) = 0.

Cette derniére propositi/og peut encore étre remplacée par :
2PM,PQ) = 2(PM,PR)
qui lui est théoriquement équivalente.
Au vu de la figure ci-dessus, il apparait que les points

M, P, Q, C d’une part

M. P, R E duuirepar sont cocycliques.




On a donc :
* 2(PM,PQ) 2(CM CQ)

= 2(CM CA) ... colinéarité de CQ et CA

2(BM BR)
2(BM BA) ... colinéarité de BR et BA

il

e 2(PM,PR)

e 2(Cf\7[ éA) = 2(BM,§A) ... cocyclicité de C, B, A, M.
On en déduit alors : e
2(PM BQ) = 2(PM,PR) (c.q.f.d.)

Reste encore a remarquer que tous les angles (ou plus précisément ces
doubles d’angle) sont définis dés lors que le point M est distinct de B, C
et A’... A’ étant le point de I diamétralement opposé a A.

On est maintenant en mesure de rédiger une solution.
Résolution (on trace la figure ci-dessus)

Désignons par A’ le point de I' diamétralement opposé a A.
1° - Cas général : METN\(B,C,A")

Nous avons, dans ce cas :

. 2(PM,PQ) = 2(CM CQ) ... cocyclicité de M, P, Q, C
= 2(CM CA) ... colinéarité de CQ et CA

/\\
e 2(PM,PR) = Z(BM BR) ... cocyclicité de M, P, R, B

2(BM BA) ... colinéarité de BR et BA

« 20CM.CA) = 2BM.BA) ... cocyclicité de C, B, A, M.

On en déduit alors :

5 e
, 2(PM PQ) 2(PM,PR)
puis : PQ et PR sont colinéaires.
Autrement dit : les points P, Q, R sont alignés.

- Cas particuliers
a) M=B. Dans ce cas, on a :
P=R . Les points P, Q, R sont donc
alignés. B
b) M=C. Dans ce cas, on a :
P=Q . Les points P, Q, R sont donc
encore alignés.
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c)M=A'.Danscecas,ona: Q=C et R=B et PE(BC). Les
points P, Q, R sont donc toujours alignés.

Nota : La droite Dy déterminée par deux des trois points P, Q, R est appe-
lée droite de Simson du triangle (ABC) relative au point M.

Remarque :
Désignons par P’, Q’, R’ les symétriques de M par rapport a (BC),
(CA), (AB).

Les points P’, Q’, R’ sont respectivement les images des points P,
Q, R par ’homothétie de centre M et de rapport 2. Par suite, lorsque M
appartient au cercle I" :
P,Q, R d’une part
P’, Q’, R’ d’autre part
La droite Dfq déterminée par deux des trois points P’, Q’, R’ est
appelée droite de Steiner du triangle (A, B, C) relative au point M. On a
évidemment :

sont alignés

Digy 47 Dy 5
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Probléme 3

Soit un cercle C , [A,B] un diamétre de ce cercle ; D et 9 5 deux
droites paralléles coupant la droite (AB) en A et B respectivement et M
un point de O “{A,B] .

On désigne par I, J, K les projetés orthogonaux de M sur les droites
(AB), D et D ».

Montrer que le triangle IJK est rectangle en I.
Solution :

Notons d’abord que :

a) les points M, J, K sont alignés ;

b) les points M, I, A, J appartiennent au cercle ¢ ; de diamétre [A,M] ;
c) les points M, I, B, K appartiennent au cercle C , de diameétre [B,M].
Ceci étant :

1° - Lorsque M& D ;U 9 ,, nous avons : figures 1 et 2
2,

fig. 1
PN 5 S~
° 2(JK,JI) = 2(JM,ID) ... voir (a)
= 2(AM,AD) ... voir (b)
= 2(A1\7I,KB) ... car AB est, colinéaire & AT

e 2(KILKI) = Z(AK}EI\\/I) voir (a)

= 2(BL,BM) ... voir (¢)
.. car BA est colinéaire a B_f

I
o
)
oy,
g

On en déduit :
2(JK,JD +2(KLLKJ) = 2(AM,AB) + 2(BA,BM) (= T
(*) car le triangle AMB est rectangle en M.
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L’égalité 2(/?\) + 2(KI, Kifl)‘ T nous prouve alors que le triangle
IJK est rectangle en I.

2° - Lorsque ME D ; ou ME D ,, le triangle 1JK est trivialement rec-
tangle en I comme le montrent les deux figures suivantes.

Probleme 4

Soit un triangle ABC non rectangle, H son orthocentre, A, B;, C;
les pieds des hauteurs issues des sommets A, B et C. Montrer que les droites
(A1H), (BjH), (C;H) sont des bissectrices du triangle A;B;C; .
Solution :
Nous avons :

i g o .
2(A1B;,AH) = 2(CB1,CH) ... car A;, C, By, H sont cocycliques
2(CB;,CC;) ... car CC; est colinéaire & CH
2(BBy,BC;) ... car C, B, By, C; sont cocycliques
2(BH,BC;) ... car BH est colinéaire 4 BB,
2(A1H,1_¥1C1) ... car B, By, H et C; sont cocycliques
ce qui prouve que (A;H) est une bissectrice du triangle A;B;C; .

On établirait de fagon analogue que (B1H) et (CIH) sont aussi des
bissectrices de ce triangle.

I
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Ainsi les trois hauteurs du triangle ABC sont des bissectrices du triangle
AIBICI (qud)

Probléeme 5

Soit quatre points A,B,C,D distincts, cocycliques et tels que les droites
(AB) et (CD) se coupent en P ; les droites (AD) et (BC) en Q.

Montrer que les bissectrices A et A, des droites (PA) et (PC) et cel-
les ) | et i) 2 des droites (QA) et (QC) sont deux a deux paralléles ou
orthogonales.

Solution :

Soit J M un point de A;UA, autre que P
| N un point de 1) ;U ) , autre que Q

2N &
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Nous avons ‘alors -
2(PQ,PA) 2(PQ GA) + 2QA, PA)
2PQ,BC) = 2(PQ OC) +2(QC,PC)

Compte tenu de la caractérisation des bissectrices de deux droites, on obtient
par addition membre a membre

o
4(Pq, PM) 4(PQ,QN) (e)

Relation de Chasles

En effet - o Q L CB
2(Q P = 2(CE'51CD) . colinéarité de PC et CD
= 2(AB,AD) ... cocyclicité de A,B,C, %
> = et
= 2(PA,QA) . colinéarité de? AD et QR
= -2(Q7x f’?\)
de sorte que : 2(QA PA) + 2(QC PC)
De I’égalité (e) on déduit 1mmed1atement
4(PM QN)
puis : =
e 2(PM QN) . ce qui montre que (PM)//(QN)
ou

° 2(PM QN) T ... ce qui montre que (PM) _L (QN)

Ainsi les droites Al et A, d’une part, et ) | et ) , d’autre part,
sont paralléles ou orthogonales (c.q.f.d.).

Probléme 6

Soit (" jet (* deux cercles sécants, A et B leurs points communs ;
A et A’ deux droites passant par A et B respectivement et distinctes de
la droite (AB).

On désigne par P et Q les points d’intersection de A avec et C,,
par P’ et Q' les points d’intersection de A’ avec (') et (5.
Montrer que les droites (PP ) et (QQ’) sont paralléles dans les cas
suivants :
1) les points P, Q, P’, Q’, A et B sont distincts (cas général) ;
2) I’'une des droites A ou A’ est tangente 4 I'un des cercles " ; ou €5,
par exemple A est tangente a ¢’ s
3) les deux droites A et A’ sont I’'une tangente 4 (", [’autre tangente a
(* 9, Dar exemple A est tangente & (° | ;
4) les deux droites A et A’ sont tangentes au méme cercle, par exemple
Ay
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5) deux des points P et P’ ou Q et Q’ sont confondus, par exemple P et
P’. Dans ce cas, on convient que (PP ) désigne la tangente en P au cercle

G is

Solution :
1) Nous avons dans ce cas :
> = =3 3~ = T T [
2(PQ,PP’) = 2(PA£’) ... car PA colinéaire a PQ
= 2(].53 ﬁP’) ... car P, B, A, P’ cocycliques

= 2(BK,B(§’) . }3_6’ colinéaire 2 BB

2QA,QQ") ...car B, Q, A, Q' cocycliques
5 i . . PR

2(PQ,QQ") ... car PQ colinéaire a QA

= >~ 5 -
L’égalité 2(PQ,PP’)=2(PQ,QQ’) prouve que les vecteurs PP’ et QQ’
sont colinéaires et donc que les droites (PP’) et (QQ’) sont paralléles.

2) Nous avons dans ce cas :

= =5 S5~ NS
2(PQ,PP’) = 2(BP,BP’) ... car A est tangente en P &4 (°
= 2(BP,BQ’) ... car BQ’ colinéaire 2 BP’

2((%)’) ... car B, Q P; Q' cocychques
2(PQ,3Q") ... car PQ colinéaire 4 QP

Nous obtenons la méme égalité que dans le cas précédent, ce qui nous
conduit a la méme conclusion.
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3) Nous avons dans ce cas :
g 5~
2APO.PP) 2(BP,BP’) ... car A est tangenteen P a C
2(QP,QQ") ... car A est tangente en Q' a C
(QP.QQ") Acsttangenteen Q' 2 € 2
2(PQ,QQ’) ... car PQ est colinéaires a QP
ce qui montre que les droites (PP’) et (QQ’) sont paralléles.

4) Dans ce cas, la médiatrice D de [A,B] est axe de symétrie de la figure.
Les points P et P’ d’une part, Q et Q" d’autre part, sont homologues dans
la réflexion Sy. Il s’ensuit que les droites (PP”) et (QQ") sont parall¢les.

D
. Q
9 [
ALY
Q,
1 \
> ®y
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5) a) Lorsque A’ est sécante & (° 5, nous avons, en désignant par P’ un
point autre que P de la tangente en P a¢ i

2(PO.PP") = 2(PE& )
= 2(BA BP) ... car(PP’) est tangente 4 (
= 2(132& BQ') .. car BQ’ colinéaire 2 BP
2(QA QQ ) ...car B, Q, A, Q' cocycliques
2P8.0Q") ... car PO colinéaire 2 QA
Egalité qui prouve que les droites (PP’) et (QQ’) sont paralléles.

b) Lorsque A’ est tangente & C 5, nous avons, en conservant les nota-
tions précéfi_entes :
2(PQ,PP’)

-

2(PA, P—P’) ... car PA colinéaire 3 PQ
2(Q A BP) ... car (PP’) est tangente en P 4 C
2(QA QQ ) ...car A’ est tangente en Q' 4 (24

2(PQ.QQ")

Il

Il




Egalité qui prouve que les droites (PP’) et (QQ’) sont paralléles.

Commentaire :

Pour établir le parallélisme des droites (PP’) et (QQ "), on recherche
sur la figure correspondant a chaque cas étudié une suite d’angles qui, par
égalités successives de leurs d_gubles, nous | conduit a la conclusion :

2(PQ,PP’) = 2(PQ,QQ")

On peut ainsi, en représentant de tels angles, concevoir des démons-
trations plus expéditives que celles rédigées ci-dessus. Ici on s’est efforcé
de marquer les différentes étapes a observer pour faire un usage strict des
résultats précédemment acquis. Il nous parait souhaitable, dans un pre-

mier temps, de demander aux éléves des rédactions de ce type de fagon
a leur faire bien assimiler le maniement des angles a ‘‘doubles égaux’’.

Plus tard, on pourra envisager des solutions plus concises. En parti-
culier, la suivante :

Désignons par 6,6, p, q des vecteurs directeurs des droites A, A’
(PP’), (QQ’)... en convenant que :

E est un vecteur directeur de la tangente en P & (* lorsque P=P~’
d est un vecteur directeur de la tangente en Q a ° 5 lorsque Q=Q’

On a alors, quel que soit le cas de figure envisagé :
_/_‘-"*-._

T35~ =LY ==
2(0,p) = 2(AB,0’) = 2(6,q)
ce qui prouve que... etc.

Le fait que le double d’un angle ne change pas, quand on remplace
un vecteur entrant dans son libellé par un vecteur colinéaire, permet d’attri-
buer un vecteur directeur non fixé a chaque droite intervenant dans le
probléme. On n’a plus alors & rendre compte de ces changements de vec-
teurs, ce qui allége d’autant la rédaction de la solution.

Probléme 7

Soit un triangle ABC, son cercle circonscrit (*; M un point de
autre que B et C, P un point n’appartenant pas a ¢ U(MB)U(MC) .

On désigne par :
¢* 1 le cercle circonscrit au triangle CMP
¢* 2 le cercle circonscrit au triangle BMP
Q le point d’intersection, si possible autre que C, de (AC) et °
R le point d’intersection, si possible autre que B, de (AB) et (" ,
A’ le pont d’intersection, si possible autre que M, de (MP) et (°
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1) Montrer que les droites (PQ) et (PR) sont paralléles...
® soit 4 la droite (AA’) lorsque A’ #A
® 5oit 4 la tangente 3 C en A lorsque A’'=A .
Que peut-on en déduire quant aux points P, Q, R ?

2) Examiner le cas particulier ou P est le projeté orthogonal de M sur (BC).
Que représente alors la droite définie par deux des trois points P, Q, R ?

3) On désigne par M; le point de C diamétralement opposé a M.
Montrer que les droites de Simson du triangle ABC relatives aux points
M et M; sont orthogonales.

Solution :

1) Le résultat du probléme 6 appliqué
a) aux cercles C et (, sécants en B et M
b) aux cercles C et C-,‘sécants en C et M

nous prouve que les droites

(PQ) et (AA” R

(PR) et (( AA’)) t sont paralléles
en convenant que (AA’) désigne la tangente en A au cercle C lorsque
A’ =A. Les points P, Q, R sont donc alignés. *

2) Lqrsque Pestle prqjeté orthogonal de M sur (BC), le cercle ¢ | & pour
diamétre [M,C]. Le point Q est alors le projeté orthogonal de M sur (CA).

On montre de méme que R est le projeté orthogonal de M sur (AB).
La droite passant par les points P, Q, R est alors dans ce cas la droite de
Simson du triangle ABC relative au point M (*).

(*) La droite de Simson d’un triangle apparait donc comme un cas particulier de celle
étudiée A la question 1.

170



3) Désignons par P, le projeté orthogonal de M; sur (BC) et par A; le point
d’intersection de (M;P{) et C . Par la symétrie de centre O (centre de C ),
la droite (MP) a pour image la droite paralléle a (MP) passant par M;.
Autrement dit, on a :

Sel(MP)] = (M,Py) .
Il s’ensuit que :
So[(MP)N C ] = So[(MP)INSe( C ) = MP))NC
ce'qui montre que Aj;=Sy(A’).
Le triangle A;AA’ est doncrectangle en A. En d’autres termes, les
droites (AA’) et (AA;) sont orthogonales.

Par suite, les droites de Simson du triangle ABC relatives aux points
M et M, étant respectivement paralléles a (AA ') et (AA,) sont aussi ortho-
gonales (c.q.f.d.).
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IV. Ligne de niveau (A,B);
1. Définition :
létant donné deux points distincts A et B du plan P et un angle &.

On appelle ligne de niveau & pour le bipoint (A,B) I’ensemble noté
(A,B)g-des points M de P\ [A,B] tels que

2
&
£
=
I
R

Ainsi, par exemple :
* (A,B)s=(AB)\[A,B]

* (A,B)7=1A,B| A ™ 2
_ — —_ = —— - — -

z
FS
w

2. Mise au point

Pour aborder la détermination de (A,B)5 lorsque & n’est ni nul, ni
plat, il convient de préciser ce qui doit étre connu concernant les demi-
plans et les disques.

a) Sur les demi-plans
On admet que :

Toute droite A du plan P par-
tage celui-ci en deux parties con-
vexes P et P,, appelées demi- 1 A
plans ouverts de frontiére A, A :
satisfaisant a :

1-PiNPy=¢
et P]UP2=P\A

2 - Pour tout point A de Py et
tout point B de P,, le segment
1A,B[ et la droite A ont en com-
mun un point et un seul.

Les ensembles P{UA et P,UA sont appelés demi-plans fermés.
On consideére le résultat suivant comme acquis.

Soit P1 un demi-plan ouvert (fermé) de frontiéreA et A un point de P;.
Alors I'image de P, par une réflexion S est le demi-plan ouvert (fermé)
de frontiére S(A) contenant le point S(A) .
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On établit alors facilement les deux propriétés suivantes :

Etant donné un demi-plan fermé
P, de frontiére A, toute demi-
droite [AB) telle que AEA et
BEP; est contenue dans P;.

/ T

A faY
Soit M et N deux points distincts
appartenant respectivement a
deux demi-droites distinctes
[AB) et [AC). N
Alors le segment ]M, N[ et la bis- ¢
sectrice de ces demi-droites ont
en comimun un point et un seul.

A & s

b) Sur les disques

Sont connues :
® la convexité du disque
® P’intersection d’une droite et d’un disque.

3. Deux résultats importants

Théoréeme 1 :

Soit A et B deux points distincts d’un cercle C , A la médiatrice de
[A,B], M un point quelconque de © \{A,B}.

Alors la bissectrice des demi-droites [MA) et [MB) passe par le point
de AN (° n’appartenant pas au demi-plan de frontiére (AB) dont
M est élément.

Démonstration : A

Observons d’abord que la propriété “
annoncée est trivialement vérifiée lors-
que MEA.

>
A
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Supposons maintenant que M€ A . Soit I et J les points communs 4 C
et A. Nous avons : figures 1 et 2

d’une part :
2(@) = Z(ﬁ car M, J, A, I sont cocycliques
3 3 res 3 3 ] .
2(MLLMB) = 2(JI,IB) ... car M, :l , I, B sont cocycliques
d’autre part :

T T
TR 30 = OL.IB)... car Aot Hissactiion des demi-droites [14) s TB) .
Il s’ensuit que : £ e
2(MAMI) = 2(MI,MB) ...
ce qui montre que le point I appartient 4 I’'une ou a ’autre des bissectrices
B et B ' des droites (MA) et (MB)..

Comme les droites (MI) et (MJ) sont orthogonales, on est assuré que
le point J appartient a celle des déux bissectrices qui ne passe pas par I.

Convenons alors de désigner par B la bissectrice des demi-droites
[MA) et [MB) et par I le point de AN C qui lui appartient. On sait que
B a, avec le segment JA,B[, un point commun E et un seul (voir
figure 2). Ce point E de ]A,B[ est élément du disque ouvert . Donc
ona: EE®N N @ c’est-a-dire EE€]M,I[. Ainsi se trouve établi que le
point M et le point ] communa % , C et A sont situés de part et d’autre
de la droite (AB) (c.q.f.d.).
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Théoréme 2 :
Soit A et B deux points distincts d’un cercle C , A la médiatrice de
[A,B], D latangente & C au point A, T un point quelconque de
DA} .
Alors la bissectrice des demi-droites [AT) et [AB) passe par le point
de AN C appartenant au demi-plan de frontiére (AB) dont T est
élément.

Démonstration :
Soit I et J les points communs & C et A. Nous avons : figures 1 et 2

V:’

I

d’une part
S
Z(AI,AI) = 2(JAJI) ...car TED

2(ALAB) = Z(ﬁ,Jﬁ) ... car A, J, I, B sont cocycliques
d’autre part :
(JA,Ji) = (JT,JT:‘) ... car A est bissectrice des demi-droites [JA) et [JB).
11 s’ensuit que : e T,
2(AT,Al) = 2(ALAB) ...
ce qui montre que le point I appartient a I’'une ou a I’autre des bissectrices

Bet B ’ des droites (AT) et (AB).

Comme les droites (AI) et (AJ) sont orthogonales, on est assuré que

le point J appartient a celle de ces deux bissectrices qui ne passe par par I.

Convenons alors de désigner par B /a bissectrice des demi-droites
[AT) et [AB) et par I le point de AN € qui lui appartient. Désignons
encore par P le demi-plan fermé de frontiére © contenant I et par S
la réflexion de droite B3 . Nous avons S(‘D )=(AB) et S(I)=1 desorte
que S(P)) est le demi-plan fermé de frontiére (AB) contenant I.
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Notons maintenant que B est élément de P... sinon le segment [I,B]
aurait un point commun E avec la droite 1) . Ce point E appartiendrait
au disque fermé et, de ce fait, la droite ) passant par les points dis-
tincts A et E ne serait pas tangente a (" .

Il en résulte que : [AB) C P,
puis : S([AB)) C S(Py)

Autrement dit, la demi-droite [AT) est incluse dans le demi-plan fermé
de frontiére (AB) contenant I.

Concluons : le point T et le point [ commun & 3 , (" et A appar-
tiennent au méme demi-plan de frontiére (AB) (c.q.f.d.).

4. Détermination de (A,B); pour ad#0 et @#T

a) Pour se faire une idée, la droite /) étant la tangente au cercle (° au

point A, on sait que les angles représentés sur la figure ci-contre ont tous

des doubles égaux.

En posant : (A:F,A_]é) =0 on a donc, pour tout point M de ¢ \{A,B]:
2(MA,MB) = 2&

c’est-a-dire : o

(MAMB)=& ou (MAMB)=a+7.

Désignons par P, celui des demi-plans ouverts de frontiére (AB) qui
contient T, par P; 'autre. Il semble plausible, au vu de la figure, que :

(MA,@) =& lorsque ME (" NP,
= S - B R
(MA,MB) = a+7 lorsque ME " NP,
ce qui nous permet de formuler la conjecture : (A,B)g= * NPy .
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b) Veérification de la conjoncture précédente

Etant donnés deux points distincts A et B du plan P et un angle &
autre que 0 et 7, désignons par :

. o e

e [AT) la demi-droite de P telle que (AT,AB)=o (%)
e C e cercle passant par A et B et tangent a la droite (AT)
e P; et P, les demi-plans ouverts de frontiére (AB) avec TEP,
e A la médiatrice du segment [A,B]
o[ et Jles points de AN C avec JEP; .
Il s’agit de montrer que : (A,B)z= C NP, .

Nous avons, pour tout point M de P\ {A,B] :

= = >~
1°-ME C NP; = 2MAMI) = Z%TgAI)

= (MA,MB) = (AT,AB) = @ ... car
(MI) est bissectrice des demi-droites [MA) et [MB)
(AI) est bissectrice des demi-droites [AT) et [AB)

= ME(A,B)s

ce qui prouve I’inclusion :
C NP,C(A,B)z... ()

(*) Sa construction fera I'objet d’une étude ultérieure.
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2° - M& ¢ NP; = *soit M& C ... figure 1

e soit ME C NP, ... figure 2
A
\| /
A
-\-' / \ e
&y
—_ — A : B
/
%

e s TS
* Dans le premier cas, nous avons : 2(MA,MB) # 2(AT,AB)
c’est-a-dire : 2(MA,MB) # 2&
. AN i
On en déduit : (MA,MB)#@ , autrement dit : M€ (A,B)z.

® Dans le deuxiéme cas, T’ étant le point de P; tel que AT’ =~
e

nous avons : 2(‘MA,1\ZJ) = Z(KT’,KJ)
= B
On en déduit : (MA,MB) = (AT’,AB)

(M1J) est bissectrice des demi-droites [MA) et [MB)
Car { (AJ) est bissectrice des demi-droites [AT’) et [AB)

puis' : (MA,MB) = (AT,AB)+ =&+ T
et enfin : (MA,MB)#@ autrement dit : M€ (A,B)5
Ainsi : M€ ¢ np; = MQ(A,B){;;

Il s’ensuit que : ME(A,B)yy= ME C NPy
ce qui prouve l'inclusion :  (A,B)gC C NPy ... (ii).

Concluons : Il résulte de (i) et (ii) que : (A,B)g= C NP;.
On retiendra donc le résultat suivant :
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Théoréme :

Etant donnés deux points distincts A et B du plan P et un angle &
autre que 0 et T

I’ensemble des points M de P\ {A,B] tels que (MA MB) o

Autrement dit, la ligne de niveau (A,B)gzest 'arc ¢ NP;

ou

e (C est le cercle passant par A et B et tangent 3 la droite (AT)
définie par (AT,AB)=&

¢ P, est le demi-plan ouvert de frontiére (AB) dont T n’est pas élément.

Remarque : La ligne de niveau (A,B)gp4-est 'arc C NP,

5. Construction de (A,B);
A, B et @ sont donnés. a0 et T#7.

a) Construction de la demi-droite [AT) telle que (Aﬁ'f A§)=(‘f

On peut considérer, sans diminuer Ia généralité, que &@ est donne sous
la forme de I’angle d’un couple de deux vecteurs non nuls OU et OV de
méme norme.

Désignons alors par :

e t la translation de vecteur OA

e U, et V, les images de U et V par t

es la réflexnon qui échange les demi-droites [AU,) et [AB)
eUyet V, les images de U, et V, pj\r §.




Nous avons :

=T T gy
(AU,AVy) = (OU,0V) ... effet de t

puis : i e Sy
(AV;3,AUy) = ~(AY,AUY) ... effet de s

(AU, AV)) = (OU,0V) = @

et enfin, en notant T un point autre que A de la demi-droite [AV;), on
obtient :

(ﬁ) = (0V,,0Uy)
PE. = s 2

c’est-a-dire : (AT,AB) = @

Remarque : Les transformations t et s étant des isométries, on a donc :
AUy=AV,=0U=0V et UyV,= uv.

En marge de I’¢tude théorique précédente, on voit alors comment,

en pratique, se servir du compas pour construire la demi-droite [AT) telle que

(AT,AE) =0.
b) Construction de (A,B),

On trace successivement :
—-"’-“-h"‘-. — b
e la demi-droite [AT) telle que (AT,AB)="x... voir (a)
e la médiatrice de [A,B] et ’orthogonale en A 4 la droite (AT).

Ces deux droites se coupent en O.
e la partie du cercle de centre O passant par A contenue dans le demi-plan

de frontiére (AB) dont T n’est pas élément.

8,

\o

V. Problémes résolus

Probléme 8

Soit un cercle C , I un de ses points ; I un cercle de centre I coupant
en deux points distincts A et B, M un point de C \([A,B].
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On désigne par N le point d’intersection, autre que B, de la droite
(BM) et du cercle I'. Montrer que le triangle AMN est isocéle en M,

Solution

Désignons par @ le disque de frontiére I". Deux éventualités sont &
envisager :

1. ME@I’] C . Dans ce cas :
e o q . =
(NA,NM)+(AM,AN) = T :}M\I‘)\I,MA)
= (Mﬁ,M}N)+(MN,MB) ... car ME|]B,N[

i
= (IA,IB) ... car M&arc AIB

¢ T

2 M@ﬂ (J/‘[\)a\ns ce cas : .
= = —~ =
(NA,NM) + (AM,AN) = 7T— (MN,MA)

... car MNER, MB

... car les points M et I
du cercle (° appartien-
nent a deux arcs dis-
tincts d’extrémités A et
B.
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Ceci étant, dans les deux cas, on a :
= > = > L
(NA,NM) + (AM,AN) = (IA,IB)
2(NA,NB) ... car NET
2(NA NM) ... car NM est colinéaire 2 NB

On en déduit : (AM AN) (NA NM) . ce qui prouve que le triangle AMN
est isocele en M (c.q.f.d.).

Probléme 9

Soit M un point d’un arc AB porté par un cercle C . Déterminer pour
quelle(s) position(s) de M sur I’arc AB la somme MA +MB est maximum.

Ecartons d’abord les cas

M=A et M=B pour !
lesquels le maximum de
MA=MB n’est visible-
ment pas réalisé.

M étant maintegant un
point de I’arc AB autre
que A et B, on remplace
le segment [M,A] par le
segment [M,N] ot le point
N est tel que ME[B,N]

et MN =MA.
|
On a alors :
—‘>/\—>\ — —— ‘
2(NA,NB) = 2(NA NM) .. car NB et NM sont colinéaires
= (M_N,M’A) . car le triangle AMN est isocéle
o en M
= (MAMN)+ 7T
= iyt
= (MA,MN)+ (MN,MB) ... car ME[B,N]
(MA MB)
(fA,ITB) ... en désignant par I le point de

l'arc AB équidistant de A et B.

Cette derniére égalité prouve que le point N est élément du cercle (2’

de centre I passant par A (et par B).
Cela dit, soit D le point de (’ diamétralement opposé a B.
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Alors :

e pour tout point M de AB autre que A, B et I le triangle BND est rectangle
en N et on a BN<BD, c’est-a-dire MA+MB<IA+1IB ;

e pour M=1, on a trivialement MA+MB=IA+1B .

Ainsi, lorsque M décrit 1’arc ATB, le réel MA + MB est maximum
pour M =1 et uniquement dans ce cas.

Remarque : Du fait que AB<IA +1B , on peut étendre le résultat précé-
dent aux cas o M=A et M=B.

Ainsi, pour tout point M de ’arc AﬁS (A et B compris), le réel
MA + MB est maximum lorsque M =1 et seulement dans ce cas.

Probléeme 10
Montrer qu’un parallélogramme inscrit dans un cercle est un rectangle.

Solution : ' :
Désignons par I le centre du m
parallélogramme ABCD inscrit > &

dans un cercle
Nous allons proposer pour cé pro- £
bléme deux solutions. La premiére,
a I’opposé de la seconde, prend en
compte le fait qu’un demi-plan est
une partie convexe du plan.

1) Nous avons d’une part :
(A_E,AD) = (CD;CB) ... effet de la symétrie de centre I

d’ex;t%part ; T
(AB,AD) = (CB,CD)+T

y

... car A,B,C,D, sont cocycliques
A et C ne sont pas dans le méme demi-plan
de frontiére (BD), sinon ...

On en déduit, par addition membre & membre : 2(A—}§,A_f)) =7 ce qui
prouve ’orthogonalité des droites (AB) et (AD). Le parallélogramme
ABCD est donc un rectangle.

2) Nous avons d’une part :

2(AB,AD) = 2(CD,C_53) ... effet de la symétrie de centre I
d’autre part :
2(A%,A = 2(@) ... car A, B, C, D sont cocycliques.
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' il ”
On en déduit, par addition membre & membre : 4(AB,AD)=0, puis :
2(@ ou 2ABAD)-T.

Or, ’éventualité 2(AB,AD)=0 qui traduit que les vecteurs AB et AD
sont colinéaires ne peut se produire. Finalement, on a :

2AB.AD) = 7
qui conduit & la méme conclusion que précédemment.

Probléme 11

Un point M décrit un arc de cercle d’extrémités A et B. A chaque point
M (M#A et M+#B), on associe le point N de la droite (MA) tel que le
triangle MBN soit rectangle en B. Quel est le lieu des points N ?

Solution :
Désignons par O.le centre du
cercle C portant I’arc AB, par E le

lieu cherche wons : &
=
(OA,0B) =0 .
On peut alors observer que A est un <
point de E, voir figure 1. ﬁN <
Ceci étant

a) supposons que N soit un point de
E autre que A.

On a alors : voir figure suivante
T = - iy
2(NM,NB) = m—2(MB,MN) ... car le friangle MBN est rectangle en B.

On _?)\%Sdult : o - -
2(NA,NB) = T—2(MB,MA) ...car NA est colinéaire & M
MA est colinéaire 2 MN

ce qui montre que N appartient au cercle I' de centre () passant par A ou
Q est le point diamétralement opposé a O sur le cercle circonscrit au
triangle AOB.
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En outre, les points M, A et N étant alignés, N appartient aussi a la
partie J3 (en grisé sur la figure). On est ainsi assuré que N est élément
de Parc 'NP . Autrement dit, ona: ECI'NG .

Réciproquement, soit N un point autre que A de 'arc TNJH .
Désignons par M le point de la droite (NA) tel que le triangle NBM
soit rectangle en B.

On montre alors comme précédemment que M appartient a ’arc
CNPB et donc N est un point du lieu. Autrement dit, on a :

s gk .

Conclusion : Le lieu cherché est 'arc I'M$B — sur la figure ’arc
.BAD , B et D exclus.

Probléme 12

Soit A et B deux points diamétralement opposés d’un cercle (* de
centre O. Deux points D et E décrivent ce cercle de sorte que 'angle

(OD,OFE) reste égal 4 un angle @ donné (@+0 et &+7).

On désigne par M le point d’intersection des droites (AE) et (BD).
Quel est le lieu des points M ?

Nota : On convient de remplacer (AE) — respectivement (BD) — par la
tangente 2 C en A — respectivement en B — lorsque E=A (D=B).
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Solution :

i
m
59

e

A o - ﬂ (o]
¢ &
Jigi 1 fig. 2
Nous avons, pour E#A, E¥B, D#A...(figure 1):
ae e = . —
2(MA,MB) = 2(MA,M})& ... car MD est colinéaire 3 MA

T—2(AD,AM) ... car le triangle MAD est rectangle en D
T— 2(AD,XE) ... car AB est colinéaire 3 AM

Il

= 51'\—(6_5,0 ) ...car A, E, D sont éléments du cercle
- C de centre O

La m&me démonstration s’applique au cas o E=A(figure 2):
2(Mm) = 2(MA,MD) = 7T-2(AD,AM)
= T—(OD,OE) . ... car (AM) est tangente en A a C
Lorsque E=B ou D=A on arespectivement M=A ou M=B.

mﬁ |
A - En i
D
(J

i

0

(J
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Ainsi, tout point M du lieu L cherché est un point du cercle I" de cen-
tre Q passant par A ou  est le point de la médiatrice A de [A,B] tel que

((ﬁ,&ﬁ) =T-u.

Le détail de la construction du cercle I' est donné dans la figure ci-
dessous ou on a visiblement :

(QA,QB) = T-20 = T-0
On a donc : LcT .

Réciproquement, soit M un point de I" autre que A et B. Nous avons
(figure 3) :

= >
OD.OF) = 2AD,AE) ... lorsque M#M,

2(AD,AM

T Z(MA,%) ... car le triangle ADM est rectangle en D
T—2(MA,MB) ... car MB est colinéaire 8 MD
T—(QA,QB) ... car MET

= P

ce qui montre que M est élément du lieu L cherché. Comme A et B sont
visiblement des points du lieu, on a donc : 'CL .

Ainsi le lieu cherché est le cercle I" .

|

I

Q)
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Y. Pour conclure

Remarque 1
On se place dans 'hypothése ol le déroulement de 1’exposé est
1° partie B - 2° partie C.

Force est alors de constater qu’il est possible de résoudre des problémes
de géométrie plane a I’aide des angles sans que le plan soit préalablement
orienté,ni introduite la notion de mesure d’un angle.

Remarque 2

On se place encore dans ’hypothése ol le déroulement de I’exposé est
1° partie A - 2° partie C.
a) On définit alors comme suit ’orientation des plans P et P.

Désignons par 7 et 7 les vecteurs de
T’y (respectivement par J et J’ les 5
points de I'y) représentant les deux
angles droits (direct et indirect).
Orienter P et P consiste 4 choisir entre
e d 2>

les angles (1,3 )et(1,77) ) T

- =
—respectivement (O1,0) et (O1,017)—
celui qui sera ’angle droit direct (on
connait la réponse : ( T), 7) est ’angle
droit direct).

=

Jl

b) Etant entendu qu’il est hors de propos d’introduire & ce niveau la notion
de mesure d’un angle de fagon convenable, on adopte la présentation faite
dans la partie B, paragraphe I. On admet alors que ’application

V: A-]-m,+7]

~

£ =+ X
satisfait a la propriété suivante :
Y@,9E A2, Y@+0)=yY@+y@) [27]

Remarque 3

Il nous semble préjudiciable de faire prématurément la confusion
d’écriture entre un angle et une de ses mesures. Parce que, derriére Ie
nombre qui le mesure, I’angle d’un couple de vecteurs non nuls se méta-
morphose souvent dans I’esprit des éléves en un angle géométrique. Ce déra-
page vers une notion plus familiére peut alors les amener a ““établir’’ de
faux résultats. Pour illustrer ce propos par un exemple, reprenons le pro-
bléme n° 11 dont on rappelle briévement [’énoncé :
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“Un point M décrit un arc AB. A chaque point M, on associe le point
N de la droite (MA) tel que le triangle MBN soit rectangle en M. Lieu des
points M ?”°.

Solution :
Posons (MA,MB)=q . On a alors :
(NA,NB) = % ~a.

Donc N appartient a la ligne de niveau (A,B)
z-

Réciproguement, soit N un point de (A,B) .
‘5 =i
Désignons par M le point de la droite (NA) tel que le triangle NBM soit
rectangle en B. On a alors :

(NA,NB) = %—a.

On en déduit : (MA,MB)=cq . Donc M appartient a ’arc donné AB.

Tout point N de (A,B) , est ainsi un point du lieu cherché.
7 -

Conclusion : Le lieu des points N est I'arc (A,B) .
o

On observera que dans la premiére solution de ce probléme ot il n’est
pas fait appel aux mesures des angles, I’emploi des doubles d’angle est
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nécessaire pour traduire que le triangle MBN est rectangle en B (voir carac-
térisation du triangle rectangle). On en déduit alors que le point N appar-
tient & un cercle passant par A et B. La réciproque, en prenant N sur ce
cercle, ne peut E_{ors conduire qu’a ’appartenance du point M, non pas

4 I’arc donné AB, mais au cercle qui porte cet arc.

On est donc contraint pour atteindre 1’objectif visé de restreindre le
“lieu de N”’. On est alors en mesure de fournir une ‘““bonne solution’’.

Remarque 4

L’utilisation fréquente de doubles d’angle dans la résolution de pro-
blémes nous améne 4 introduire dans I’ensemble 4 des angles la relation

R définie comme suit :
- - _
ATRE = 2a=28.

Cette relation est manifestement une relation d’équivalence. En outre,

elle est trivialement compatible avec la loi additive de £ . On peut donc

installer sur ’ensemble quotient # /R une loi quotient, notée +, qui
confére 4 cet ensemble une structure g:_\groupe commutatif.

Le fait que le double d’un angle (u,v) reste invariant lorsqu’on rem-
place respectivement U et V par des vecteurs non nuls des droites vec-

torielles R et R.V nous conduit & adopter la notation (R.W,R.V) pour
désigner la classe de (ﬁ\_ modulo &

On dit alors que (R.4,RV) est ’angle du couple de droites (R.,R.V).

) e i

C’est I’ensemble de tous les couples de droites (R.X,R.Y) tels 2(X,y) = 2@U,v).

En conséquence, un quelconque élément de ’ensemble A /R devrait
étre appelé :
e angle d’un couple de droites vectorielles si ’on fait référence au plan
B
¢ angle d’un couple de directions de droite si I’on fait référence au plan
ponctuel P.

Mais il est de tradition de remplacer les directions de droite par des
droites de P pour désigner les éléments de - /R .

Par exemple, la notation (m’) qui se lit “‘angle A,A "’ désigne I’an-
gle du couple des directions de droite auxquelles A et A’ appartiennent
respectivement.

Un tel abus de langage et d’écriture est évidemment trés commode.
Il ne présente en outre aucun danger dés lors qu’on convient que ‘“I’angle
de deux droites paralléles’ est nul.

L’emploi des ‘‘angles de droites’’ dans certains problémes peut allé-
ger la rédaction de la solution. Par exemple, celle du probléme 6 peut se
résumer a :
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e iy
(PQ,PP’) = (AB,P'Q")
/\“\.
(PQ, QQ")

en convenant que :
(PP’) désigne la tangente a C ; en P lorsque P’ =P ;
(QQ’) désigne la tangente 4 C , en Q lorsque Q' =Q .

Par contre, il est des problémes pour lesquels les angles de droites sont
des outils inadaptés et donc d’aucun secours. Citons & titre d’exemple le
probléme 12.

En définitive, pour faire un bilan concernant leur utilisation, disons
que hormis le fait qu’ils permettent une solution plus concise de certains
problémes, leur introduction au niveau des classes de lycée ne parait pas
étre une impérieuse nécessité. Ajoutons a cela que pour bien les utiliser
en situation de recherche sur une figure, il est bon d’avoir au préalable
une bonne expérience du maniement des angles & doubles égaux.
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