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Eltym : mouvement de la roue (latin :
“rota’’), d’ou le sens cinématique. Le sens
geometrique en est issu, mais il doit en étre
soigneusement distingué. L’Analyse
vectorielle a iIntroduit le terme dérive :
rotationnel.

1. Lesrotations en Géometrie euclidienne.

Les rotations sont ici des transformations d’un espace vectoriel
réel euclidien (rotations vectorielles) ou d’un espace affine euclidien

(rotations affines).

1.1. Rolations vectorielles.

E désigne ici un espace vectoriel reel de dimension fini non

nulle n .

1.1.1. Deéfinitions et propriétes generales : Un endomorphisme
orthogonal ou isometrie vectorielle de E est dit isometrie paire (ou
positive) ou rotation vectorielle (resp. isometrie impaire (ou
negative) ou retournement (*)) si son determinant est +1
(resp. — 1).

On designe par O(E) (resp. O"(E), O (E)) I’ensemble des
isometries (resp. rotations, retournements) de E. Pour la composi-
tion des applications, O(E) est un groupe qu’on appelle groupe
orthogonal de E et O"(E) en est un sous-groupe parfois appelé
groupe special-orthogonal de E et note SO(E) .

30+(E) , O'(E)i est une partition de O(E), et pour tout retour-
nement ¢ de E, I’application p ——0°op de O"(E) sur O(E)
est bijective (on traduit ce fait en disant que O*(E) est un sous-
groupe d’index 2 de O(E) ).

(*) L’utilisation du mot retodfnement pour désigner d’autres transformations,
telles que les symetries-droite en dimension 3, est déconseillée.
Pour les isomeétries et rotations vectorielles, ’adjectif ‘‘vectorielles’’ est
souvent omis quand aucune ambiguité n’est 4 craindre.
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On peut donner des rotations de E d’autres caracterisations :
1) ce sont les isométries conservant 1’orientation ;

2) ce sont les endomorphismes de E tels qu’il existe au moins une
base orthonormale de E dans laquelle la matrice associee est
orthogonale directe ; il en est alors de meme pour toute base
orthonormale de E ;

3) ce sont les isométries de E dont le sous-espace des vecteurs inva-
riants est de codimension paire dans E (on rappelle que la codi-
mension d’un sous-espace F de E est dim(E) —dim(F) ).

Le groupe des rotations est commutatif si et seulementsi n =1
ou n=2.Si n=1, O (E) a pour seul élément 1’application iden-
tique I de E, et O(E) = 31, —Ig :

1.1.2. Cas d’un espace de dimension 2 : L’application qui a une
rotation associe son angle-de-couple [ANGLE, 2.2, |est un isomor-
phisme de O " (E) sur le groupe des angles de E.

Si E est oriente, il existe un isomorphisme canonique du groupe
des angles de R* sur celui de E ; on peut alors introduire la notion de
rotation d’angle a, ol « est un angle de R*. Dans toute base
orthonormale directe, la matrice de la rotation d’angle « est

[(SJ;;S OC: r 21:;;:] (ce qui est une des facons de definir Cos et Sin).

1.1.3. Cas d’un espace de dimension 3 : Si n = 3, une rotation
autre que I est une isometrie dont le sous-espace des vecteurs inva-
riants est une droite ; cette droite est dite axe de la rotation.

Une symeétrie orthogonale par rapport a une droite est ici une
rotation (™).

Supposons E orienté. Soit o un angle de R*, et d une demi-
droite de E : on peut alors definir la rotation p d’angle o autour
de d [DIEDRE, 3.6. |. Si (i,j,k) est une base orthonormale directe
de E telle que % soit le vecteur unitaire de d , la matrice de p dans

Cosa¢ —Sina 0
cette base est : | Sin « Cosa 0]. On peut d’ailleurs exprimer
0 0 1

(*) Le terme “demi-tour’ pour nommer cette transformation est déconseillé :

son sens littéral (moitié d’un tour) devrait réserver son usage mathema-
tiques aux phases.
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p al’aide du produit scalaire et du produit vectoriel de E :

p(x)= (1 —Cosa) (klx)k + (Sina) (# A x) + (Cos a)x .
Deux rotations autres que I ne commutent que dans les deux cas
suivants :

— elles ont meme axe ;

— ce sont deux symetries par rapport a des droites orthogonales.

1.1.4. Cas des espaces de dimension au moins 4 : On peut
representer une rotation p a 1’aide d’une decomposition en somme
directe de certains sous-espaces stables par p et deux a deux ortho-
gonaux :

— le sous-espace S des vecteurs invariants par p ;

— le sous-espace S’ des vecteurs transformés par p en leurs
opposes (ce sous-espace est de dimension paire) ;

— des plans P ;9 P2._. e Ph3 tels que p induise dans chaque PI. une
rotation d’angle ni nul ni plat.

Soit une base orthonormale de E constituée par des bases de
S, S, P,P,, .. P ;soit 0. I'angle-de-couple de la rotation induite
par p dans P, ; chaque P etant oriente par sa base, la matrice de p

dans cette base de E est :
: = 1 —|

1

=

-1

0 Sin 8, Cos f,

Cos 6, —Sin 4,
Sin Ek Cos 'Hk
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1.2. Les rotations affines.

¢, désigne ici un espace affine sur 1’espace vectoriel reel euclidien

E de dimension finie non nulle n. Si f est une transformation
—

affine de & , désignons par / ’endomorphisme de E associe a [ .

1.2.1. Définitions et propriétés génerales :
Une isométrie paire de & est une transformation affine [ telle

.ﬁ.
que [ estune rotation de E ; une telle transformation s’appelle aussi
deplacement.

Une rotation de & est une isometrie paire de & ayant au moins
un point invariant.

L’ensemble des points invariants par une rotation g est un sous-

espace affine dont la direction est le sous-espace vectoriel des
%

vecteurs invariants par g .

_-).
Si n est pair, les isometries [ telles que [ n’a que 0 pour
vecteur invariant ont un centre, c’est-a-dire un unique point
invariant.

Dans une droite affine euclidienne, ’application identique est la
seule rotation ; les autres isometries paires sont des translations.

1.2.2. Cas d’un plan affine euclidien : Toute isomeétrie paire qui
n’est pas une translation est une rotation. Une rotation autre que
’application identique a un point invariant et un seul. Elle est carac-
térisée par son centre et la rotation vectorielle associee. La rotation
de centre A et d’angle 0 est ’application g définie par :

g(A) = A, et pour tout M autre que A, (A_M, Ag(M)) =0 et
| aMll = | agvl .

1.2.3. Cas d’un espace affine euclidien de dimension 3 : Une
rotation autre que l’application identique a pour sous-espace de
points invariants une droite, qu’on appelle son axe, ; elle est determi-
née par un point de son axe et ‘la rotation vectorielle associee.

L’espace étant orienté,ssoit A ‘une droite, « un angle de R* et d
une des deux demi-droites de la direction de A, on definit la rota-
tion g d’angle o autour de la droite orientee (A, d) de la facon
suivante : M et g(M) ont méme projection orthogonale H sur A ;
et si M appartient a A, g(M)= M; sinon, le diedre
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(d, (HM, Hg(M))] est représenté par « [DIEDRE, 3.4. |, et
|Ez@)l| = [[FM| -

Le produit de deux rotations n’est une rotation que dans les deux
cas suivants :

— leurs axes sont concourants ;

— leurs axes sont paralleles et leurs angles non opposes.

1.3. Autres sens geometriques du mot ‘“‘rotation”.

On utilise parfois aussi le mot “rotation’ dans le cas de structures
qui généralisent celle d’espace réel euclidien (certaines propriétes
pouvant étre assez differentes). C’est le cas :

1) d’un espace vectoriel pseudo-euclidien : c’est un espace vecto-
riel sur un corps commutatif muni d’une forme quadratique non
dégénereée ; les rotations y sont les endomorphismes qui conservent
la forme quadratique et qui ont pour determinant 1.

2) d’un espace vectoriel hermitien : c’est un espace vectoriel sur
C, muni d’une forme hermitienne non deégéneéree ; les rotations y
sont les endomorphismes qui conservent la forme hermitienne et qui
ont pour determinant 1.

2. Lesrotations en Cinematique.

2.1. Mouvement de rolation autour d’une droite.

Un solide est anime d’un mouvement de rotation autour d’une
droite /A si chaque point de A est un point fixe du solide. Etant
donnees deux positions quelconques du solide, il existe une rotation
(au sens geométrique) d’axe A qui transforme 1’une dans 1’autre.

Dans un mouvement de rotation autour d’une droite A, la
trajectoire de chaque point du solide est un cercle, ou un ‘arc de
cercle, d’axe A.
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Les points du solide non situés sur 1’axe ont, a un instant, la
méme vitesse angulaire qu’on appelle la vitesse de rotation du solide
a cet instant.

Orientons 1’espace ; soit k£ un vecteur unitaire de A ; soit w la
mesure en radians de la vitesse de rotation du solide dans le plan
vectoriel orthogonal de A orienté par le choix de k& ;la vitesse d’un

—
point M du solide estalors: V.. =w k A OM,ou O estun point

quelconque de A . Le vecteur w k, indéependant du choix de &,
s’appelle le vecteur-vitesse de rotation instantané du solide.

Un mouvement de rotation autour d’une droite est uniforme
quand sa vitesse de rotation est constante.
2.2. Mouvement de rotation autour d’un point.

Un solide est animé d’un mouvement de rotation autour d’un
point O si O est un point fixe du solide. Exemples : mouvement
“a la Poinsot’’, mouvement de Lagrange et Poisson (mouvement du
gyroscope, en particulier).

2.3. Vitesse instantanee de rotation.

A tout instant, le champ des vitesses des points d’un solide X~ est
equiprojectif ; il définit donc un torseur dont le vecteur (ou resul-
tante) (2 est le vecteur-vitesse de rotation instantane de %~ .Si M

et N sont deux points de 2 , VN = Vo =2 A ﬁ_ﬁ :

Supposons maintenant {2 non nul. Le torseur des vitesses de X
a un axe A, appele axe instantane du mouvement de X .

Soit VM la vitesse du point M de X et soit V;ﬂ la projection

orthogonale de V, sur le plan vectoriel orthogonal de Q. Soit X'

le solide animé d’un mouvement de rotation uniforme autour de A
et dont le vecteur-vitesse de rotation est 2 . A I’instant considere,

V,, est la vitesse du pointde X' qui coincide avec M ; la vilesse de

rotation instantanée de Y est la vitesse de rotationde X' .

Si le torseur est un glisseur, on dit que le mouvement est tangent
a un mouvement de rotation et A est alors un axe instantane de
rotation ; si O est un point quelconque de A, la vitesse de M est :

—
V,, = Q A OM .

Certains mouvements sont tangents a tout instant a un mouve-
ment de rotation. C’est le cas du mouvement de rotation autour
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d’une droite, ou autour d’un point. Les mouvements plan sur plan,
c’est-a-dire tels qu’un plan lié au solide glisse sur un plan fixe, sont, a
chaque instant, tangents a un mouvement de rotation ou a un
mouvement de translation ; dans le premier cas, ’axe instantane de
rotation A est orthogonal a ce plan et 'intersection de A avec ce
plan est le centre instantané de rotation relatif a ce plan.

Rotation propre.

L’angle de rotation propre est un des trois angles d’Euler
[DIEDRE, 4. |.

rotationnel : n. m.

Soit E un espace vectoriel réel euclidien, de dimension 3, oriente,
et & un espace affine sur E.

Soit A un champ différentiable défini dans & et a valeurs dans E,
et soit A’ son application dérivée.

En tout point M de ’ensemble de définition D de A, ia différen-
tielle A'(M) se décompose en somme d’une application linéaire
auto-adjointe (ou : symeétrique) et d’une application linéaire anti-
auto-adjointe (ou : anti-symetrique) A(M) .

Il existe un et un seul champ U tel que pour tout point M de D et
pour tout v de E, on ait: 2[A(MM)](v) = UM)A v. Ce champ
s’appelle rotationnel de A et on le note rot A ;sa valeur au point M
se note (rot A) (M) .

Dans un repere orthonorme direct dans lequel x,y, z sont les
coordonnées de M et X ,Y ,Z celles de A, celles de rot A sont
7, =¥ R =L bl ¥ =K, -

¥

Supposons D simplement connexe ; si rot A= 0, il existe une
fonction [ définie sur D telle que A soit le gradient de [ ; on dit
alors que A est lamellaire (ou : irrotationnel).

La mathematique parlee
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Supposons maintenant que D est 2 — connexe, c’est-a-dire que
toute surface contenue dans D et homéomorphe a une sphere est
homotope dans D a un point ; alors, si un champ A defini sur D est
tel que div(A)= 0, il existe un champ B defini sur D tel que
A=rotB; on dit alors que A est solenoidal (ou: a flux
conservalif). |
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