e

alterné, adj. 1973 - 1/1

JUII

-

Us.: Le lal alter, qui a donné autre. si-
anifiail plus précisement 1 Tautre quand il
sagil de deux . Celle nuance de sens se re-
trouve dans alterner, allernatif, ele.: ainsi on
parle de stationnement allerné suivant les
jours pairs ou impairs. La situation malth.
n'est pas sans analogie, la notion d’alternan-
ce ¢lant lice dans la plupart des cas a la
parite des permulations.

1. Applications multilinéaires alterneées.

1.1. Définition. Soient b et F deux espaces vecloriels sur un meme

. 1 iy B . i g s . -p 3
corps commutatil K. Une application multilineaire f de £ dans I est

dite alternée si, chaque fois que deux au moins des ¢lements X e X
de K sont t%;_ramx,.,((x}, SO .'rp) = 0. On en deduit que
_’(tth Ij, awan 't-!rl_q |-|} ‘a1 T 1!(1-|-lq -rl-\ - EE ,'fj -’t-)

¢est-a~dire que Papplication [ est antisymetrique. Reciprogquement,
dans le cas ou le corps K est de caractenistique différente de 2, toute
application multilinéaire antisymétrique est alternée et il n'y a pas |
lieu, alors,de distinguer entre applications multilinéaires “alternees™ et

“Hnlis}-mf*.lriq[lu-.saﬁ' :

Comme il est de regle pour toutes les applications lincaires ou
multilincaires, on dit, lorsque V' =K, forme multilinéaire alternée.

. A . 3 W i
Ex.: La multiplication vectorielle dans R est une application bili-

# - F '..-i +.-; "? * -
neaire alternée de R x R dans R le produit mixte usuel est une
forme trilincaire alternée de R dans R .

1.2. Propriétés principales. Si f est une application p-lineaire alter-

nee et siox Yy pees X sonl lineairement  deépendants,  alors

I’ 2
flx ), x g o, .rp) est nulzil en résulte que toute application multilineai-

re alternee dordre strictement superieur a la dimension de E est nulle.
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Si I'espace est de dimension finie n sur K, soit (El,, €45 s €, ) UNE

base de E. Si x; = = ¥

.e. ,on a, en utilisant la linéariteé:
iign ¢ J

. - 1, J
flx g, s xp) . - 2 xX) .. :rp" f(ef; e € )

p

Parmi les f(ﬂj ) oy € ) tous ceux qui ont au moins deux indices eégaux
| P

sont nuls, et tous ceux dont les ensembles d’indices sont les mémes
sont egaux ou opposes: il suffit donc de connaitre les vecteurs

f(ej s € ) pour toute suite strictement croissante j: i+~ j. qui
D

i
applique {1, ..., p}dans {l,...,n }. Inversement, si I'on se donne un
vecteur v; pour chaque suite j strictement croissante, il existe une

application p - linéaire alternée f et une seule qui satisfait a

e TRy vy B = p.
vl J"(..rI Jp) j

Dans le cas ou p =n, il suffit de se donner f(e
alors :

I e en) el on a

f(r-xja veny xn) - [? oW xJ;F -l’-f::’]f(ﬂ}-, T eﬁ)

ou j décrit ’ensemble & = des permutations de {1, 2, ...,n } et ofj)

n
désigne la signature de la permutation j [ PERMUTATION].

En particulier, si F =K, f(e‘,, s e") est un scalaire, par suite les

- 2 ' # " # 3 ¥
formes n-linéaires alternees sur E* (E etant de dimension n) forment
un espace vectoriel de dimension 1.

2. Groupe alterné.

On sait que l'ensemble 8  des permutations de {1,2,..,n}

constitue un groupe appele groupe symetrique; I’ensemble des permu-
tations paires en constitue un sous-groupe invariant, appele groupe
alterné, usuellement note 4L, [PERMUTATION].

Supplément au Bulletin A.P.M.E.P. 290.
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3. Produit extérieur de formes lineaires alternées.

Dans ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension
finie » sur un corps commutatif K quin’est pas de caractéris-
tique 2. On note A,(E) I’espace vectoriel des formes p-lin€aires
alternées sur E . On sait que Ag(E) peut étre identifie avec K,
que Aj(E) estledual E' de E, que A,(E) est I’espace nul
pour p>n.

3.1. Produit extérieur de formes linéaires. Si fi,f>,...,fp sont
des formes linéaires sur £, on appelle produit extérieur de
S1:02:--.fp €t on note fia Jaa ...nSp la forme p-linéaire
alternee qui a tout p-uplet (xy,...,x,) d’cléments de E associe
deuff(xj))l <i,fsn-

3.2 Base de Ap(E) .

A toute partie X de {1;2;...;n}, associons une suite injec-
tive I dont X est’ensemble-image. On définit ainsi une appli-
cation S5:X — [I. Notons 7, lI'image par S de I’ensemble

des parties a p éléments, et 7T la réunion des T, .

Soit B = (ey,...,e;,) une basede E ; si [ est un élément de
T., on note e; la suite (Ef-l,...,e;p) telle que 1= (iy,...,ip) .
Soit  (gq,...,.2,) la base duale de B ; on note g; la forme
p-lin€aire alternée g; N ...A giy, -

On montre que (g);e T, €stune base de A,(E) , qui vérifie

la propriéte caracteristique suivante: gj(ey) = 0 chaque fois que
les ensembles-images de [ et J sont des parties distinctes a p
€léments, et giey) =1 si I=J.

On en deduit en particulier que, pour p au plus égal a »n
Ap(E) est de dimension C%.

3.3. Produit extérieur de deux formes linéaires alternées. On
definit d’abord le produit extérieur de deux formes qui sont cha-
cune un produit extérieur de formes linéaires; on a, par défini-
tion,

1 A *'ﬁ'*fp) A (A senlh f.:;r) = fl"ﬁ"* TRRA fp AJi B wus A fti;' '
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On montre alors que pour tous naturels p,q , 1l existe une et une
seule application bilinéaire de A,(E) X Ay (E) dans A, ,(E) qui

prolonge I’application ainsi définie sur les produits extérieurs de
formes linéaires. Dans I’ensemble de toutes les formes linéaires
alternées, on a ainsi une loi interne, appelée produit extérieur et
notée A .

On montre que A est associative ; en particulier le produit de
p formes linéaires fl,...,fp n’est autre que ((f; A f3) A ...) A fp,
ce qui justifie la définition adoptee plus haut.

On montre que si 2 et A’ sont des formes respectivement
p-linéaire et g-linéaire alternées, alors A’A h=(—1’9hnrh’.

3.4. Usage du produit extérieur.

L’utilisation principale concerne les formes différentielles
[DIFFERENTIABLE, 3.2.].

4. Antisymétrisation d’une forme multilinéaire.

Lorsque K est un corps de caractéristique nulle, on définit
une opération A qui, a toute forme p-linéaire ¢ , associe une
forme p-linéaire alternée A ¢ , appelée antisymétrisée de ¢ :

1 N
m‘{@(XI, ---’x ) | i .l:.:._.- S(U) qo(x[f ) ""!‘xﬂ- )
p p! '-'JESp (1) )

ou &(o) est la signature de la permutation o de {1;2;...;p}.

-t est un projecteur. Pour toute forme p-linéaire alternée ¢ ,
ona A¢ = .

Dans le cas particulier important ou

(X2, o0y Xp) (X1, X2, ...y Xp)
est une forme (p — 1)-linéaire alternée pour tout x;, on a:

p

b5 (—1)‘;‘1 go(x,-,xl,.“,x;_1,xi+1,...,xp) .

‘*fqﬂ(X],Xz,...,xp) = 1
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