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Dans cette brochure nous nous étendrons simplement sur
Paspect algébrique de I'étude des carrés magiques, aspect inti-
mement lié au groupe des isométries du carré A,

Le premier chapitre n‘entend pas faire preuve d’une
grande originalité, cependant il met déja en place les différents
éléments nécessaires d notre étude (base, groupe y...).

Dés le second nous proposons une étude plus générale
de ensemble C,, des carrés magiques @ n lignes et n colon-
nes. La plus grande partie de ce chapitre est consacrée a la
recherche d’une base de cet espace vectoriel, de dimension
n(n—2), par une méthode dont lefficacité s’est avérée consi-
dérable pour la suite. L’action du groupe [\, sur cet espace
permet de mettre en évidence la structure de module de C,
sur lensemble M., des matrices carrées d 2 lignes et 2 colonnes.

Avec les chapitres 3 et 4, on pourra d’abord voir une illus-
tration du précédent, puis une introduction, par une approche
purement calculatoire, aux différents groupes opérant sur les
“blocs” qui composent chacun des carrés ; les deux derniers
chapitres 5 et 6 relevant I'aspect tensoriel de ces considéra-

tigons.

CHAPITRE 1

' iques 3x3
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. On se propose de disposer les nombres 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 et 9 dans un On compléte alors les carrés sachant que leur somme linéaire est 15.

carré & trois lignes et trois colonnes de telle sorte que la somme des entiers On obtient :
sur chaque ligne, chaque colonne et chaque diagonale soit la méme (on 4+5+6 = 15
I'appelera sa somme linéaire). 2+5+8 = 15 d'oli par exemple le carré 41912
4+3+8 = 15
. %y | %y | X . 2+74+6 = 15 315|7
Soit L B un tel carré et s sa somme linéaire sT11l6
Xg | X5 | Xg
X7 | X3 | Xg

9 On peut obtenir de la sorte ] i é
Lasomme X x;est égale a celle des nombres de 1 & 9, soit 45. P sorte les huit canés

i=

Donc 3s = 45 et s = 15 . 41912 21914 81116 611(8 |
En ajoutant les quatre sommes ot figure x5 on obtient : A=13|5 B = 513 C =357 D=1715|3
(%4 + X5+ Xg) + (Xp+ X5+ Xg) + (X1 + X5+ Xg) + (X3 + X5+ X;) = 4s 81116 118 4192 94
dotiil vient : - 3s + 3x; = 4s
3x5 = s = 15 -
etfinalement:x5=—§—=5 413|8 8(3|4 2\716 6172
Restent & placer les autres nombres. E=19/51 F=11|5|9 G=1|9]|5|1 H=|1|5/9
Si 9 est x, alors le coin opposé est 1, la somme en diagonale devant 21716 6|7|2 4138 8134

&étre 15 ; par suite x, + x5 et x, + x; sont deux décompositions en sommes
de 6. 3+3 est impossible ; 5+ 1 aussi, ces deux nombres étant déja
employés ; il ne reste donc plus que 4 + 2 ; comme cette décomposition ne
peut étre employée qu’une seule fois, on conclut que 9 ne peut &tre x4, ni
tout autre coin.

Donc 9 est “au milieu” d'un c6té (quatre possibilités). Au centre du

Considérons les transformations du carré suivantes :

cOté opposé nous avons 1. Par exemple : Id : identité (D2) (Dv)
5 S, : symétrie par rapport & (Y'Y)
-5, : symétrie par rapport a (X’X)
5 S; : symétrie par rapport a la 1r¢ diagonale
1 S, : symétrie par rapport a la 2¢ diagonale X X
R, : rotation d'un quart de tour

R, : demi-tour ou symétrie centrale
R; : rotation de trois quarts de tour

Alors 4 et 2 sont les sommets du coté dont le centre est 9 (deux possi-
bilités) :

v
41912 21914
ou
5 5
1 1




Muni de la composition des - 1d |R, {R;|R3 [S1]|S2|Ss |S4
applications, l'ensemble de ces

transformations posséde une struc- Id | Id |Ry[R;|R3 |51 |S2|S5|Sa].

ture de groupe ; c’est le groupe dié- R IR IR.[1d!s.1s.1s. s
dral A4, dont la table est donnée Ri|Fa| R By ol Il Il

ci-contre. Ry 1R, |Ry| Id [Ry |5, 5115453

[’action de ce groull:)e SL;)rl les AIBICIDIEIEIGH
carrés est donnée par le tableau

ci-contre, pour la lecture duquel |Id|A|B|C|D|E|F|G|H

Iimage d'un carré par ung alpl:;lica‘ R,|G|E|H|F|C|A|D|B
tion figure a l'intersection de la ligne

od est lue lapplication, et de la |[Ro|D |C|B|A|H|G|F|E

colonne oil est lu le carré initial. R, F|H|E|G|B|D|A|C

S;,|B|A|D|C|F|E|H|G

S,|C|D/A|B|G|H|E|F

S;|H|F|G|E|D|B|C|A

S4{E|G|F|{H|A|C|B|D

Il. CARRES MAGIQUES (3 x 3)

On appelle ainsi tout carré, a coefficients dans R vérifiant les condi-
tions posées au I.

On peut alors définir 'addition de tels carrés par :

De méme, pour tout réel A, on définit le produit

Zq Zy Z3
MNC = |z | z5| 2z en posant pour tout i
Z = )\Xi
Zy Zg Zg

En appelant C;I'ensemble des carrés magiques (3 x 3), & coefficients
dans R, on constate que C;, muni de ces deux lois de composition pos-
séde une structure d’espace vectoriel sur R. :

Le paragraphe suivant est consacré a la recherche d’une base de cet
espace.

IIl. BASE DE C,
PROPRIETE 1.1.

Tout carré magique de C; est la somme, de maniére unique, d’un
carré dont les composantes sont toutes égales et d’un carré magi-
que de somme linéaire nulle.

En effet, puisque todit carré magique de C; a pour terme central le
tiers de sa somme linéaire, on a : ’

X1 | X2 4 X3 X5 | X5 | X5 Vi Y2 | Vs
C =% %5 |% = X5 | X5 | X5 + Va | O | ys
X7 | Xg | Xg X5 | X5 | X5 Y7 | Vs | Ve

avec y; = X; — Xs.

Le premier carré s'écrit x5l en posant I =| 1

En posant aussi y; = b et y; = ¢, le second devient :

X1 | X2 | X3 X{| Xz | X3 Vi | V2 | Vs
C= | x| xs5]|%g Cr= x| x| % C+C" = |ys|Vs |Vs
X7 | Xg | Xg X7 | X§ | Xg Y7 | Y8 | Yo

avec pour tout i, 1<i9, y; = x+x/.

b ~b—c | +c 1 -1 0 0 -1 1
c—b 0 b-c | =b| -1 0 1 +c 1.0 0 -1
—-c b+c —-b 0 1 -1 -1 1 0




Appelons J et K les carrés

1 -1 10 0 -1 1
J=|-110 1 K= 1 0 -1
0 1 -1 -1 1 0
Le carré initial devient C = al + bd + cKavec a = x;
b = Xl - XS
C = X3 — Xjs

On obtient ainsi une partie génératrice de ;. Il est aisé de vérifier que
cette partie est libre et par suite constitue une base de C,, dont la dimen-
sion est par conséquent égale a 3.

IV. Considérons donc dans (3, rapporté a la base rangée (1, J, K) les car-
rés A, B, C, D, E, F, G et H. Leur premiére coordonnée est 5.

On peut donc, a chacun de ces carrés, associer le couple formé par ses
deux autres coordonnées, et le représenter dans le plan euclidien par un
point. On obtient les huit points :

A(-1; -3 E(-1;3)
B(-3; -1) F@3; -1) %
Ci3; 1) G(=3;1)
D(1;3) H(1; -3)

v’

Silon change de base en posant J’=K—J et K’'=K+J , lerepére
{0,J",K’) change lorientation. Dans ce nouveau repére on retrouve
alors : '

Id : identité S; : symétrie par rapport a la 1 bissectrice
R, : rotation d’'un quart de tour S, : symétrie par rapport a la 2¢
R; : rotation d’'un demi-tour S, : symétrie par rapport & (Y'Y)

R; : rotation de trois quart de tour S, : symétrie par rapport & (X’'X) -

V. Notons & l'ensemble de ces huit carrés.
Quels que soient les éléments X et Y de &, il existe une application
unique T de A, telle que Y=T(X) . .
Le groupe A\, opére donc transitivement et fidélement sur 'ensemble & .
Soit d'autre part X et X’ deux carrés quelconques de C;; X et pu
étant deux réels aussi quelconques, on a :

TOX+pX’) = NT(X) +uT(X")

Donc /4 est un groupe d’applications linéaires opérant sur C;.

L’action de A\, sur un carré magique X est donnée par le tableau :

I | J K X=al+bJ+cK
Id I J | K al+bJ+cK
R, I | -K| J al+cd—bK
R, | I | -J|—-K al—bd—cK
R, I K | —-J al—cd +bK
S, I K dJ al+cd +bK
S, I | -K|-d al—cJ—bK
S I | -J| K al—bJ+cK
S, I Jd | -K al+bd—cK

La relation définie sur Cj; par
R(X,X") & aTTEL, X' =T(X)
est une relation d’équivalence {démonstration classique).

L’orbite d'un élément X de C;est'ensemble des carrés Y tels que
®R(X;Y) ; ainsi & est 'orbite de chacun des carrés A, B, ..., H.

On constate alors que tous les points représentant I'orbite de X(a,b,c)
sont situés sur un méme cercle, situé dans le plan d’équation x=a , de
centre le point de coordonnées (a;0;0), de rayon R=+/b?+c?.

On est donc amené a examiner les coordonnées cylindriques des diffé-
rents éléments de l'orbite de X .



En posant b=Rcosf et c=Rsinf on obtient : =~

X (a;R;6)

S X (a;R;—ZE —6)

@X@m%—m

S; X (a;R;wr—0)
Sy X (a;R; - 0)
R, X (a;R;~725—+0)

R, X (&;R;w+6)
&xm&%+w

d’oti finalement l’orbite de X(a;R;0) est
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{Y (a;R;k:’:ZL +6)/ keZ}

CHAPITRE 2
cas genera

11



I. LESPACE VECTORIEL ¢,

L’ensemble des carrés magiques Cp, est formé des carrés magiques,
ayant n? cases, que nous noterons de facon générale
(xy) (1<ig<n;1<jgn) .
Lorsqu'il est muni de 'addition matricielle et de la multiplication par un
réel habituelle, cet ensemble posséde une structure d’espace vectoriel.

Afin de pouvoir poursuivre notre tude, nous avons besoin dans
chaque cas d’une base. L’essentiel de ce paragraphe est d’en déterminer

une, dans laquelle on obtient rapidement les coordonnées d’'un carré
quelconque.

a) PROPRIETE 2.1.

Tout carré magique est égal & la somme d’un carré dont toutes
les composantes sont égales et d’un carré magique de somme
linéaire nulle ; la décomposition est unigque.

En effet, appelons B, le carré dont toutes les composantes sont
égales a 1 (il est magique de somme lindaire n ).

La somme du carré magique C étant s , on obtient :

C= % By+C’ , C’ désignant alors un carré magique de somme nulle.

Par la suite, nous nous limiterons donc aux carrés de somme lindaire

nulle, dont 'ensemble noté C? est un sous-espace vectoriel de C, tel
que l'on ait

dim C, =1+ dim C?
b) Le groupe /\,

Considérons sur I'ensemble C,, les huit transformations suivantes
S; : échangeant Xj et Xjn_ji1
S, ?changeant Xj et Xp-_it1;
S; : échangeant Xij et Xp_j41n—i+1
S, : échangeant Xj et x;
R, : transportant Xj en Xp_jy1;
R, : transportant Xjj en Xn_i+1n-j+1
R; : transportant Xj en Xjn—j+1
Id : identité
Ces huit transformations forment un groupe qui n’est autre que celui
des isométries du carré vu au chapitre 1.
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D’autre part, ces huit transformations sont lin8aires, vu qu’elles n’intervien-
nent que pour des “changements de place” des composantes.

c) Carrés particuliers

Nous appellerons alors carré de la forme A.A.A (ou plus simplemer}t
carré A.A.A) tout carré S, antisymétrique, S; antisymétrique et S, anti-
symétrique.
On a alors :

Xj = =Xi = “Xn-j+ln-i+1 = “Xin-j+1 = “Xn-i+1}

Nous appellerons carré A.A.S tout carré S, antisymétrique, S; anti-
symétrique et S, symétrique.

Nous pourrons définir de facon analogue des carrés S.S.A, S.S5.S,
S.A (S, symétriques et S; antisymétriques) et A.S.

Nous obtenons alors la propriété suivante :

THEOREME 2.1.

Tout carré (magique de somme linéaire nulle) est décompo-
sable de maniére unique en somme d’un carré A.A.A, d’un carré
A.A.S, duncarré S.S.A, d'uncarré S.S.S, d’un carré S.A et d’'un
carré A.S.

La démonstration repose sur le fait que tout carrd est somme (de
maniere unique} d’un carré symétrique et d’'un carré antisymétrique, ceci
quelle que soit la symétrie considérée (aucun privilege pour S,).

Conségquence :

Appelons CAAA (respectivement CHAS, CFSA CFSSo, CFA et
CAS) Pensemble des carrés magiques de la forme AAA (respectivement
AAS, SSA, 5SS de somme nulle, SA et AS).
On a alors :

R= CRM@ e e C e CRre CfF

Donc la dimension de ¢§ est la somme des dimensions de ces sous-
espaces vectoriels.

Il nous suffit () donc de rechercher une base de chacun de ces six
sous-espaces vectoriels.

13



PROPRIETE 2.2.
S; est un isomorphisme de CAS sur CSA . \

S1 est un isomorphisme (involutify de C,. Il nous suffit donc de
démontrer que :

1) DE C4S = §DE A
2) CE CHA = S1CE CAS
1°) Pour tout carré D de C%Sona: ,,
Xj = —Xji et Xj = Xn_j+in-i+1
Soit xjj les composantes de S1D
alors Xj = Xin-j+1 = Xjn-i+1 = Xj
et Xj = Xin-j+1 = —Xn—j+1i = —Xn-j+1n-i+1
donc SiD € CAS,

2°) Démonstration tout & fait analogue.
Par conséquent dim C4S = dim C$A, d’autre part toute base de 'un de
ces espaces se déduit d’'une base de l'autre par application de Sy.

d) Recherche d’'une base de CAS

Considérons un carré magique AS. La premiére diagonale n’est com-
posée que de zéros. Le carré étant antisymétrique par rapport & Sq la partie
triangulaire inférieure dépend de la supérieure.

~ . 2.
Le nombre de cases situées en dessous de cette diagonale est .'l—z—ll

Si n est pair, la partie restante est composée de ~g- cases situées en

diagonale et de deux parties symétriques. En remarquant que les coeffi-
cients situés dans I'une de ces parties dépendent de ceux de Pautre (ils leurs

. . gy 2
sont respectivement égaux, cela permet de considérer seulement 94— cases

(soit le quart d’un carré).

De plus, les carrés étant magiques, les coefficients situés sur la diagonale
dépendent des autres ; on peut en effet, pour une moitié de diagonale res-
tante, compléter ses cases en prenant l'opposé des cases situées sur la
méme ligne. La symétrie S3 transformant alors la ligne i en la colonne
n—i+1, les sommes sur les colonnes sont nulles. Par antisymétrie Sq la
somme des composantes sur la seconde diagonale est nulle ; le carré
obtenu est bien magique.
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I en résulte que les cases restantes sont indépendantes ; leur nombre

2-2

: . _n n
étant f‘f ~ T on obtient dim CAS = dim C$A = 4D

Si n est impair, on procéde de la méme maniére, mais en cgnsta}tant
que les diagonales ont une case (celle du centre) commune. Aussi obtient-

on :” (
2-2n+1
dim C$A = dim GRS = DZ”env o in

d’ott la

PROPRIETE 2.3.

. 2_2
Si n estpair ,dim CAS = dim C3A = 3-4—-5

5 2-2n+1
L§A= n n

Si n estimpair, dim CAS = dim )

e) De facon tout a fait analogue, on démontre la propriété :

PROPRIETE 2.4.
2
Si n estpair ,dim CAAA =T 82n
2
Si n estimpair, dim C{A4 = _Q____‘é_n_i_?_

On remarque que :

n-< - —-n _ n2-2n
si n pair , 2 2+“24’+..+‘“2 - n2o
= - -n _n?-4n+3
sinimpair,n23+n25+..+n2 5
PROPRIETE 2.5.
2.
Si n pair , dim CHAS = B__%nis‘»i
2
Si n impair, dim CAAS = dim CAAA = _n_%i@’_

15



Compte tenu de la nullité de la somme linéaire, on obtient :
n—4
2

carrés indépendants sur la premiére ligne,

— si n est pair,

n—6 sur la seconde, etc... En utilisant la remarque de la propriété 4, on

obtient le résultat annoncs ;

— si n estimpair, les cases situées sur la ligne du milieu peuvent étre
utilisées pour annuler la somme des autres. Les cases indépendantes sont
donc les mémes que pour les carrés AAA, d’oit 'égalité des dimensions.

PROPRIETE 2.6.
Si n estpair ,dim CSSA = ﬁ%”_’_jﬁ
Si n estimpair, dim C3$SA = ”26?9

En effet,

— si n est pair, les sommes sur les lignes et les colonnes sont nulles
(antisymétrie Sy). La nullité des diagonales entraine qu’une case de chaque
demi-diagonale dépend des autres, d’otl le dénombrement suivant :

: 2—-2n , n—-2 n?—2n+4n-8 n?+2n-8
dim CFSA = D + = =
" 8 2 8 8

— si n_est impair, la colonne et la ligne du milieu sont nulles (antisy- ,

métrie Sp). Sur la moitié de la diagonale (le zéro du centre étant retiré, on
doit également retrancher la derniére case qui annule les autres (la diago-
nale étant symétrique). Il nous reste donc
n?—(4n-—3) 4 n=3 n2—-9

8 2 8

soit cases linéairement indépendantes.

PROPRIETE 2.7.
nZ—2n—8
8
nZ-9
8

Si n pair,ona :dim C$S50 =
Si n impair, on a : dim C3550 =

Si n est impair, on procéde comme pour P.6 car la colonne et la
ligne du milieu annulent les autres. On obtient une relation entre les diffé-
rentes cases a l'aide de la nullité de la somme linéaire des cases en diago-
nales, ce qui permet d’en exclure une. On retrouve alors le méme dénom-
brement que pour dim (?I%SA
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8Si n est pair, on a quatre blocs symétriques tels que :
— la somme sur chaque ligne soit nulle,

— la somme sur chaque colonne soit nulle,

— la somme des coefficients situés sur I'une des diagonales soit nulle,
— ils soient symétriques par rapport  cette partie de diagonale.

En posant a = -g— on obtient :
dim CSSS = aij%g_:_zz +a_2.- N2=6n+8-4n-16
8

. 290~
donc dim C$SS = RN°=<n=¢6 %n 8

THEOREME 2.2.
Pour tout entier n, on a dim C, = n(n-2).

Pour n impair on a:

dim? = _ni-:_.%_nj_l_ X 2+ ﬁ*ignmti ><2+n_28:2x2
=n?-2n-1 ~

Pour n pair on a : dim C9 =

n?—2n n’~2n , n?—6n+8 . n*+2n-8 , n?—2n-8
X2+ 1
ry g8 T8 t— g t—%
soit dim C% = nz2 — 2n — 1.
Pour tout n on obtient donc - ,
dim C, = 1 + dim C% = n2 — 2

soit encore : i ’
dim C, = n(n-2) = (n—-1)2 - 1

Ii. LE MODULE C,,

i al)§ Appelons M, 'ensemble des matrices carrées (2% 2) & coefficients
ans R. :

M. est un espace vectoriel sur R, de dimension 4 dont la base canoni-

S TR TR O R
Lesmatrices\(é (1)) , ("(1) (i)) , ((1) (1)) ’ ((1) “(1))

étant linéairement indépendantes forment une base de Moy,

17



. X
D’autre part Papplication qui a tout réel x, fait correspondre ( 0 x )

est un isomorphisme de R sur son image dansM;, ce qui permet d’identi-
1

. 0 - . sment
fier ces deux objets. La matrice ( 1 O) est la matrice communéme

notée i (imaginaire complexe), et en notant s la matrice (1 0') on

constate que la quatriéme n’est autre que le produit is {que l’or! pote@ par
la suite k ). De sorte que toute matrice de 5, se note de maniére unique
sous la forme : ' ‘
) A + Bi + Cs + Dk = (A+Bi) + (C+iD)s
M., est aussi une algébre sur R, dont la table de multiplication‘ est don- |
née par :

X 1 i s

1 1 i s

i i -11 k| —s
s |—k| 1 —1i

k k s i 1

Pour M = a+bi+cs+dk et M’ = a’+b’i+c’s+d’k ona:

= " —bb’ +cc’ +dd’) + (ab’+ba’ +dc’ —cd’)i ,
MM (ia(ac;+ca’+db’—bd’)s + (ad’ +da’ +bc’ —cb')k

b) Représentation de A,

Soit X un point du plan euclidien, de coordonnées gx,y). o
ona:S$X(-x;Y) ; SX(x; —y) 5 SsX(y;x) ; SeX(-y; —x)
RX(—y; +%x ;5 ReX(-y;x) ; RsX(y; —x)

On obtient la correspondance biunivoque :

1 o id
1 > Rl
S o 83
k o S
-1 o R,
- S «> 84
"‘k “«> Sz

¢) Or on sait que (, est un espace vectoriel sur R et que le groupe A,
opere sur Cy.
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On peut alors définir une loi de composition externe sur ¢ n, & Opéra-
teurs dans A, par la correspondance :

1C=idC=2C
i.C =R,C
s.C = §5,C
k.C = §,C

et (@ + bi + cs + dk).C = aC + bi.C + ¢s.C + dk.C
Alors C, muni de 'addition et de la multiplication précédente posséde
une structure de module & gauche sur A ,.

A/ En effet, pour tout carré magique C, on a 1.C = C.

B/ Quels que soient les éléments M et M’ de S, et le carrd C

(M+M’).C = [(a+a’)+(b+b")i+(c+c’)s+(d+d")k].C
@C+bi.C+cs.C+dk.C) + (a’C+b’i.C+c¢’s.C+d’k.C)
M.C + M’ .C

I ]

C/ Quels que soient les carrés magiques C et C’ et la matrice M
M.A(C+C’) = (a+bi+cs+dk).(C+C’)
ald(C+C’) + bRy(C+C’) + cS4(C+C’) + dS,(C+C")

Les applications Id, R;, S;, S, sont linéaires, on obtient alors :
M.(C+C’) = (aldC+bR,C+cS,C+dS,C)

+ (aldC’ +bR,C’ +¢S;C’ +dS,C’)

(a+bi+cs+dk).C + (a+bi+cs+dk).C’
M.C + M.C’

[}

D/ Enfin, quelles que soient les matrices M et M’ et le carré magique C
M.(M".C) = M.(a’C + b’R,C + ¢’S,C + d’S,0)
ald (a’C + b’R,C + ¢’S,C + d’S,0)
¢+ b'R,C + ¢’S;C + d’S,C)
+ ¢S;3 (@’C + b’R,C + ¢’S;C + d’S,C)
C + b’'R,C + ¢’S,C + d’S,0)
Compte tenu de la linéarité des applications de Agonac:
M.(M".C) = aa’C + ab’R,C + ac’S;C + ad’S,C
+ ba’R;C + bb’R,C + bc’S,C + bd’S,C
+ ca’S3C + ¢b’S,C + cc’C + cdR,C
+ da’S;C + ab’S;C + dc’R,C + dd’'C
(@a” = bb” + cc’ + dd’)C + (ab’ + ba’ + dc’ — cd’)i.

C
+(ac’ +ca’ + db’ —bd")s.C + (ad’ + da’ + be’ — cb)k.C
(MxM’).C

I

19



E/ Alors laction de M, sur C,, peut se traduire par le tableau suivant ot :
,QAA

A, est le i vecteur de base de C
{)%AS

Aj est le j¢ vecteur de base de C
By est le ke vecteur de base de C 5SS
By est le I¢ vecteur de base de C SSA

C,, est le me vecteur de base de A

Dy, est le me vecteur de base de CAS
A A/ By BY Cu | Dnm
1 A; Af By B Cn | Dm
i A; -A/ | Bg —~Bf{ | =Dp| Cn
-A; | -A | Bk Bf {—-Cpn| Dnm
k -A; | Af Be | =Bf{| Dm | Cm

Ainsi, si 'on considére les différents carrés magiques planétaires
d'ordre n impair (3 Saturne, 5 Mars, 7 Vénus, 9 Lune) on constate qu’ils
sont tous de la forme :

nzg 1 B, + (n+k).C ol C est un carré S.A.

20

'CHAPITRE 3
lensemble (74
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L’ensemble C, des carrés magiques a 4 lignes et 4 colonnes, muni de
Paddition et de la multiplication par un réel habituelles est un espace vecto-
riel (sous-espace vectoriel de M), dont la dimension est 8. Le groupe A,
opare sur cet espace ; mais nous allons pouvoir prolonger I'étude de celui-ci
par le fait que tout carré magique deCy est formé de quatre blocs de deux
lignes et deux colonnes, chacun d’eux pouvant étre déplacé de maniere
analogue a chaque case elle-méme. :

1. GENERALITES

a) Conformément au cas général, nous obtenons donc huit carrés de base
que P'on peut classer en quatre groupes.

1°) un carré AAA

011|-1|0
A = -1101(0 |1
1 (0|0 |-1
0 |-1111]0

2°) deux carrés SSA et le carré SSS By

1 1 1 1 1 0 0 | -1
B, = 1 1 1 1 B, = 0| -111 0
1 1 1 1 0 1 (-1 0
111 1 1 -1} O 0 1
o |1 |-1]0
B, - 1 0 0 |-1
-110 0 1
0 |-111 0
3°) deux carrés AS
0 1 0o -1 0 0 1 |-1
D= | 1|0 1 ]0 D, = | 0 |-1]1
0 |-1}0 |1 -1 110 0
1 0 |-110 1 |-110 0

22

4°) deux carrés SA

-1[o |1 o -1l1 oo
0 —

c, = 1 o [-1 c,-| 1 [-1]0 o
1o [-1]0 0o |1 [-1
0 ]-110 |1 0 o [-1]1

K11 | X1z | Xy3 | Xyg

Xa1 | Xz2 | Xo3 | Xpq

X31 | X32 | X33 | X34

Xg1 | Xg2 | Xg3 | Xgq

avec les relations :

X1p F Xp2 + Xg3 + Xy
X1 + Xgz + Xp3 + Xy
K31 + X3z + Xaz + Ky
Xg + X + Xgz + Xy
Xp + X1 + X3 + Xy
X1z + X2 + X33 + Xy
X3 T Xg3 + Xa3 + Xga
Kig T Xpq + Xgq + Xgg
X11 + Xz + X33 + Xy
Xig T Xp3 + X33 + Xy

R0)]

B

Lo unnmomn

‘En faisant opérer sur X le groupe diédral /A, on obtient de nouveaux
carrés magiques.

D’autre part, appelons R’ la symétrie centrale; mais qui, au lieu de
permuter les cases seules, permute les blocs de quatre cases. On obtient

air;{s} un 1é*aouwele:iu carré R’X qui est aussi magique. Il parait évident que 'on
a oR’" = Id.

X33 | X34 | X33 | X3

X13 | X14 | X11 | X2

X23 | Xpq | X21 | X22
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On peut remarquer que si l’ensemble C, n'est pas fermé pour ces
applications, 'ensemble des carrés C4S+5A Test.

En composant ces applications avec celles de /A, on obtient un nou-
veau groupe, non commutatif, dans lequel:

Cette transformation commute avec chacune de celles de A\, et, en
examinant l'action de différentes applications obtenues sur les carrés de
base, on obtient le tableau(*)

T TS 15 Ts s T® & [ & = [rs [Rs[RS [Rs |RE | REs | RER — la composition de deux éléments de A\, est donnée par le tableau
1 -
Al A l-al-al-al-a|a |alal-alalalalal-a|-al-a de la page 6; » o ) ) X
5 15 15 5 (& 15 15 5 8 |5 |8 — la composition de deux éléments de /\; est donnée par le méme
Bo | Bo | Bo | B [ B 150 1B | B [ B | Bo | B [ B0 Bo | Bl PP | 2 tableau (en primant les applications) ;
B, B, =By | -By By B, -B, Bx ‘Bi -B; B, By =B, | -B; Bl ”‘Bl B: - i
B, | B, | -B; |-B, | B, | B, |-B, | B, |-B,| B, |-B,|-B:| B, | B, | B, | =B, | B, on a les relations :
5 | DG -6 D -0 |G |-Di |-G | D |G |-G D |-Di| G | -Di] -G S{8:=5,S{  $§$,=5,8;  ${$,=S5,S;  S${5,=5;S;  R{S;=S,R{
D, | D, | G |-G | D |=D, | G |-Di|-Gi|-D:|-G| G |-Di| D |-GC| D2 | G SIS, =S5  $§5,=5,8;  S${S,=5,5;  S${5,=5,5/ R{S,=S,R{
C | & | Dy |-Dy{-C | C |-Dy|=Ci| D | & | Dy |=-Dy|-C} C | -Dy| ~Ci| Dy S153=5,8; S;S3= 535/ 545;=3555] S4S3=5;5; R{S;=5;R;
¢l o lo |-,|-¢le |-D,l-¢, | Dy |-G |-D,| D, | C |-C| Do | C | -Ds S{S4=5,5; 5;5,=5,S{ 5{S,=5,54 SiS,=S5,S; R{S,=SR;
Sl Rl R Sz Sz’ Rl = R]S{ 83 Rl RIS,Q S.{Rl = RIS;{ R{Rl = RIR]’
. Sl RZ R2SI Sz’ Rz = RZSZ’ 53 Rz = RzS3 54’ RZ = st,{ R ’Rz = RzR{
Ii. CARRES DE LA FORME SA + AS S{Rs=R;S;  S;R3=R{S{ S{R;=R;S; S{R;=R,S; R{R,;=RsR;
Ce sont les carrés engendrés par I ensemple {?1’ Gz, Dy, I?z}' Leur R;S;=S,R{ enfin Rj commute avec toutes les applications du groupe
somme linéaire est nulle ; et chacun d’eux est égal & la somme d’un carré . RIS, = S,R] A,
AS et d'un carré SA (d’olt la notation). R{S, =S,R{
La partie précédente montre que I'ensemble de ces carrés est fermé - R;S,=5,R{ Posons alors X =xD;+yD,+2zC;+1tC, et examinons
pour toute application du groupe 2\, et pour R’ (que I'on notera désormais RsR;=R,Rj laction de AjoA, sur ce carré, nous obtenons :
Rj). R;R; =R;Rj
: R;R;=R;R;
La considération de ces carrés est due au fait que si, sur 'ensemble des 3037 N3
carrés de C,, on fait opérer un nouveau groupe 4\ de transformations, . - T — ) T
analogues a celles de /\,, mais qui, au lieu de permuter des cases, permu- IdX((x sz t)t ‘) gl)((X(z; i , v) 22;{(()(( 5; ? )t() ) 23;(()((: - ; —iy) ,
3 . Ty 1 1 T 2 ’ 3 » T Yy T AT
tent des blocs de quatre cases, on obtient le tableau : RX(—xi—y -z~ | RIRX(x: - 0) RIRX( w20 | RERKGctm o
R X(z;t; x,—y) R{R;X(-z;—y;x;—t) | RJR 3X(2,~—t'——x ) RiR;X(—z;y;x;1)
Id| Sy |S;|Ss |Si|Ri |Ri | Ry S, X(z;t;x;y) R15 X(=zy;i—x1) | RS Xz —t;x-y) | RiSX(~z—-y;—x;1)
— f‘~ S:X(—z;—t; —x;—y) | R{S;X(z; - yix;t) RiSX(-ziti—x;9) | RiSX(zy;x;—1)
b B A 2 292 392
A A Bi| By SX(xy; —2;— 1) SaX(=x;—tizi—y) | RiSX(xi—v;—zt) | R{SX(~x:t:zy)
By | Bo| Bo | Bo | Bo | Bo | By | Bo | By (Les cases bar- SiX(~x; ~y;z;t) Rl SX(t-zy) | RiSX(-xyiz—1) | RiSX(~t~2~y)
B, |B|-A| A ~-B, rées indiquent ] ] . /
B B B B B que le carré S{X(=x;=t;=z;,—y) | S;K(=x;t;—zy) Sy Xix;y;z; — 1) SyX(x; — y;z;)
: - - : : obtenu n’est pas SiSX(~z~y;~x~1) | §;8,X(~z; y,-—x ) | S;SX(ztx; —y) S{S,X(z ~ t:x;y)
D1 Dl *Dl - DI Dl D1 - D; D1 - D1 magique). S{S,X(z;y;x;t) S;8,X(z; — —t) 53 S, X(— z,—t ~%;9) | S{S;X(—zt;—x;—vy)
— —_ S;X(—x;t;2; —y) S;5,X(—x; — tz ;) S3X(x,y, — S54S:;X(x; —y; —2z; —1)
- C D, |-D C D,| C . S{S, 253 453
Dy | Dy | =Ca) Co | D 2l 2 2l ; S{SeX(x; ~ t: ~z;y) szs4><( -z -y) 53 SX(-x—yiz; -t) S{SX(-xyiz)
C1 C1 - C1 -Cy C, C1 - Cl Cy |- Cy . . SR X(z; —y; —x;t) RX(zy —t) RiX(—z;—t;x;—y) | S{R;X(~z;t;x;y)
Cz C2 - Dz Dz - Cz C2 Dz - Cz - Dz ) SR X(x;t;z;y) Sz RZX(X: "t 32— Y) Sa RpX(=%;—y;=z;t) | S{RX(~x;y; —2z —1)
. S{R:X(=zy;x;31) SiR3X(—2z —y;x;t& | S{R3X(z; —t; —x;y) SiRX(z; -t —x;—)
" On nécrira plus le symbole o pour la composition dels applications, Dans le Ian euclidien ¢, on peut alors associer 3 X le couple de
ni igs [f“’e"thecses pour limage d'un carré : par exemple on écrira points (P;P’) oll P a pour coordonnées (x;z) et P’ a pour coordonnées (y;t).
R'S,D, = —C,. .
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Considérons alors dans ce plan les huit éléments de /A, comme au
chapitre 1 ; on obtient :

id(P) = P,(x,2) id(P’) = P{(y;t)
51{P) = P,(z;x) si(P’) = P;(tv)
$3(P) = P3(—z,—x) s(P’) = P(—t;—)
53(P) = Pylx;—2) s3(P’) = Pi(y;—1)
s4(P) = Ps(—x;2) s4(P’) = Py (—y;t)
r(P) = Pg(—2z;%) 1P’} = P{{—t;y)
1(P) = Py(—x;,-20 1,(P') = P/{—y;,—1)
r3(P) = Pglz; —x ;3(P) = Pg(t;—v)

Les points P; se situent sur le cercle de centre O, de rayon /xZ+2% .
Les points P{ se situent sur le cercle de centre O, de rayon /yZ+1Z% .
A chaque transformation du groupe A/o/\, se trouve ainsi associé un
couple de transformations du plan, dont elle est somme directe, conformé-
ment au tableau ci-dessous :

id | s; | s | s3 | s¢ | 1y r, | 13

id | Id |S{S;|S58,|54S;|S,S,|R;R;|R;R,|R{R,
sy |S{Ry| Sy |R3S,|R{S4\R3S;|S{Ry| S; |S3R;
s; |S3R,|R7Sy| S, |RiS4|R{S;|SiR;| S{ |SiR,
sy | S5 |R3S;|R{S;| S3 |R;S4|SiR3|S{R;|S; R,
sg | S |R{S;|R3S1|R3S3| Sy |S;R3|S4iR;|S{R,y
1y |R{R;|5{511535;|S{54154S3| Ry | Ry |R3R;
r, | Ry {S35,151{5:|5453|5iS4|R{R3| R, |RaRy
r3 |R3R;15551|5:.5,|5;84|5{S3|RsRy| R{ | Ry

On obtient alors la PROPRIETE suivante :

Pour tout i€({1,2,3,4,} tel que d;E€{id,s,,s,,83,84,11,72,73} ona:
(d1dy) o (d3@dy) = (djods) @ (dyody)

Ceci provient du fait que Afo0/\, n’est autre que la somme directe de
deux groupes isomorphes a A\,.

Exemple :

(53@Psy) o (1;Ps,) = Ry S;3 SiR,
= RZI S3 R]_Sé
= R3S, S4
- sis,

et (s3017) @ (s4087) = s, D 13
= 55,
26

IIE. On peut également définir sur C, (et par restriction sur C4£S+54)
des transformations opérant sur chacun des blocs de quatre carrés. On

obtient ainsi un nouveau groupe A, de huit transformations que I'on notera

En faisant opérer ce nouveau groupe sur un carré quelconque, on
constate que :

SMl = 51'51 —R_{ = szRl,
S, = S35, R, = R{R, "
§; = 53'53 R; = Rx'Rs
54 = 8484

Il est & remarquer cependant que ces huit transformations commutent
avec chacune des huit transformations de A/ (puisque les premiéres agis-
sent dans les blocs de quatre carrés, alors que les secondes agissent, de
facon indépendante, sur la disposition de ces blocs dans le carré 4 x 4).

Ainsi toute transformation de AJo/, est la composée dune
application de A et d’'une application de A, en particulier on obtient :

S, = 51'~S: = g;Sf

S, = $;S;, = S5,S;
S; = ${S; = 535
Sy = 54'§4 = S;Si
Ry = R{E = R;Rf
R; = RiR; = RjR;
R; = R.{R; = ~R“3R3/

IV. CARRE DE JUPITER

A titre d’exemple, nous allons examiner le carré magique dit de Jupiter.
Clest le carré

4 114 |15} 1
9 7 6 | 12 , . ;
d = qui se décompose en somme de la
S 11 | 10 8 maniére suivante :

16 | 2 3 |13

* La transformation I-i’_z est celle qui est également décrite dans la Brochure “Les Carrés Magi-
ques” (§ 17) de 'A.P.M.E.P.
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-9
y= g, 1y ..
J 2B(,+2J avec J —
15

Ce dernier carré étant égal & 5(D;+2D,) +3(C;+2C,) est donc un

carré AS+SA .

Par suite, on peut obtenir, en appliquant Af o/, & dJ, 63 autres car-

rés magiques.
Action de ANj oy sur d’ :
On obtient J’(5;10;3;6).

ATlorbitede d” par A{o/\, correspondent les points : M;(5,3) My (10;6)
et leurs homologues par le groupe diédral A, .
D’oli la représentation par 16 points de I'ensemble Ao/, (J) .

CHAPITRE 4
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Aprés 'étude de €4 proposée au chapitre précédent, on peut étre
tenté de passer & C 4. Pourquoi ? Eh bien parce que chaque carré 8 x 8
peut étre décomposé en 4 blocs de carrés 4 x4, lesquels peuvent eux-
mémes étre redécoupés en 4 blocs de carrés 2 x 2. Cependant, toutes les
transformations que nous considérerons étant linéaires, il nous faut d’abord
rechercher une base de cet espace vectoriel (selon la méthode exposée au
chapitre 2).

I. BASE DE C,

C, est un espace vectoriel de dimension 48.

a) Carrés AAA,
Ils sont de la forme générale

0] ()
a
b
c
-c
-b
—a
0
On obtient alors six carrés de base :
0111010101 01(-110 0{0}{110|0}-11010
-1101010(10]0}]0 1 0]010/0}0]010}0
0(0101]0101010}0 -110(0]0j0}0]0]1
Al:OOOOOOOOAz:OOOOOOOO
0j0l0|0]0]0j0]0O 0/]0(0]0]0]0]|010
0{j0j0]010]0j07}0 11010100100 ]-1
1101010100 }01|-1 0/]010]0]0J01{0]0
0|-11010]0]01110 0l0}-110101110]0

* Les cases grisées indiquent ol I'on peut lire les coordonnées respectives, ce qui sera tres
utile pour établir les tableaux des paragraphes II et III.
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b) Carrés AAS.
lls sont de la forme générale :

c{blajO0
ol d|0|-a
f 10 }|-dj-b
0 |—-f]—-e|—c
0|—fl—-e|-c
f10|-dl-b
e|d|0|-a
c|{blal0

Ay

As

ofofo]olo]oo]o
olol1lolol=1]0o 0
o|-1]ofololo|1]0
olofo]olololo]o
“lololofololo]o]o
ol1]lolo]o]o]=1]0
olol-1lo]o]1]o]o
olololo]olololo
ofo]olo ofo]o
olofolo 0olo]o
ololo]1]-1]o o]0
olol-1lofo]1 o]0
“lolol1]olol-1]0 o
ololol-11]o]olo
ololololo]ololo
olofolololo]o]o

a=-b-c

avec d=f-b

e=—f-c
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On obtient alors neuf carrés de base -

0
-1

1
0

-1

1

0jojojo

1

0(0(0foj0]o0

-11010710]0

0
1

ojlojojojololo]o

ojlojolojolololo

ofojojojolojo]o

0j0j0j0j0]j0]o0]loO

-1 0|0|0f0f0]|O

0

B; =
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1

0(0|0
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-11010/0
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1

0{0j0|0]0}0
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0j0J0j010]0fo0loO
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01010
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d) Carrés SSA.

Ils sont de la forme :

C

f

e
b

—a

—e|l+e|-k|—g|—d

—h|+h|

a

+h|—=h

k

ki+e|l—el k

—c|—f|-hj-k| k | h

~bl—e|—-f|—-g| g
—al|-b|-c|-d| d
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Ii. ETUDE DES CARRES AA ET SS
1. a) Action de /\,

SO | OO0

OO

(R Neh Rl Nl Nel Rol ol o)

Ol O] O

ololojojlojo|Oo|C

C|OIOIOIO|OIOO

OO |O|=|OO

Ccliojlojlo|lo|lolOlO

olojOo|O|O

—lOololo|O|O

[=8 Nl Nl Rak Nol Rk Rl Ro

ololiolo|loo|OolO

oclojojojlojo|o|O

OO |lOO|O

SO O OO

olojlolojlolo|olO

+1

[l Rl R el

-1

-l OO0

fan 3 NS

[ew]

ololojlololo|O|O

ololojojlojo|O|O

(@3 Nel Nen)

SOOI O |

olololololo|]O|O

olojlojlo|c|lo|O|O

S, S, S, S, R, R, R, Id
A | —A | —A | -A | -A | A A, A, A,
A, | —A, | A, | -A, | —A, | A A, A, A,
Ay | -A; | —A | A | A | A A, A, A,
Ay | A | AL | -AL | -AL | A, A, A, A,
As | —As | —A; | —A; | Ay | A A, A A
Ag | —As | —As | —A; | —As | +As | +A; | A Ag
A{ A{ Al | -A] | =A] | -A] | Al | A | A
Az Az Ar | -AL | -AL [ =AL A | -A | A
Aj A Al | -A{ | =A] | -A] | A | -A]| A
B, B, B, B, B, B, B, B, B,
B, B, B, B, B, B, B, B, B,
B, B, B, B, B, B, B, B, B,
B, B, B, B, B, B, B, B, B,
B, B, B, B, B, B, B, B, B,
B; B, B; B Bs Bs Bs B; B;
B/ | -B{ | -B{ | By B{ | -B{| B{ | -B{| BJ
B; | -B; | -B; | By B; | -B; | +B; | -B; | Bj
B; | =By | -=B; | By B; -B; | Bj -B; | Bj
B, | -B, | -B{ | B; | Bf | -B{| B | -B{| B
By | =B | -B{ | B{ B{ | -B{| B{ | -B{| By
B{ | =B¢{ | -B{ | B¢ B | -B{| B | -B{| B¢
B; | -B; | -B; | B; B; | -B;| B; | -B; | By
B | -Bs | -B¢ | By By | -B§| By | —By| By
By | =By | -Bs | B¢ B | -Bs | By | —B; | +Bj
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2. Compte tenu des résultats des deux derniers tableaux, on est amené
naturellement & considérer les nouveaux carrés de base suivants :

2. a) Carrés AAA

E1=‘"A1+AG
E2=A1"‘A5

2. b) Carrés AAS

2. c) Carrés SSA

E{=A{+A;

=BJ + By
Fz"Bz Bg
F8 B1 +B5

Fg"" ”Bl +Bs +Bg’

2. d) Carrés S88

On conserve By (toujours transformé en lui-méme)

F{=B,-B

11
[N
i

F{=B;—B;~

E3=A2+A5

3
—Bl“‘l"Bz
Fa"—"' "‘B1+B3+B4

Es=A,+A,
Eg=A,— A,

=Aj A

FS B; + Bé

On ne con51dérera pas de carré F{, ce carré ne pouvant étre trans-
formé en carré magique par les applications ci-dessus (donc ne présentant

plus aucun intérét pour notre étude).

3. a) On peut alors établir un nouveau tableau pour étudier 'action de A\{.

On obtient :
S{
El - F7
E, F,
E, —Es
E, —Fg
E5 L E3
Eg —-F,

46
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.._E"‘

...Ez'

-E

’

2

—F}

EI’EG




E{f | -E{ | -E/ | E E{ ~-E{ | +E{ | -Ef | E
E; F; ~F; | Es~Ey | Ey—E; | Fg—F, | —E4 | F,~F, | Ej
E; Fy ~F; |E—E,|E—-E|F,~F, | -E; | F,~F, | Ej

4. a) Considérons les nouveaux carrés AAA et SSA suivants :

A1=E1+E6 A3=E3+E5
A; = Ey—Eg Ay = E3—Es
Ql = F4+F7 @3 = F2+F8
@2 = F4“‘F7 @4 = Fz"Fg
puis, pour harmoniser les notations, posons :
A{ = Ef . A=

& = F ® = Ff

$; = F{

As
As
®s
®;

As
@3

= E2+E4
= E;—E,
= F¢—F,
= F5+F9

= F{

On obtient alors le tableau suivant sur lequel on constate que chacun
des trois sous-espaces engendrés par les ensembles {A,, D4, A;, D51,
{Az, @5, Aj, @5} et (A5, B5, A{, ®{} est globalement stable par le groupe

VAVE VAV JAWS

Le fait qu'il n'y ait que trois carrés AAS indépendants implique que le
sous-espace engendré par ces 12 carrés, auxquels on ajoute By, est le “plus
grand” espace inclus dans €A+ 5SS stable par ce méme groupe.
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1il. ETUDE DES CARRES AS ET SA

1. a) Action de /\;
Pour tout indice i compris entre 1 et 12 on a:

s, | s, | S | S | R | R | R | W
¢ |-pD|-¢| D |G

pp | ¢ |-¢| b |-Di| & | -Di | -G | D

1. b) Action de A}
Elle se résume par le tableau suivant (sur lequel on a omis R{ et R{ qui
peuvent s’obtenir par composition) (*)

(*) Remarquons que pour construire ce tableau (comme le suivant) il suffit de faire les calculs
pour les C,, ceux sur les D, étant obtenus par application de S; qui commute avec S{ et S5,
et par conséquent en intervertissant les letires CetD.

50

st S s | st |
< - C -c
Cr | $(Ds=De+Dy+Dyy=Cit Cy=Cio#Ci) | 4Dy # Dy Dy=Dyy= Cy .y~ Coo Cy)
Cr | (Ds=De+Dy+Dyp=Cy#Cy=Cy=Ca) | H(~Dy+Dy=Dy=Dip=Cy+ Gy~ Cy=Cy)
o %(D,—DﬁDgwoz,—cﬁcz—cﬁcu) %(—D5+D¢~D,+D,,—C1+c,_ca+cx;) —Cu
G %(D«“DﬁDm~Du~C1+C3-C7—Cu) %(—D.,+Ds—Dw+D‘2~C,+CJ—C,~-C,,) -G | o -G
Cq -D, D,
Cr | (D2-Dg+Dy+Dyp+ Cy=Cyt Cy# Cy) | (= Dy# Dy=Dy= D+ Cy = Cy+ Cot Cy)
Cy | $D3=Dys+Dy+ Dyt ;= Cyt Ci= Gy (D44 Dy= Dy~ Dy + €= Cyt Gy Cy
Co | §(De=Dy+Dig=Dy+ C,=Cot Cy+Cr) | (=Dt De=Dy+ Dy C= €y €y Cy)
Cuo |3 (Ds=Dy+Dy=Dyg+ C=Cot Cy=Cy) | (= Dy# Dg=Dy+ Dyt Cy = Gy Gy Cp)
Cu =Cy ~Cp
Cyz -Dy, Dy
D, -D, -p,
Dy | §(=Dy+Dy=Dig+ Dyt Cy= Cy+ Cy+ C) | -4 (=D, +Dy= Dyg + Dyy= G4 Cy= Gy~ )
D, | $(~Dy#Dy=Dy=Dyy+ C;— Co+ Cy+ Gy =Dy #Dy=Dy= Dy~ Cy + Cy= €y~ Cy
Dy | 3(=Dy+D;=Dy+ Dy +C~Cyt Cy=Cr) F(-Dy 4Dy~ D+ Dy~ Gy G- G+ i)
Dy | §(=Dy+Dy=D;=Dyy+ Cy=Cy+ Cg= Cy)| (~Dy#Dy-Dy=Dyy=Co#Ci=Cro4Cy) | Dy | ~Dy | ~D,
D -Gy [o
D, %(D1°D5+DD_D1&+CZ‘CG+C3+Cn) %(Dl"Ds""Dg"‘Du—Cz‘i'Cz*“Cs—Cu)
Dy | 5(Di=Dy+Dio=Dyy+ Cy= Cy+ Cig=Cr) | (D3~ D+ Dyg =Dy~ Cy+ Co= Cro+ Gy
D, %(D;—D3+D,+D,,+C4~C,+CN—C,,) %(D1~D3+D,+D,,—C.+CE—C,.,+C,2)
Dig | 3(D4=D;+Dy=Dyy# Cy=Cy Cy=Cri | (D =Dy # Dy=Dyy— o+ Gy~ Cy+ Cy)
Dy -Dy Dy
Dy, ~Cya Cp
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1. ¢) Action de A/ '
Comme pour 2] et avec la m&me remarque, nous obtenons le tableau suivant :

sy s§ s | SI| R
Ci |2 D4=Dy=Dy+Dip=Cy+ Cy+ &= C) (= D+ D+ Dy=Dig = Cy+ €5+ C; = Co)
C, %(D,«D;+D,°—D,,-C3+C5—C,~C,2) %(—D:“fD«—on*Dlx“C3+Cﬁ“c7'Cﬂ)
Cy -G -G
c, -D, D, ~Cy Cy -C,
Cs %‘(ﬂD,+DS~DN+D,,+C‘~C;+C7+C,J '%—(D‘-D5+D“,—D12~0'C1“C3+C7+Cn) -GG -G
Cs %—(~D,+D5+D,~D,.,+c,—c3—c7+Cs) %(DA‘Ds“De“'Dm*'CZ’CS‘Q*CB) “Ca| G | -Cu
[ ~-Cy -G
Cy | 3D+ Dy=Dyo+ Dy~ s+ Cy=Cr = Cud 3(D4=Dy#+ Dy~ Dy~ Cy +C= Cr= Cal
o %(—D4+D.—D1°+D.;-*C;+C:‘C7”Cu) %(DFD5+D1“'D““C‘+C"C’—C“)
Cyo =D D1
Cu | H-Dy+ D+ D= D=y G+ G- C) 5 (D2=Dy=Dy# Dyg= s+ Cs+ €= C)
Cu | 1(-Dy# Dy Dy=Dig=Cy#Cy#Cy=C | 5(Dy=Dy=Dy+ Dyp=Cy+ Cy+ G-
Dy %(Czwc‘—gg+C,°~D,+D,+D,—Dg) —%(—Cz+C,+C3'C,.,~D,+D5+D,-—Dg)
D; | (€1 Cy+ Cig= Cyy=Ds+ Dg~Dr = D) $(~Ci+ €= Cip+ Cy = D+ Dy~ D= D)
D, -D, -D, Dy Dy Dy
D, -, C, Dy —Dy ~Dy
Dy | (- Ca# Co=Ciot Cp+ D= Da+ Dy + D) F(€4=Cot Ciom Cip# Dy =Dy + Dy + D) Ds | =Dy | =Dy
Ds —%—(—C‘+C5+C9—CW+D{‘Ds‘Dv"'Ds? }z—(CrCs‘CﬁCm*Dz‘DS‘D’*‘D“) D" “Di | ~Du
D, -D, -D,
Dy | 4(~Cy+Cy=Cig+ Cyy=Dy+ Dy= Dy =Dyl (€= Cy+ Cig= Cyy=Da+Dg =Dy =Dy .
Dy | $(~Cy# o= Cro+ Cia=Dy+ Dy =Dy = D) 3(C4=Ca+ Cig= Cig= D1+ Dy =Dy =Dy Dy | -Ds | -Ds
Dy —Cy Cio
Du | (~Ca+CutCy-CuomDy#Dy4 Dy =Dy | 5(ComCym Cot Cip=Dy+ Dy D =Dy
Dy —;—(—C4+C5+C9—'C‘D—D1+D3+D7"Da) %(CrCs"Ca*'C:o“Dz*'Da’rDVDR)
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2. On pose alors

Ky =C +Cyy T, =D
Kz = Cl_ Cu T, =D
K3=C2+C8 T3=D2
K4=C2‘C8 T, =D,
Ky =G5+ Cy T; = D
Ks=cs— 9 Tg = Ds
K, =GC; + Cyp T, = Dg
8=C6‘“ 12 s = Dg
Ky =C3 + G s = Dy
Kip = C; = G, Ty = Dy
1 =Cs+ Cy 1 = D4
12 = C4 - Cw le = D4

On obtient alors les tableaux suivants :

2. a) Action de /\, par lindarité, pour tout indice i variant de 1 3 12

S, S, S, S, | R R, R, Id
i Tl - Tx - Ki Kl - Tx - Ki Ti i
T Ki | -K | T T K | -Ti | =K | T

Si
K, -K
KZ‘ - KZ
Ky [ Te=T,
Ky K=K,
Ks Tll - T7
KG KIO - Kl
I’<7 - T'l
KB - TS
Ky |T3-Tg
Ky | Ks—K;
Kll TS - T7
Kiz |Ki—Ky,

53



T,
T,
Ts
T,
Ts
Ts
T,
Ts
Ty
Tlﬂ
T!l
Ti2
2. ¢) Action de A/ ~ 3. Sous—espaces de C §A+AS gables par le groupe /\Jo/\[o/\,
; 3. a) Posons: K{ =" Ki+K;—Kjp T{ = Ti+Tg—Ty
Sy Sy Sy Sy Ry Ry Ry 1d K = Ki=K;+Ky T = T,-Te+Ty
K |Ko-Kn K = =K +Ke+Kyy  T§ = =T+ T+ Ty
K, |T,-Ty, Nous obtenons:
}12 ~ ?:: f:z K{ Ky K; TS TS T
T S | | mw | [ K| K| K
Ke |Ki—Ko S | =T | -m | - | oK | oK | K
Ky |Ts—Tu S; —-K{ -K; -K{ T T; T3
Ke |Ks—Ko S, K{ K K -T{ -T; Ty
Ky | -Ke R, -Ty -T -T4 K{ K{ K{
Ky | —Ki R, -K{ -K; -K; -Ti -T; -T;
o R | T | & | T | K| K| K
12 312
5 ‘ | 55




S/ -K{ | -K{ K ~T{ ~T4 TS
S; -Kj -K; K{ -1 ~Ty TS
Y K] K; Ki T v T
Si K{ Ki Ki TS T} T3
R, -K{ -K; -K; -T{ ~Ty +T3
Ry Ky Ks Ki Ti T T
R; -K{ -K; —-K4 -T{ -~Ty +T;
Sy K{ -K; Ky T{ -T; -T3
S; K{ -K; K4 T -T; -T3
Sy Ky Ky Ky T; T} TS
Sy K{ K, K3 Ty T; T,
Ry K{ —-K; —-K4 T{ -T; -T3
Ry Ki Ky Kj T; TS T4
Ry K{ -K; -Kj Ty -T; -T;
3. b) Posons: Ki = Kg+K;—Ky T = Tg+T3~T,
K, = Kg—Ks+K, T = To—Ta+To
K{ = —Kg+Ky+Ky T{ = —Tg+ T3+ T,
Nous obtenons:
Ki K¢ K¢ T T} T4
S, T, T: TS K{ K¢ K¢
S, -T4 -Tg -Tg -K{ -Ks —-K¢
S, ~-K/{ -K{ —K¢ T4 TS T¢
S, K{ K{ K¢ -1y ~-T¢ ~-T¢
R, ~-T; T -T¢ K K K¢
R, —K{ —K{ —K¢{ ~Ty ~Ty ~T¢
R, T, TS T¢ —K; —K{ —K¢

SH ~T -T T -K; K¢
S; T, Ts -Tg Kg - K¢
S; -K{ -Ky -K{ TS T¢
s/ K{ K K¢ -T -T¢
R{ T; Ts -Tg - K K¢
R; -K{ -K{ -K¢ -T4 -T¢
R4 -T ~T4 +T¢ Ky -K¢
Sy K, -K¢ -K¢ -T -T¢
Sy K{ ~K{ -K{ Ty -T¢
Sy K, Kg K¢ TS T
S K{ K¢ K¢ TS +T¢
Ry K, | -K{ -K{ -T ~T¢
RE | K| K| K | u
Ry K{ -K¢ -K{ -T -T¢
3. c) Posons encore : K; = K;+Ks—Ky; = Ty+T3-Ty
Ki = K;—K;+K;j; = T,-T5+Ty,
Ky = -K;+K;+Ky; = —T,+T;+Ty
Nous obtenons :
K7 K¢ Kg 8 Tg
SH T; Tg Tg 8 Kg
S, -T; ~T¢ -T; -K -K{
S | -Ki | -k | -Kg i | W
Sy K; Kg Kq =T -Ty
R, -T; -Tg -Tg 8 Kq
R, —K{ -K¢ —K{ -T -Ty
R, T; Ty T -K -Kq




Coordonnées de M

S T Ty K | -Ki "y K; On a alors::
S; T; Tg - Ty K7 Kq —Ky -49| 51 | 53 |-55|-57| 59 | 61 |-63
S; -K; -Kyg -K; T; Ts Ts 33 |-35(-37| 30 | 41 |-43|-a5| a7
Sy K7 Kg Kq -T; - Tq - T 17 |-19|-21] 23 | 25 |-27|-29|+31
Ri T T -T | CK) -KE | K M-68p 1 |-1]3 ][5 |[-7[-o]1u[13]-15
R; -K; -Kg -Kg -T; ~Ts —Ts 2 215 [—13]-11l 9 | 7 | -5 1-3 1
R; -T7 —Tg Tg K; - Ky —Ky ~31129 | 27 |-25{-23]| 21 | 19 |-17

‘ -47| 45 | 43 |-41]-39| 37 | 35 |-33
Sy T; —-Tg - Ty Ky —Ks —Ks 63 | -61|-59| 57 | 55 |-53|-51} 49
Sy -T; T4 T4 —Kj Kg Kq

- - . ; En notant M’ le dernier carré, on obtient :

83” bt Kyl e Ka’ - Kg T7 TB Tg
SH K7 Kg Kq =17 —Tg - Ty ~49| 42 | 35 |-28|-21l14 | 7 | o
R; ~T; T§ Ts K7 -Kq -Kg 42 |-35|-28| 21 |14 |-7| 0 | =7
Ry -K; -Kg -Ky -T; -Tg -Tg 35 |-28|-21|14 | 7 |0 |7 |-14
Ry T; -T; -T -K; K¢ Kg M= |=28|21 |14 |-7]0 |-7|-14]+21

-211| 14 8 0 7 |—-141-21] 28
14 | -7 0 -7 |1-14121 | 28 |-35

Clest le carré: ‘ 7 0 | +7 [-14(-21]28 | 35 |-42

0 -7 |-14| 21 | 28 |-35|-42] 49

IV. LE CARRE DE MERCURE

9 58 | 59 5 4 62 | 63 1
49 |15 | 14 | 52 | 53 | 11 | 10 | 56

0 9 18 1-271-36| 45 |54 | ~-63
41 |23 | 22 | 44 | 45 | 19 | 18 | 48
e -91 0 | -9 18 |27 |-36|-45| 54
32 |34 |3 |29 28|38 39
M= -181 9 0 9 18 1-27 |-36| 45
6 | 27 | 37 | 36 | 30 | 31 | 33
bl , : + 27 |-18|1-9 1 0 -9 118 |27 |-36
17 | 47 | 46 | 20 | 21 | 43| 42 | 24 ; , .
‘ 36 | -27|-18| 9 0 9 18 | =27
4 2113 |51] 50 16
9 |95 541 -45)36 |27 |-18|-9| 0 |-9] 18
1} 60 6 7 57 ,
ot 2 ° ° : —-54) 45 | 36 [(-27-18] 9 0 9
260 I est formé par les 64 premiers entiers non nuls. Sa somme linéaire est : 63 | -54|-4536 | 27 |18 -9
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Clest un carré de la forme AS + SA. De plus on constate que
M’ = 7K’ + 9T’ avec

-716 5 | -4 |-3 ]| 2 1 0

6 |-5|-4 2 |-1]10 |-1
5 |-4|-3] 2 1 |0 1 |-2

kKi=|-4]3]|2 |-1]0 |-1|-2]3 et T =SK’
-31] 2 0 |1 |-2|-31| 4

1
2 |-1]0 |-11]-2]3 4 | -5
1 |-21|-31]4 5 | -6
0 | -1]-2] 3 4 |-51-617

On obtient K’
et alors ‘ T’

]

K{ + 2K{ + 4K;
T{ + 2T, + 4T;

dou M = & B, + L (K{ +2K[ +4K) + = (T{ +2T; +4T;).

Cela montre que I'on peut obtenir 511 autres carrés magiques par
application de AJo Ao /\,.
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CHAPITRE S
duit tensoriel

pro
cafres magiques

de
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I. EXEMPLE

Considérons C, rapporté a la base {l, J, K} définie au chapitre 1. On
rappelle que :

1 1 1 (-110
=11 1 d=1-1101]1
1711 ’ 011 1|-1

0

-1

1

1

0

-1

-1

1

0

Considérons aussi dans C, le carré le plus simple, celui dont tous les
coefficients sont égaux a 1.

A EIEAER BN ENERE
i1t
TRRRBRRAR
MARERRRAE

Bo = |1[1]1[1]1]1[1]1]1
TRRRARAAR
TARRRRARE
tifafaiii[11
SRBRRRRRR

Il pourra aussi apparaitre intéressant d’écrire B, sous la forme

I

I

I

Bo= I

I

I

I

1

I

oi1 I désigne le bloc dont toutes les composantes sont 1.

On peut alors prendre B, comme un carré & trois lignes et trois colonnes
dont les composantes sont elles-mémes des carrés en posant

Reconnaissant alors I'écriture de I nous poserons :
BO == I @ I
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By =1le[1[1[1

1]1)1

[®J =

J®I=

I ®K =

1

1

1

-1

-1

-1

d | et | ek | O OO

= OO O

]t e O OO

0

-1

0

-1

-1

0

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1
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64

J®K =

J®J =

K®I=

oJoJo]-1]1]0 1 |-1]0
olo]ol1]o[=1|-1]0 1
ojlololo|=1]1 o |1 |=1
1l-1{ojo|ofo [=1]1 o0
-1fol1]ofo]o0 |1 [o]=1
o1 ]-1lo]ofo0 [0 |=1]1
-1l 1]o[1[-1l0 0 |o o
1o =1]=-1]0|+1]0 Jo |0
ol-1[1]0|1|-1]0 0 o0
1[=1Jo[=-1]1]J0oJoJoTo
-1lo]1[1l0]=1]o]o]o
o[ 1]-1]o|=-1]1]0 oo
-1l1lolofolo |1 [-1]o0
1{o]-1lo]o]o0 [=1]0 |1
ol-1]1]ololo o |1 -1
olo]o|1]-1]0 =110
ojlolo|-1]0 1|1 |0][=1
ojlolo]o|1[=1]0 |-1[1
0 -1]1]0 [-1]1 0 [-1]1
10 =11 |0 |[-1]1 o [-1
“1]1 o [-1]1 Jo[-1]1]0
0 |-1]1]0 |-1]1 [0 [~1]1
10 |=1]1 [0 [-1]1 [0 |=-1
“1]1 (o [-1]1 o [-1]1]0
0 [-1]1 [0 [-1]1 0 |[-1]1
10 ([-1]1 [0 [-1]1 0 [-1
“1l1 o =11 [o[=1[1]0

0Ol-1111]0 1(-110/0 10
110 (-1]-1]0 11010 1}0
-1/ 110 (1 (|-1/0]l0]o0 o0
Ot1J]-1{0 (0 (0 ]o0|[-1]1
K®J=-1/0 1|0 (0|01 ]0 [=1
1j-1/0 0 (0|0 |-1]l1T10
Ojlo0 (oo |-1]1]0]1 =1
0Ol0JO0 |10 (-1]-1]011
0Olo0 (o0 |-1]1]0]1]-1]0
010 (0|0 |1 |=-1]0]-1]1
0100 |-1]10]1]1]0]-1
0Ol0J0 |1 |-1{0]-1]11]0
Ol-1j1 100 |00 1]=-1
K®&K= 110 |-1{0]0 |0 ]-1]0 1
-1l1 /0|0 |0]0]1]|-1]0
Of1(-1]0|-1l1]0]01]o0
-1f0|1]1]0|~-1/0]0]o0O
1|-1]0]|-1j1]0]0]0]o0

On peut remarquer que tous ces carrés sont magiques, donc éléments
de C,.

D’autre part, quels que soient les carrés X, Y, Zde C;et quel que soit
le réel a on obtient :
X®NY+2) =XQ0Y +X®7Z
Y+2) @ X =YX +Z ®X
aX ®Y=XQ®a¥Y=aX®Y)

ainsi considérons le carré A de Saturne. Nous obtenons :
A®A=(51-J-3K ® (51-J-3K)
=251®I~—5(I®J+J®I)+3(J®K+K®J)
~15(I®@ K+K®) +J®J+9K QK
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avec 16136 8 |36 |81 18| 8 |18 | 4
12120 {28 {27 |45 (63| 6 |10 |14
32| 4124172 | 9|54 |16 | 2 12
12127 | 6|20 |45 |10 |28 |63 |14
A®A =| 915121 |15 |25 |35 |21 |35 |49

24| 318 |40 | 5 (30 |56 | 7 |42
32172116 | 4| 9| 2|24 |54 |12
24140 |56 | 3| 5| 7|18 |30 |42
64| 8|48 | 8| 1| 6]48 | 6 |36

On va établir que I'espace engendré par les neufs carrés [®1 ; 1®J 5
JOI; K®I; I®K ; J&J ; K&K ; K®J et J;GjK n’est autre que le carré
tensoriel de C, (espace note G2 ou C; ®@ C,).

II. CAS GENERAL

C,, est un espace vectoriel de dimension n{n—2)
2 . . . ’ 7
C, est un espace vectoriel de dimension n’(n’ —2)

Si V; est un vecteur de base de C, et V; uri vecteur de base de C,-,
alors V; ® Vj est l'un des générateurs de C,, @ Cp-.

D’autre part, si M est un élément de C, et M’ un élément /de Cp
alors M ® M’ est un élément de C, «,,’ et sa somme linéaire est égale au
produit des sommes linéaires de M et M"’.

Démonstration :

Les trois propriétés suivantes, valables quels que soicinf leréel a, les
carrés M et Nde C, et les carrés M’ et N’ de C,,-, sont évidentes de part
la formation des carrés produits

M+N) @M =M M + N M’
M@M' +N')=M®M + M@ N’
aM@®@M)=aM @M’ =M ® aM’.

Le fait que 'ensemble des carrés obtenus par combinaison linéaire des

V; ® Vj soit le produit tensoriel de C, et GI}/ est une conséquence du cas
plus général des produits tensoriels de matrices (cf. § III).

Le seul point restant & établirest C,, ® C,- C Cuxn’, autrement dit
que le produit tensoriel de deux carrés magiques est un carré magique.
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En vertu de la bilinéarits, il suffit d’établir la propriété pour les 8léments
Vv, ® V.

Si'un des carrés est de somme linéaire nulle, alors le carré Vi ® Vjest
aussi de somme linéaire nulle. En effet, chaque ligne, colonne ou diago-
nale est composée de n’ tranches de n nombres de somme nulle ou de n
tranches de n’ nombres de somme nulle. On obtient alors un carré de
Cnxn’-

Le seul cas restant alors & considérer est celui dont tous les coefficients

sont égaux & 1. Le carré produit est alors celui de Chxn’ dont tous les
coefficients sont aussi 1. 1] est magique.

Dans C onaalors M = -rST By + N avec NE 0.
’
Dans ¢, on aaussi M’ = ~s—,B§ + N’ avec N’ € 8.
n

Il vient alors : .
M®M = i;gg@B{ﬂ%BQ@W + = N®Bl + N®N/)

n.n n
/ ’
= 23_BIXN' 4 M7 avec M7EC Oxn’
n.n’

Vu l'unicité de cette décomposition (Ch. 2, propriété 2.1), la somme
linéaire de M ® M’ est s.5’.

Ill. ANNEXE: PRODUIT TENSORIEL DE DEUX MATRICES

Il S’agit ici de justifier, tout en les généralisant, les notions précédentes
dont le champ d’application dépasse amplement celui des carrés magiques.

Soit M = (x;) une matrice appartenant aMm n (ensemble des matri-
ces & m lignes et n colonnes).

Soit M” = (x{j-) une matrice deMopy .

Au couple (M, M’) on peut associer la matrice notée M® M’ apparte-
nant 8 Aom x m’ nxn’, décomposable en blocs M/” ;- égaux respectivement

a Xi'/'/ M.
Soit E un espace vectoriel de dimension m, de base (u)1¢icm
Soit E’ un espace vectoriel de dimension m’, de base (U)1<i’ <m’
Soit F un espace vectoriel de dimension n, de base (v)1<ign
Soit F” un espace vectoriel de dimension n’, de base v 1< <n’

Soit f lapplication linéaire de E dans F dont la matrice par rapport aux
bases ci-dessus est M = (x;)).
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Soit f* l'application lingaire de E’ dans F’ dont la matrice par rapport
aux bases ci-dessus est M’ = (x{"57).

On sait qu’il existe une application linéaire hde E @ E’ dans F @ F’
telle que h(y;®uy) = f(u) @1’ (uy), h étant I'application f @f" et appelée le
produit tensoriel de f et {’.

Compte tenu que les produits (u; @ uy’) et (v; @ v{’) forment des bases
respectivement de E @ E’ et F ® F’, la matrice de f ® {’, relativement &
ces bases, n'est autre que M ® M’ définie ci-dessus.

Démonstration
Rangeons les bases de E @ E’ et F ® F’ de la maniére suivante :

U, @ Ui’; est avant u;, ® ufz/ si et seulement si
soit i’y < if
soitif = iy eti,<i,

vj, ® vj; est avant vj, ® vj; si et seulement si
soit j{<js
soit jj = j; et j;<j,

La matrice de lapplicaton f{ @ {’ appartient & Iensemble

Mmxm’, nxn’ ; appelons X% ses coefficients.

Ona i” = p’i + r (division euclidienne de i” par i)
j” = q'j + s (division euclidienne de j” par j)
alors, compte tenu de la position des éléments de base, on a :

- ’
xi”j” = Xp/q/,xrs

ce qui établit la propriété.

Par conséquent, cela justifie le nom (et la notation) de produit tensoriel
donné 3 la matrice M @ M’.

L’ensemble Mpyxm’, nxn’ est le produit tensoriel des espaces
Mmn et My n, mais Cest aussi le produit Moy’ 5 ® Moy, - 1l faut
remarquer cependant qu'en général M @ M’ # M ® M.,

D’autre part, la multiplication tensorielle des matrices est associative,
ce qui permet de parler du produit tensoriel de plusieurs carrés magiques,
puisquelona Cp @ (C, ® Cp) = (C,, @ C)) & C,, et pour tout &lé-
ment Mde C,, Nde CnetPcFe CobM® (N®P)=(M®N) ®P.

D’autres conséquences sont données par les trois propriétés suivantes.
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PROPRIETE 5.1.. (Décomposition en blocs)
Soit M une matrice de M. n. Posons M = (xy).
Supposons m = m’Xm” et n = n’ Xn” .
Pour k et | tels que 1 <k€<m’ et 1<I<n” on note Ai’n’Sn” la

matrice @ m” lignes, n” colonnes dont la composante xy est 1, tou-
tes les autres étant nulles. On a alors

M= T M @Ak, ,
(k1) ol men

ot My | est la matrice & m’ lignes et n’ colonnes don

t les coeffici
sont pour 1<i'<m’ et' 1<)’ <n’ fficients

kil _
X7 = Xmi(k=1)+i", n'(1-1) +j¢

in’ ? ~ . e . ..
l’exezg(;l:; Tsl 551 qlti un probléme de division euclidienne, comme le montre
ivant :

PROPRIETE 5.2.

Quelles que soient les matrices M,N,M’,N’ telles que

ME Mo NE My ME My et NE U,
ona: P

(N®N').M®M')=(NM ® (N".M’)
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E,E",FF',G,G" sont des espaces vectoriels de dimension
m,m’,nn’ p,p’.
f  application de E dans F de matrice M
t’  application de E’ dans F’ de matrice M’
g application de F dans G de matrice N
g’ application de F’ dans G’ de matrice N’

on a alors le schéma :

ETE’ ®" FoF__®Y _Gec
(gof) @ (g’of’)=(g ® g’)olf ® f’)—j
L’égalité ayant lieu car les images d’'une base de E ® E’ par les deux

applications sont identiques, d’oli le passage & I'égalité des matrices (&lé-
ments de A,

me',pxp’) .

PROPRIETE 5.3.
(Produit matriciel par blocs)
M  matrice de blocs (My) i<m ; j<n
M’ matrice de blocs (M{j:) i"<n;j"<p
Alors le produit matriciel (s'il est défini) de M et de M’ est la matrice
de blocs :

n
Mij’l’ = k§1 My Méj,

C’est une conséquence directe des propriétés 5.1 et 5.2.

Remarquons que, si ces propriétés n'ont pas de conséquences au
niveau des carrés magiques, elles en prennent beaucoup plus dans le cas
de carrés semi-magiques (dont les produits matriciels ou tensoriels sont
semi-magiques), ou de matrices bistochastiques (voir & ce propos la bro-
chure A.P.M.E.P. “Les carrés magiques” § 15).
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CHAPITRE 6
.~ le groupe Nde N4



1. CAS GENERAL

Rappelons que le groupe A} (en abrégé A,) agissant sur un carré de
C,, est constitué des huit transformations Id, S;, S,, Ss, S4, Ry, Ry, Rs.

Considérons un carré Mde C; et un second carré M’ de C,,-. Soit

® une transformation de A} et ¥ une transformation de A}’. Les carrés M

® M’ et (M) ® ¥(M’) sont tous deux magiques et automorphisme de

Cpn ® Cy qui, & tout élément de la forme M ® M’ fait correspondre

®(M) ® ¥(M’), est (par définition) le produit tensoriel des automorphis-
mes ® et ¥ que 'on note & ® ¥ . De sorte que I'on obtient

®®¥M® M) =&M ® ¥M’')

[’ensemble des applications ainsi obtenyes (a 64 éléments) est le pro-
duit tensoriel (sur Z) des groupes A} et A}’ que l'on note A} ® A} ou
plus simplement A, ® A,.

On peut alors se demander comment agit 'application ® ® ¥ sur un
carré (non nécessairement magique d’ailleurs).

Ce carré étant partagé en n’? blocs de n? éléments chacun, on peut
définir de maniére analogue au chapitre 3 le groupe A\ des huit transfor-
mations Id, R{, R;, R3, S;, S;, S;, S,’ obtenues a partir de A4, mais inter-
venant sur les blocs de n? cases au lieu d’agir sur les cases elles-mémes.
On peut de méme définir un troisi¢me groupe A\ formé de huit transforma-
tions analogues mais agissant sur tous les blocs a la fois, sans les permuter
entre eux. Par composition de ces applications on obtient un nouveau
groupe de 64 éléments tels que (rappelons-le) :

— la composée de deux applications de A est donnée par le tableau
p. 3 (chapitre 1) ;

— la composée de deux applications de A\, est donnée par le méme
tableau ;

— le transformé d’'un carré de C, ® €, est un carré du méme
ensemble.
De plus, on a la relation

POV = PV’ = ¥'od

On peut constater que les applications du groupe DgolNf ne sont pas
fermées sur C, -, mais que 'ensemble des carrés magiques transformés
en carrés magiques par ces applications est un sous-espace de C, x -
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contenant C, ® C,-.En considérant d’autre part le groupe A} X" opé-
rant sur. C,xn {ou M, x,) on obtient de nouveau les relations du
chapitre 3 :

R; = Efo = R:’E =R, ® R

Rz = RzRé = RZIRz = Rz@ Rz

Ry = RiRj = R{R; = R; ® R,
S; =58 =5{5, =5,8 S,
S; =58 =8;5,=5,05,
S; =58 =845, =5,0 S;
Sy =S,S; =5/S,=5,®8S,

On est alors & méme de préciser davantage les liens entre ces résultats
et ceux du chapitre 3 auquel il est fait si souvent allusion.
Pour cela, posons :

0 |1 _ 110 1 -1
F = F = G =

-1]0 0 | -1 -1]1
nous obtenons : _

D,=F®G C,=-F®G

D,=G®F C,=-G®F

alors chaque transformation du groupe A\{o/\, (ou Agwo/\]) est le produit
tensoriel de deux applications de A\, opérant sur A, .

L’action de A\, sur les carrés F, G, F est donnée par le tableau :

F|F|F|-F|-F|F |-F| F |-F
F|F|-F|-F| F |F | F|-F|FE

G| G |[-G| G |-G|-G|-G| G |G|

1. A titre d’exemple, nous nous proposons d’établir comment opére
ce groupe sur 'ensemble C; ® (5 (sous-espace vectorie,l de Cy).
Ces applications étant linéaires, il suffit de limiter notre étude a la
base de cet espace proposée au chapitre précédent, d’autre’pfart, les
applications du groupe étant obtenues par composition des éléments
de A4 et de ceux de A/, il suffit de se limiter aux éléments de ces
deux ensembles (I'étude de 4\, pouvant étre faite simplement par
considération de la nature des carrés obtenus).

{*IDe méme au chapitre 4 le groupe AJo/Njo/\, nest autre que Ny @ Ly B L.
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Posons pour cela :

e s

=1®1
A =K® " = &
B-KOK B _je,  Cmesd
C=K®I] C'=1®K carrés SA
D=Jd®] D=1®J carrés AS
1. Action de /\,
Elle se résume par le tableau :
A A" |B | B |B |{clc b o
d| A A |B | B |B |c|lc | b D
Ry |-A"|-A|B, |B" | B | D |D |[=Ccl=cC
R, | A |A" |B, | B |B |-c|-c'|=D|=D"
Ry |-A"|-A|B, |B" | B |-D|=-D'| C |
Ss |A"|A B, |B"|B|D|D |C [
S; |A”| A |B, |B" | B|-D|-D|=Cl-C
S; | -A|-A’| B, B |B |C|cC |-D|-D’
S |-A|-A"{B, | B |[B" |[-c|-¢c'| D [D
2. Action de /]
Elle se résume par le tableau :
AlA"|B | B|B |(Cc|{c |Ipl|pD
d | A|A|B, | B|B |clc |p D
Ri |-B|B" |B, | A |-A"|Cc |[+D"|D [=C"
R; |-A|-A"|B, |-B|-B’" |c |-c’"|D [=D"
R{ | B |-B"|B, |-A| A" |c|-D'|D |
S{| B|B |B |A|A |c|D |D |
S; | -B|-B'| B, |-A|-A"|Cc |-D'|D [-C"
S; |-A| A" |B, | B|-B"'|c|c |p =D
S{| A|-A"|B, |-B|B" |c|=c'|D | D
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3. Action de A\,
Elle se résume par le tableau :

Ala B [B[B [Cc[c [D [D
d| A la |B | B |B |clc |D]|D
R, | B" |-B|B, |A" |-A|D |C" |-c|-D’
R, |-A|-A"|B, | -B|-B"|-c|c” |-D| D’
R, |-B’|-B|B, | -Al|-a"|-D|c’ | ¢ | D
s, |B|B |B, |Aa|A|D|c |cC|D
S, |-B"|-B|B, |-A"|-A|-D|cC" |-C|D’
S; | A |-A"|B, | B |-B| C |c" |-D| D’
s, |-ala" |B, |-B|B" |-c|c" | D |D’

‘Au vu de ces trois tableaux nous pouvons constater que les sous- .
espaces engendrés par {A;A’;B;B’} et {C;C’;D;D’} sont globalement
stables par le groupe A\, ® /,. Nous sommes alors amenés 8 nous deman-
der ¢'il existe d’autres espaces de carrés magiques (sous-espaces de C,)

lobalement stables par ce groupe. La réponse est affirmative. Elle peut
etre obtenue de différentes facons dont 'une, purement calculatoire, est
similaire & celle utilisée au chapitre 4 pour I'étude de Cg.
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Qu’est-ce que ’A.P.M.E.P. ?

L’Association des Professeurs de Mathématiques de I’Enseignement
Public a été fondée en 1909. Elle regroupe prés de 11 000 enseignants con-
cernés par les mathématiques (‘‘de la Maternelle & I’Université”’).

Les maitres qui enseignent des mathématiques a tous les niveaux,
““de la Maternelle & I’Université’’, mettent en commun leurs expériences
pédagogiques, se réunissent pour en discuter ou pour perfectionner leur
culture scientifique. Ils ont défini leurs objectifs dans la Charte de Caen *,
en particulier sur les finalités de Penseignement, I’expérimentation péda-
gogique, la formation des maitres. En s’appuyant sur les idées contenues
dans cette Charte *, ils conjuguent leurs efforts pour améliorer I’enseigne-
ment des mathématiques (contenu, méthodes, etc.).

L’A.P.M.E.P. s’intéresse donc a toutes les questions qui concernent
’enseignement des mathématiques depuis les premiéres initiations (4 la
Maternelle et a I’Ecole Elémentaire) jusqu’aux études supérieures (recher-
che et formation des maitres), sans oublier la formation permanente. En
liaison avec les autres Associations de spécialistes et avec les organisations
syndicales (en concurrence de qui elle ne se place jamais), elle s’attache a
la sauvegarde des droits de la fonction enseignante et contribue 4 sa pro-
motion. '

L’A.P.M.E.P. entretient des relations amicales, échange des infor-
mations et des services avec des Associations de Professeurs de Mathéma-
tiques des autres pays de I’Europe et du Monde.

L’A.P.M.E.P. est organisée en Régionales, par académies, (certaines
avec des sections départementales) qui ont leurs activités pédagogiques
propres. Une collaboration souvent fructueuse s’est instaurée avec les
IREM sur des objectifs communs.

L’A.P.M.E.P. édite un Bulletin (5 numéros par an) qui réunit des
articles de documentation mathématique, pédagogique et administrative,
et qui rapporte la vie de I’association, ainsi gu’un supplément d’actualité
(4 N par an). Elle édite aussi des recueils de sujets d’examens ou con-
cours : Fin de 3¢, CAP et BEP, Baccalauréat, D.E.U.G.

De plus, elle publie une série de brochures et d’ouvrages de documen-
tation (vendus au prix cofitant) concernant tous les niveaux d’enseigne-
ment, et qui ne sont ni des manuels, ni des traités.

L’efficacité du travail de I’ A.P.M.E.P. tient au nombre et au dyna-
misme de ses membres. Si vous ne les avez pas encore rejoints, faites-le
donc sans tarder.

* et dans le Texte d’Orientation 1978,




