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ACTIVITES NUMERIQUES :
UNE SUITE '
A RECURRENCE LINEAIRE

OBJECTIFS : Le but de cette étude est de :

— faire manipuler les éléves avec une suite de nombres ;
— de les sensibiliser a un algorithme ;
— de leur faire découvrir pas a pas un langage adapté aux suites ;
— de leur faire utiliser une calculatrice ;
— d’utiliser un graphique lié & une activité numérique.
Prérequis
e calculs dans I’ensemble des décimaux, ou des rationnels.

e relation d’ordre < et propriétés.
e représentation graphique d’une fonction affine.

Bibliographie :
Bulletin A.P.M. n° 308 - Avril 1977. Article de M. Glaymann. Ini-

tiation aux méthodes itératives et utilisation de calculateurs avec des
enfants.

Plan :

® Document éléve.

e Commentaires sur le document éléve.
® Quelques remarques d’éléves.

® Programmes.

Document éléve.

Suite de nombres

1. Calcul _
Ecrire sous forme décimale les nombres définis ci-dessous :
u1 = 2
U, = 0,5><u1+3 U, = 4
us = 0,5Xu;+3 us; =5
u4 = 0,5 X u3 + 3 u4 =
Us = 0,5 XKass  wsess
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2. Faire un programme de calcul de cette suite de | ; | ; | 4., — 4
nombres

Remplir le tableau ci-contre (lére et 2¢me |1 | 2
colonne) jusqu’au vingtiéme au moins. Indiquer |2 | 4 2
par un astérisque si c’est une valeur approchée. i 5 1

3. Observer les nombres obtenus

Que peut-on dire ? Ecrire toutes les idées que
vous suggere ce tableau de nombres.

4. Comment organiser les idées
4.1. Comparer les nombres uy, U, Us, .....

4.2. Interprétation geometrlque

Le plan P est muni d’un repére (O, l, j)
O, i ) désigne 1’axe des abscisses, (O, j ) I’axe des
ordonnées.

Tracer I’ensemble D des points M (x;0,5x+3)
(x réel). Tracer I’ensemble A des points N de coor-
données (x ; x) ; (x réel).
Puis placer les points I;(#; ; O) ; M,(uy ; 0,5u;+3)
Na(uz 5 up) 5 I(uz 5 0)
M,(u; ; 0,5u,+3) ; Na(usz ; us)... ainsi de suite.
S’il y a d’autres remarques, les noter.

4.3. Calculer uy—uy ; Us— Uy ; Ug— Uz 5 ... 5 Uisg— Uis...
(Remplir la 3éme colonne du tableau).
Peut-on en déduire que, pour tout entier /i non nul, u; <uq ?

4.4. A partir de quel entier k a-t-on : | ey — 4| <1073 ? Méme ques-
tion pour : | Uy —ux| <10™...

4.5. Comment peut-on choisir 1’entier j pour que l'on ait :
|u;— 6| <1077 ? Démontrer que, pour tout entier n non nul, si n>; alors
|u,— 6] <107.

5. D’autres exemples.... généralisation
5.1. Reprendre 1’étude précédente en changeant la valeur initiale

U = 1,5 Uy = 0,5Xu1+3... U, = 0,5Xuk_1+3
u; = 8 u, = 0,5xu;+3... u, = 0,5u,-,+3
U =6 u, = 0,5xu;+3... Uy = 0,5Xu; +3
5.2. Reprendre ’étude précédente avec :

ul = 2 uz = O,7u1+4 u3 = O,7u2+4 .....
§3. u; =2 u, = lu;+3 u; = lu,+3.....
5.4. u1 = 2 uz = 2u1+3 u3 = 2u2+3 .....

72



5'5°‘u1=2 u2= —u1+3 u3: '—uz+3 .....

56. u, =2 U, = —2uy+3 U3 = —2u,+3.....
..... d’une fagon générale, u, est un nombre donné et les autres se calculent
par la relation u,,; = au,+b, n€EN, ; a et b sont deux nombres réels
donnés.

Faire d’autres essais. Indiquer un classement possible des différents
cas en choisissant une des propriétés mises en évidence (chaque fois qu’il
est possible, faire une démonstration).

°* Commentaires sur le document éléve

Les éleves sont amenés a faire beaucoup de calculs simples, d’ou
I’intérét d’utiliser des calculatrices, afin que les objectifs mathématiques
ne soient pas « noyeés ».

f désigne la fonction définie par f(x) = 0,5x+3 ; XxER .

On peut utiliser des égalités du type f(x)—f(») = k.(x—Y) .
En effet : u; = flui-y) 5 Uig—u: = ) —flti-) = 0,5 X (Ui — ui-y) -
En posant d; = U — U :
u3'— Uz = 0,5><(u2—u1) ’ dz = O,Sdl s d3 = O,SXdz = (O,S)ZXdl
d, = 0,5xd, ; dy = (0,5)? dy... ; d: = (0,51 d,.
Le paragraphe 4.2. du document éléve nous montre comment on

peut mettre en évidence sur un graphique les nombres vy, Uy, Us..., puis les
différences dy, d,, d;... et la relation entre ces différences.

A
D e (P
i W Halh
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| i bl St Ns 1
4 | . 1
E | i | dy = MiN,
s ! E o1 d; = M;N,
M frewens mn s g siatackatcetas . " TN BN Zg = M3§4
* | 1 | | | i = 41N5
_o% : : E o0
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| ! ! |
3 ! | Lo
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| | R
' .
: ! P
] | 1 | 1
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: : Do
I : : : i
: ! o
0 172 1 uy=2 u,=4 u;=5 g 6 X
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L’observation de la suite des nombres, puis du graphique, suggére a
I’¢éléve un certain nombre de propriétés.
e le signe de u;,; —u; est le méme que celui de u; — ;4.
® le signe de u,.;— u; est le méme que celui de u, — u,.
e la suite (u;) est croissante.
e la différence entre deux termes consécutifs, a partir d’un certain rang,
peut €tre aussi petite que désiré.
e c’est ’observation du tableau de nombres qui nous permet de suggérer
un entier & tel que |uy 41— ug| <10 (ou encore (0,5)k—1x2<10™%)
e ]la suite converge vers 6.

Le tableau de nombres peut €tre complété par une quatriéme
colonne, celle des différences u#,— 6. On remarque que 1’on peut utiliser

des égalités du type : f()6)—6 = —. (x—6) .

1
2

En effet :
Uy = flu) = 0,5u,+3 ;
Uy—6 = 0,5u,—3 Uy —6 = 0,5X (u;—6)
U—6 = 0,5(u;—6) ; u3—6=0,5%(u,— 6)=(0,5)%(; — 6)
Uiy—6 = 0,5%.(1ti-;—6) = (0,5)' X (1, —6)
L’observation du tableau nous permet de proposer un entier j tel que :
|uj—6| <107 (ou encore (0,5) L. |u;—6| <107)
Un autre graphique peut étre proposé aux éléves, en plagant 7 en
abscisse et u; en ordonnée.

Quelques remarques d’éléves

e En observant les nombres obtenus, on voit que quand i croit, u; croit
également, mais plus i est important, moins la différence (u..;— u.) est
importante. Ce tableau de nombres suggere une courbe qui est trés incli-
née pour des abscisses faibles mais qui finit par étre presque paralléle a
I’axe des abscisses quand celles-ci sont importantes. La fonction tend
alors a devenir constante mais sans jamais atteindre 6.

e A partir du chiffre 6, les nombres d’indice pair se terminent par 875 et
les nombres d’indice impair par 375. La calculatrice n’ayant que 9 chif-
fres aprés la virgule, u; est une valeur approchée a partir du nombre 13.
u; tend vers 6 sans y parvenir.

e On constate qu’a partir de u,4, la fonction est constante. On constate
également que la différence u,,; —u; diminue de moins en moins rapide-
ment pour finir par €tre nulle.

e J’ai une autre remarque : les ordonnées des points sont toujours supé-
rieures aux abscisses.
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* Programmes

Les différents programmes donnés ici sont ceux correspondant a
I’utilisation d’une calculatrice programmable (TI57 ou HP33) ; il est
facile d’adapter les instructions a toute autre calculatrice programmable,
voire méme a une calculatrice non programmable ; dans ce dernier cas,
I’éléve note des résultats intermédiaires et effectue lui-méme les tests.

Il est certainement possible de proposer des programmes plus élé-
gants. Ce sont pour la plupart d’entre eux des programmes d’éléves.

Programme de calcul des nombres de la suite (§2).

X

I w4+ «n-

2nd Pause
RST
R/S

Notice TIS7
OFF ON
LRN introduire le prog LRN
RST
introduire u;=2 frapper RS

lire uy, u;...
pour arréter appuyer sur RS

4+ W X wn -

fPause
GTO0 01

Notice HP 33
OFF ON
en mode prgm introduire les
instructions
en mode RUN. GTO0 00

introduire u,=2 frapper RS
lire u, u,...
pour arréter appuyer sur RS

Le programme précédent peut étre complété pour obtenir les différences
de termes consécutifs de la suite.

> Notice TI57 Notice HP 33
+/- OFF ON CHS OFF ON
STO1 1) LRN introduire STO1 1) en mode PRGM :
+f = le programme LRN CHS introduire le programme
R 2) RST t 2) en mode RUN. GT000
. 3) introduire u;=2 . 3) introduire ¥; =2
5 puis frapper R/S 5 frapper R/S
+ 4) lire uy, uy— uy, Us, Uz— Uy,... X lire uy, u;—uy ; Uy ; Uz— U;....
3 5) pour un autre essai 3 pour arréter, appuyer sur R/S
= appuyer sur R/S puis + pour un autre essai
2nd Pause |reprendre au paragraphe 2 fPause | appuyer sur GT000 et
2nd Pause fPause | reprendre au paragraphe 3
STO00 STO00
SUM1 STO+1
RCLI1 RCL1
2nd Pause fPause
2nd Pause fPause
2nd Pause fPause
RCLO GTO001
RST
R/S

73



Le paragraphe 4.4. du document-€éléve propose d’ajouter au pro-
gramme un test d’arrét.

+ /—
STO 1
+ /=

o X

| W4+ e

2nd Pause
2nd Pause
STO00
SUM 1
*RCL1
2nd |x|
2nd Pause
2nd Pause
2nd Pause
2nd INV x>t
R/S
RCLO
RST
R/S

Uy ;

Notice TI57
1) LRN introduire le
programme LRN
2) RST .
3) introduire 1’incer-
titude de |uig— ] ;

par exemple 107%:
frapper 1EE+/-—4
STO7

4) introduire u; = 2
puis frapper sur R/S
5) lire uy ; |uz—uy| ;
|us—uy] ;...
lorsque les calculs
sont terminés, est af-
fichée la premiére
différence |u;— w4 |
inférieure a 10, en
rappelant le contenu
de la mémoire Ry, on
a le dernier u, cal-
culé.

CHS

STO 1

CHS
t

5
X
3
+
fPause
fPause
STO00
STO+1
*RCL1
gABS
fPause
fPause
fPause
RCL3
fx>y
R/S

RCLO
GTO0 01

Notice HP 33
1) en mode PRGM
introduire les instruc-
tions
2) en mode RUN :
GTO000
3) introduire I’incer-
titude STO3
4) introduire u; = 2
puis frapper R/S.
5) lire up, [up—uy| 3
Uy ; |u3— |
lorsque les calculs
sont terminés, est af-
fichée I’incertitude
donnée.
En rappelant la mé-
moire Ry, on a le der-
nier terme calculé.

* Remarque : on peut ajouter les instructions 1 SUM 2 (ou 1 STO+2) ce
qui permet de compter le nombre de termes calculés ; apres arrét de la cal-
culatrice on presse sur RCL2 pour obtenir I’entie k. Ne pas oublier de

mettre 0 dans R, pour un autre essai.
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Apres avoir remarqué que les nombres sont rangés dans I’ordre crois-
sant et que la suite converge vers 6 (des démonstrations sont possibles
dans certaines classes) on peut rechercher la plus petite valeur de I’entier j

vérifiant |u;— 6| <107, par exemple en utilisant le programme :

X Notice TI57 t Notice HP 33
é 1) LRN introduire le 5 1) en mode prgm.
+ programme LRN X introduire les ins-
3 2) RST 3 tructions.
= + :
2 d :
anTI:)aluse j ) ?;ETOO/ , f;%gsle C?T%HOO 0ST00
1 ) IEE +/-7ST07 | ®07% | 5| EEX 7 CHS
SuMo |9 inroduie, 14~ | o 4o STO3
RCL1 p _ Ppex ) RCL1 | 4)introduire u,=2
- 6) llrf,t les u; puis la 6 puis frapper R/S
6 machine affiche le - $) lire 1 is 1
= rang du premier | gABS ) lﬁ:. £ uf,-f.p}llns la
2nd |x| |terme vérifiant | RCL3 | TMac 1n§ dLiens: e
2nd INV x>t | |#4,—6| <1077, Pour | fx>y | Tang du ,pf.ef’.me{
GTO01 un autre essai, | GT020 termg ;’5_51 ll)an
RCLI1 reprendre au para- | RCLI1 | u;—6] <107, b
RST graphe 2. GTopl| Wn autre essal
2nd Lbl 1 RCLO reprendre un para-
RCLO 1 graphe 2.
+ +
1
R/S

L’étude de la suite (&,) définie par u, et la relation u, ;| =au,+b ;
n€N,, a et b deux nombres donnés, peut étre abordée par le calcul numé-
rique ou géométriquement. Ayant une vingtaine de résultats, les éleves
peuvent alors classer puis, éventuellement, justifier.

Programme TIS7 :
ST01 R/SST02 R/S ST00 2nd Lbl1 (RCLOX RCL 1+ RCL2) 2nd Pause
2nd Pause GTO01 R/S.

Programme HP 33 :
STO1 R/S ST02 R/S ST0O0 RCLO RCL1 X RCL2 + fPause fPause
GT006.

Notice : OFF ON

1) introduire le programme

2) initialiser en mode calcul

3) introduire a R/S, b R/S, u; R/S

4) lire u,, U3, Uy, Us.... pour arréter, appuyer sur R/S. Pour un autre essai
reprendre au paragraphe 2.
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