8
L’enchevétrement des chiffres d’une

table de chiffres aléatoires

par Maurice GLAYMANN

1. Point de départ

r est un naturel supérieur a 1 et (x,) une suite de chiffres écrits en
base r. Proposons-nous d’étudier la notion d’enchevétrement des
chiffres de cette suite. Cette notion conduit a construire un fest
qui permet de juger si une suite de chiffres se comporte comme
une suite donnée par une machine aléatoire (urne, roulette, etc...).

Il existe de nombreuses méthodes pour construire des suites de
chiffres aléatoires. Cependant, la plus simple et la plus naturelle,
consiste a placer dans une urne, r boules identiques, numérotées 0,
1, 2, ..., (r=1). On extrait, avec remise, successivement N boules de
cette urne: la suite x , X,, ..., X des chiffres ainsi obtenues est
une suite de chiffres aléatoires.

a désigne un chiffre écrit dans la base r. La répartition du chiffre
a dans la suite ( xi) est a priori quelconque. Cependant, comme la
suite (x,) est aléatoire, les chiffres 0,1, 2, ..., (r—1) sont équire-
partis. Mais, inversement [’équirépartition des chiffres d’une suite
(yi), n’entraine pas pour cette suite, d’&étre une suite de chiffres
aléatoires. Ainsi, par exemple la suite formée par p zéros, suivis par
p un, etc..., terminée par p chiffres (r—1), est une suite de chiffres
équirépartis, sans étre pour autant une table de chiffres aléatoires.

Une notion intéressante est [’écart entre deux chiffres a consé-
cutifs dans la suite (x.). Nous dirons que cet écart est n, lorsque

i

= 12b—



deux chiffres a sont séparés par n chiffres bl, bz, 5 bn, tous
différents de a et que cet écart est nul, lorsque deux chiffres a se
suivent dans la suite (xi).

La notion d’écart va nous conduire tout naturellement dans le
paragraphe suivant a la notion d’enchevétrement.

2. Etude d’un aléa
(x,) est une suite de chiffres en base r et a un élément de I’ ensem-
ble R=1{0,1,2, .. (r—1)} Q, désigne ’ensemble des sous-suites
de (xi) telles que

a,bl,bz,...,b,a avec vi,bi?ﬁa

n

ou de la forme aa.

Posons (0 B I A

a
acR

X est I'application de {2 dans ’ensemble des naturels N:

X & 9 —»N
telle que X (a, b1 i bz, —_— bn, a) = n
et X(a,a) = 0
L’application X associe a tout élément de £ un naturel appelé
écart. )
Si la suite (x;) est aléatoire, la probabilité de I’événement (a, a) est
1/r. -
La probabilité de 1’événement a, b,sbys b, 2 est (1 = %) X lr,
car apres le chiffre donné a, il y a n chiffres différents de a, chacun

d’eux ayant la probabilité ‘1 = %) d’apparaitre, puis le chiffre a.

L’application X : @ —® N est un aléa avec pour proba-

bilité -
* = P(a,b.,b b o o f acede
pl’l - r(aa 1°? R n’a) - r r

Cette probabilité est indépendante du chiffre a envisagé; nous écri-

rons dans ces conditions:
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La table suivante donne les valeurs de p, pour n variant de 1 a 20
et la base r de 2 a 12. La derniére ligne de cette table donne

p="P (20<n< )

st 2 3 4 5 6 7 8 o9 10 11| 12
00,500 | 0,333 | 0,250 | 0,200 0,167 | 0,143| 0,125 0,111 0,100{ 0,091| 0,083
110,250 |1 0,222 0,188 | 0,160 0,139 0,122 )| 0,109 | 0,099 | 0,090| 0,083| 0,076
20,125 | 0,148 | 0,141 [ 0,128] 0,116] 0,105 | 0,096 | 0,088 | 0,081 0,075 | 0,070
30,063 | 0,099 | 0,105 | 0,102| 0,096| 0,090| 0,084 | 0,078 | 0,073| 0,068 | 0,064
410,031 | 0,066 | 0,079 | 0,082| 0,080 0,077 | 0,073 0,069 | 0,066| 0,062 | 0,059
510,016 0,044 [ 0,059 | 0,066| 0,067 | 0,066 | 0,064 | 0,062 | 0,059| 0,056 | 0,054
60,008 | 0,029 | 0,044 | 0,052| 0,056| 0,057 | 0,056 | 0,055 | 0,053| 0,051 | 0,049
7 |0,004 10,020 | 0,033 | 0,042( 0,047 0,049 | 0,049 0,049 | 0,048 0,047 0,045
8 {0,002 |0,013 | 0,025 0,034 0,039| 0,042| 0,043 0,043| 0,043] 0,042| 0,042
90,001 10,009 0,019 | 0,027| 0,032] 0,036| 0,038 | 0,038 | 0,039| 0,039| 0,038
100 0,006 | 0,014 | 0,021/ 0,027 0,031( 0,033 0,034| 0,035 | 0,035 | 0,035
1|0 0,004 0,011 | 0,017| 0,022 0,026 0,029 | 0,030{ 0,031| 0,032| 0,032
12]0 0,003 | 0,008 | 0,014 0,019] 0,022 0,025] 0,027 0,028 0,029 | 0,020
130 0,002 | 0,006 | 0,011] 0,016] 0,019] 0,022| 0,024 | 0,025 | 0,026 0,027
140 0,001 | 0,004 [ 0,009 0,013] 0,017 0,019] 0,021| 0,023| 0,024| 0,025
150 0,001 | 0,003 | 0,007( 0,011 0,014] 0,017 0,019 0,021] 0,022| 0,023
160 0,001 | 0,003 | 0,006 0,009] 0,012] 0,015] 0,017| 0,019| 0,020| 0,021
17 |o 0 0,002 | 0,005] 0,008] 0,010/ 0,013] 0,015| 0,017 0,018| 0,019
18]0 0 0,001 | 0,004 0,006/ 0,008 0,011| 0,013 0,015 0,016 0,017
19]0 0 0,001 | 0,003| 0,005| 0,008 0,010] 0,012| 0,014| 0,015 0,016
200 0 0,001 | 0,002 0,004| 0,007 0,009]| 0,011| 0,012 0,014 0,015

>20}0 0 0,002 | 0,009| 0,022 0,039] 0,061| 0,084] 0,109 0,135( 0,161

v

X —ex(1—x)"
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Notons que pour une valeur donnée de n I’application




: 1 Bkt 9
admet un maximum pour X =T . Ainsi, pour n donné, la

probabilité p  est maximale pour r=n-+ 1.

Cas particuliers

a) r=2

Ce modéle est équivalent a N jets indépendants d’une piéce bien
équilibrée (’événement pile est noté 0 et 1’événement face est noté
1).

La probabilité pour que deux “faces” consécutifs soient séparées

par n “piles” est 1

pn _‘2n+1

bh) r=6

Ce modéle est équivalent & N jets indépendants d’un dé bien équi-
libré (il faut convenir de noter «0” I’événement qui correspond a
la venue de la face “6”).

La probabilité pour que deux as, par exemple, soient séparés par n
autres faces différentes d’un as est

p. =g l¢e)
¢) r=10

Ce modéle correspond a une table ordinaire de chiffres aléatoires,

en base dix,-avec
n

1 9
th"ffﬁ(‘ﬁ)

C’est la probabilité d’avoir deux chiffres a séparés par n chiffres

* différents de a.

Fonction de répartition

La fonction de répartition de I’aléa X s’écrit

Fn) = 3 P(X=k) = P,(X<0)




- 3305 =5
comme TRy — (r%l )“
il vient F(n) = l—rpm1
En particulier, EiX=n+1) = 1—FHn)
n+l
et P(X>n+1)=rp = (1—%)

C’est ce résultat que nous avons utilisé pour calculer les valeurs de
la derniére ligne de la table précédente.

Fonction génératrice, espérance, variance et écart-type

t est un réel; la fonction génératrice de ’aléa X s’écrit

gt)= T p t" =13 [—(rgl)t]
n=0 = r

n
I h=o0

pour |t]| < " r_ T il vient

80 = T=e-Dt

En particulier, pour t= 1, on a bien

n=0
D’autre part, 3—% = e 5
[r—(r— 1)t]
2
et S 2 (r—1)°
dt? x——1t°

Dol g(l) = r—1

et g”(1) = 2(r—1)°
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Il en résulte que ’espérance de 1’aléa X est
EX) = r—1
le moment factoriel d’ordre 2 est
E[X(X—1)] = 2 —1)°
I’espérance de I’aléa X* est
EX?) = E[X(X—1)] + EX)

= {F—1)28—1)
D’ou la variance de 1’aléa X :

V(X) = r(r—1)
et son écart-type o(X) = Vr(r—1)

Voici les valeurs dans trois cas particuliers:

Y
2 6 10
E(X) 1 5 9
o(X) | 1,414 | 5,478 | 9,487

3. Test de “bon enchevétrement”
(xi) est une suite de chiffres écrits en base r.
Associons a cette suite ’application

X : g —N
Nous dirons que les chiffres de la suite (x,) sont
si X suit une loi de probabilité proche de la loi th

proximité sera testée par le x%. En cas de non rejet de I’hypothése,
rés et constituent

les chiffres de la suite (x,) sont dits bien enchevét
une table de chiffres aléatoires valable.

Exemples et contre-exemple

a) Nous avons appliqué ce test aux 1 000 premiers chiffres propo-
sés par M.G. KENDALL et B.B. SMITH dans “Tables of Random

- 130 -

bien enchevétres,

éorique p_. Cette




Sampling Numbers” et reproduits dans “Tables for Statisticians”
de ARKIN et COLTON:

1-4

5-8

9-12

13-16

17-20

21-24

25-28

29-32

33-36

37-40

O oO~NOC Oh W=

2316
05 54
1487
38 97
97 31

1174
43 36
9380
49 54
3676

07 09
43 31
6157
3135
57 04

10024
97 95
9373
72 62
6102

.97 83
8916
25 96
8144
11 32

75 48
55 50
16 03
67 49
26 17

2693
12 88
62 04
01 31
87 26

2523
0010
0063
28 37
88 65

34 42
53 50
25 95
1112
07 44

98 54
0971
68 82
3317
25 49

59 01
43 10
50 32
5194
18 99

8144
59 11
78 38
8108
3337

92 24
8144
60 06
99 10
26 27

00 68
18 40
70 43
25 00
18 45

74 33
92.22
20 62
19 05
31 42

8372
5374
40 43
0517
7553

3393
0164
2680
42 98
94 82

62 71
86 38
17 36
77 91
79 59

7210
89 48
78 19
92 26
3712

05 59
2329
87 17
04 95
3623

59 93
35 08
62 23
58 53
0870

08 72
56 23
44 91
41 87
15 69

26 07
03 07
3775
89 41
36 82

7137
8329
88 85
8264
07 94

17 18
06 37
92 65
48 06
43 86

76 24
90 61
50 05
78 80
94 25

3279
93 00
55 75
69 53
41 95

06 55
52 55
6314
3157
90 52

3072
5223
56 67
35 66
95 91

45 47
35 05
02 82
74 69
08 62

97 08
18 37
10 03
59 01
12 58

7331
90 04
1189
82 96
96 86

84 53
51 61
89 51
97 64
95 65

97 57
08 26
16 68
65 94
7378

35 41
54 54
35 28
0075
4976

86 95
4410
22 11
94 32
4154

18 22
99 43
3258
6177
7045

44 67
48 89
2335
48 62
46 35

56 09
2122
26 95
3471
66 99

44 22
89 88
62 84
67 65
67 42

2303
96 22
54 38
42 87
88 21

6470

64 07
47 85
7380
27 48

3384
74 29
0174
58 48
06 53

29 82
5326
99 64
68 75
53 61

03 42
43 81
9195
017
24 52

67 44
1343

08 34

16 95
0513

68 50

4036 |

25 71
95 27
38 80
5320
46 47
69 93
69 19
22 54

76 50
15 87
45 69
18 67
9378

30 00
63 61
48 83
65 45
32 45

La table suivante donne les effectifs des différents écarts pour
Vensemble des chiffres 0, 1, ..., 9. Dans la colonne F, nous avons
calculé la somme des effectifs et dans la colonne F, nous avons
reproduit les effectifs théoriques: comme nous avons 4 tester
1 000 chiffres, ces effectifs théoriques valent 103 P, -
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Pour appliquer le test X°, nous avons regroupé dans une seule
classe tous les écarts supérieurs ou égaux a 21.

2
n| F | F ||F-F||F-F) %&L
0 108 | 100 8 64 | 0640
1 a7 90 3 9 0,100
2 86 | 81 5 25 0,309
3 67 | 73 6 36 0,493
4 70 66 4 16 0,242
5 60 | 59 1 1 0,017
6 a8 | 53 5 25 0,472
7 44 | 48 4 16 0,333

4 | 43 1 1 0,023

9 42 39 < 9 0,231
10 27 | 3 8 64 1,828
1 32 31 1 1 0,032
12 31 28 3 9 0,321
13 24 | 25 1 1 0,004
14 2% | 23 2 4 0,174
15 19 | 21 2 4 0,190
16 25 19 6 36 1,895
17 11 17 8 64 3,765
18 12 15 3 9 0,600
19 8 13 5 25 1,023
20 8 12 6 36 3,000
n>20| 112 | 100 3 9 0,082
Total 16,674

soit X2 = 16,674

Nous avons 22 classes, donc un x* a 21 degrés de liberté. La table
du x” donne (pour 21 degrés de liberté):
P (x* > 15,445)

P (x* > 17,182)

1l

0,8
0,7

I
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il vient par interpolation linéaire:
P, (x* > 16,674) = 0,73

résultat qui conduit 4 accepter ’hypothése de proximité de la
répartition théorique et de la répartition étudiée.

Voici par ailleurs les moyennes des écarts pour chacun des chiffres
0,1,..9:

a 0 1 2 3 4 B 6 7 8 9

E(X) | 9,643(9,398| 8,871 8,308 8,448 |7,973(9,398( 9,479 9,146 | 9,383

E(X) &

98 |
9,7 -
9,6 -
95 -
9.4
9,3 -
9.2 -
9,1 -
P 9 1 \2 3 4 5
89 -
88 -
8,7 -
8,6 -
85 -
8,4 -
83 -
8,2 -
8,1 -
8 o
7,0 -
La moyenne générale vaut 8,958; elle est trés voisine de la moyen-

ne théorique 9. _
L’écart-type de cette distribution vaut 9,645, valeur peu différente

de la valeur théorique 9,487.

v

b) Comportement des décimales de

Nous avons testé de méme les 10 000 premieres décimales de m,
données par F. GENUYS (revue CHIFFRES, Volume 1, 1958 ;
p.18 a 22). Nous avons regroupé dans la méme classe les écarts
supérieurs ou égaux a 30:
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.| F-FP

n| F Fo[IF=FR| | (F=F) s
14
0 | 941 | 1000 59 3481 3,481
1| 892 900 8 64 0,071
2 | 8a7 810 37 1369 1,690
3 [ 714 729 15 225 0,309
4 | €58 656 2 4 0,006
5 | 586 | - 590 4 16 0.027
6 | 521 531 10 100 0,188
7 | 478 478 0 0 0,000
8 | 394 430 36 1296 3,014
9 | 376 387 1 121 0,313
10 | 341 349 8 64 0,183
11 | 324 314 10 100 0,318
12 | 289 282 7 49 0,174
13 | 248 254 6 36 0,142
14 | 231 229 2 4 0,017
15 | 193 206 13 169 0,820
16 | 202 185 17 289 1,562
17 | 181 167 6 36 0,215
18 | 149 150 1 1 0,007
19 | 145 135 10 100 0,741
20 | 124 122 2 4 0,033
21 | 108 109 3 9 0,082
22 | 103 98 5 25 0,255
23 80 89 9 81 0,910
24 72 80 8 64 0,800
25 72 72 0 0 0,000
26 69 65 4 16 0,246
27 62 58 4 16 0,276
28 51 52 1 1 0,019
29 57 47 10 100 2,128
30 | 435 428 7 49 0,114
Total 18,141
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soit  x° = 18,141
Nous avons 31 classes, donc un x* 4 30 degreés de liberté. La table
du x” donne (pour 30 degrés de liberté):
P (x* > 16,306)
P_(X* > 18,493)

0,98
0,95

il

il vient par interpolation linéaire:
P (x> > 18,141) = 0,9548
La répartition coincide fortement avec la répartition théorique.

Voici par ailleurs les différentes moyennes:

a | ol 1] 213 |4 |5 |6 |7 |8 |o

E(X) | 9,151 18,826 8,910|9,327| 8,913 |8,625 | 8,958 |9,286 | 9,732 | 9,083

La moyenne générale vaut 9,081; elle est trés voisine de la moyen-
ne théorique 9. §

L’écart-type vaut 9,400, valeur peu différente de la valeur théori-
que 9,487.

Ainsi, nous pouvons affirmer que les décimales de n sont bien
encheuvélrées; tout se passe, de ce point de vue, comme si elles
auvaient été tirées au hasard ! .... (en fait, on peut se demander si
cela n’est pas trop beau pour étre vrai! ).

¢) Pour terminer donnons un contre-exemple :

Considérons la suite formée par k fois la répétition de la suite (0,
1,2,8,4,5,6,7,8,9).

Cette suite n’est évidemment pas une suite de chiffres aléatoires.

Etudions pour cette suite le test de “bon enchevétrement™.

Ici, quel que soit a, a€ {0,1, 2, ..., 9}, la variable X est certaine
et vaut 9. On a donc
0 pour n#9

P(X=n) = .
: 1 pour n=9
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La moyenne de cette distribution vaut 9 et coincide avec la
moyenne théorique! Cependant, 1’écart-type est nul, il différe
totalement de la valeur théorique 9,487.

2 o ad 5
Pour calculer le X, considérons trois classes:

X<9 , X=9 e X>9
D’ou la table:
2
(F—F)
F E, _—
Ff
X <9 0 6,1258 k 6,1258 k
X=9 10(k — 1) 0,3874 k u
X>9 0 3,4868 k 3,4868 k

2

i [10(k—1) — 0,3874 k]
0,3874 k

Aprés quelques %impliﬁcations, il vient:

avec

x? = %(248]{2 — 496k + 258)

Voici quelques valeurs de x* en fonction de k:

k xz
1 10
2 129
3 337
10 20098
100 24 306,58

La table du X* & deux degrés de liberté donne
P (x* > 13,815) = 0,001
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Comme a partir de k supérieur ou égal a 2, x* est supérieur a
13,815, on en déduit que la suite envisagée n’est pas bien enche-
vétrée et par conséquent n’est pas aléatoire (comme il fallait s’y
attendre! ) ...

Samarkand, juillet 1975
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