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Propos autour d’un jeu d’urnes

P.L. HENNEQUIN
(Clermont-Ferrand)

Le texte ci-dessous différe notablement d'une premidre rédaction soumise
aux participants durant le colloque. Il résulte de discussions fructueuses

avec J. BADRIKIAN, G. BROUSSEAU, L. DUVERT, G. GUILBAUD, P. JULLIEN.

Introduction

Nous poursuivons depuis deux ans des expériences d'initiation aux probabi-
lités dans 1'enseignement &lémentaire avec Mesdames BOUCULAT et CAPITAN,
Professeurs 3 1'Ecole Normale de Jeunes Filles de Clermont. En particulier,
dans une classe de CM 1 , 1l'institutrice, Madame ASTAIX nous a proposé,
reprenant une expérience effectuée & 1'Ecole Normale de Périgueux, de faire
jouer les &léves avec des urnes (pots de carton opaques) contenant des
billes, de méme diamétre mais de deux couleurs différentes. On comnalt
seulement le nombre total de billes de l'urne et on peut, en renversant le

pot, faire apparaitre une bille 3 un trou de diamétre légérement inférieur.

On sait donc effectuer des tirages avec remise, en nombre arbitraire, dans

1'urne.

I1 nous a semblé préférable que l'urne soit composée par les éléves
elles-mémes qui jouent alors par groupes, plut3t que par la seule maltresse.
En effet, dans ce cas, la connaissance du contenu de l'urne peut €tre mise
par les éléves sur le méme plan que le savoir qu'elle se charge de leur

enseigner et il peut en résulter de facheuses confusions sur la notion de

hasard.
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Comme il est difficile d'enregistrer tous les messages &mis dans la
classes, Roland BERTHUET a eu 1'idée du jeu suivant dont chaque &tape est
sanctionnée par un message &crit. Le dépouillement de la suite de ces

messages constituera donc le matériel expé@rimental & analyser.

11 nous est apparu que 1'&€tude du jeu ainsi définie pose des problémes
d la fois de calcul des probabilités et de théorie des jeux plus ou moins

élémentaires que nous développons ici.

1. Régle du jeu

I1 se joue entre deux joueurs ou équipes A et B. On dispose d'un moyen
physique de réaliser des répétitions indépendantes d'une expérience aléa-
toire & 3 1l'issue de laquelle N + 1 @&vénements Ak (incompatibles

ou non) peuvent etre réalisés.

Nous poserons P (Ak) = Py 0<k< N

Il pourra se faire que les Ak constituent une partition de 1'événement

N N

certain R , 3 A, =0 de sorte que ¥ P =1 . Ce sera par
k=0 k=0

exemple le cas si A = {Y = k} oli Y désigne une variable aléatoire

entidre & valeurs dans [0, N] de distribution P,

Par exemple Y sera le nombre de succés dans un schéma de Bernouilli de
N coups, la probabilité d'un succés &tant p

Ny k N-k
P " (k)p (1=p)

(cas de l'urne contenant une proportion p de boules rouges et lancée N fois).

On a alors un bon exercice sur la distribution binomiale qui sera 1l'occa-

sion de manipuler des tables de cette distribution.

Ou encore, on place dans une boite des jetons numérotés entre O et N; Y

est le numéro du jeton tiré, Py la proportion des jetons portant le numéro k.

Si 1'on veut une situation ol les A me soient plus disjoints, il suffit
de reprendre la méme boite et de noter cette fois Jk une partie de 1'ensem—
ble des numéros et A 1'événement: {le numéro tiré appartient a Jk} .

L'étude de cet exemple constitue un bon exercice sur la notion d'événement.
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Au début du jeu, B comnait les Pys A ne les connalt pas mais le jeu va

lui permettre d'acquérir de 1'information sur les P -

Chaque partie du jeu comporte quatre phases. On peut éventuellement alterner

les parties successives en permutant les rdles de A et de B.

lére phase : .
A "parie" r nombres entiers distincts ou non de [0, N] , il porte ces
"paris" Xy 5 X, 5 ee , X SUT ule feuille comportant r cases. Nous

noterons P l'ensemble des nombres pariés et n(k) le nombre de fois ol k

a Eté parié: nous avons donc, pour 0< k< N §

n(k) = card {i / By k}

N
> n(k) = 5 n(k) > 0
k=0

alk) > 0 == LkeP

28me phase :
A transmet 3 B sa feuille de paris. B raye alors certains paris, c'est-3-
dire qu'il choisit un sous-ensemble R de P (et non une scus suite de la

suite des paris {xi}).

3&me phase :
B rend 3 A la feuille de paris et la liste des paris rayés, et on effectue
en présence de A et de B un nombre, fixé & 1'avance, s de tirages Si

(1< i< s)deé&,.

Soit M(k) = card {i/Ak est réalisé dans Ei} le nombre de "sorties"
de Ak dans les s tirages, S 1'ensemble des k tels que Ak soit sorti au
moins une fois. Nous avons, comme plus haut, M(k)= 0 ,

Mk) >0 <= k€S

N N
et, dans le cas oii ¥ Ak = Q , événement certain , > M(k) =s
k=0 k=0

4éme phase : décompte des points

On peut imaginer de nombreuses variantes dans cette phase et nous allons

1'analyser en détail.
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Nous noterons G la différence entre le gain de A et le gain de B, ce qui
revient 3 supposer que,dans une partie, le gain G de A est &gal 4 la perte
de B et peut se matérialiser en donnant au début du jeu une pile de jetons
d chaque joueur: si G > 0, B donne 8 A G jetons, si G < 0, A donne & B

|G| jetons.

Tragons l'arbre des &ventualités
possibles pour chaque &lément k
de [0, N] apré&s chaque tirage,
en notant sur ses branches P pour
parié, R pour rayé, S pour sorti,

une barre ~ indiquant la négation.

Les nombres (a, a', b, b'; c, ')
affectés aux noeuds terminaux

correspondent au gain &lémen-

taire de A (pour un pari et une

sortie par exemple).

Décrivons ieci cing possibilités parmi d'autres

(1) On compte 1 point par décision juste ; —1 par décision fausse:

a=2 , a'=-2 , b=0=b" , e=1 , e"=-1
(2) 1 point par P ou R juste, -1 par P ou R faux, O pour P ou R
a=2 , a'=-2 , b=1 4, b =-1 , ec=0-=c'
(3) 1 point par décision juste mais 0 par décision fausse
a=1 , a'==-1 , b=0=b" , e=1 , e¢"=0
(4) 1 point par P juste, 1 point par R juste, 0 sinon
a=1 , a'==1 , b=1 , b'=¢c=c'"=0
(5) 1 point par P ou R juste, -1 par P ou R faux , O par P ou R juste,

-1 par P ou R faux

a=2 , a'=-2 , b=1, b'=¢c=0 , c'"=-1

I1 faut ensuite décider, dans le cas oli r ou s sont supérieurs i | comment

on fait intervenir le nombre de paris n(k) et le nombre de sorties M(k)

de k, pour exprimer G & l'aide des gains élémentaires.
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Donnons la encore quatre possibilités :

a) Chaque gain unitaire est multiplié par n(k) si ke P ,
par (r - n(k)) si keP ,
puis par M(k) si kes |,
et par (s - M(k)) si k€S

Alors
G=a 3 n(k) M(k) +a' 2 n(k) (s - M(k)) +b 3 n(k) M(k)
ke R ke R kER
+b' Y n(k) (s - MK)) + ' Y(r = n(k)) M(K) + ¢ X (r - n(k)) (s = M(k))
k€R k k

=(a-a"-b+b") ¥ n(k) MK + (a'-b") s 3 n(k)
kER keR

+(-b'-c'+c) Yalk) ME) + (c' =) r Y M(k) +1s [(N+ e +b']
K K

B) On compte les non sortis comme s'il y en avait qu'un. Alors

a 2 n(k) M) +a' X _na(k) +b Y_ (k) MK)
keR keRNS keR

(2]
n

+b3' Y _n() +c'Y (r-nk) MK +c¢ Y _ (r - n(k)
keRnNS k ke S

]

(a=1b) 2 n(k) MK) + (a' =b") ¥ _n(k) + (b-c")Y nk) Mk
keR keRNS k

+ (" -c) P _nk) +c"r Y MKk) +crcard S
kes k

Y) On compte les non pariés seulement pour | et les non sortis comme en a) .

Alors

G=a 3 n(k) M) +a' ¥ n(k) (s -MK) +b 3 _n(k) MKk
keR keR keR

(s = M(k))

+

b' 2 _nk) (s = Mk) +c' T MK +c 3 _

keR kKeP kEP

(a=-a'"-b+b") 5 n(k) M(k) + (a' -b") s Z n(k)
kER KER

+

(b -b") Fa®k) Mk) + (' - c) TMK) + (c="c') 3 _ Mk
k k keP

=8 ¢ card P + s [(N+ 1) c+r‘b']
R



§) On compte les non pariés seulement pour | comme en y) et les non sortis

seulement pour 1 comme en B) .

Alors
G=a 2 n(k MKk +a' X _n(k)+bd 2_ n(k) MK
keRr keRNS kER
+ b Z_ _n(k) + e’ 2 MK) + ¢ card PnS
kERNS keP

(a-1b) 2 n(k) Mk) + (a' =b') Y _n(k) +bY n(k) Mk)
keR keRns k

+b" Y n(k) +e' Y MK -c¢' T MKk) +ccard § - ¢ card (PNS)
keSS k ke P

Dans tous les cas G se met sous la forme

G=a, ¥ 000 M) +a,Yal) ME) - a; 3 00 -a, 2 _ 0
keER k keR keRnNS
- ag 2 M(k) - a, Z_ n(k) + a, > M) - ag card P + ag card §
y Kes KEP

- am card (Pﬁg} *

oli, dans tous les exemples que nous avons considérés, ai =0 5

On vérifie immédiatement que les décomptes 2a et 2y , 4a et 4y , 2B et 26 ,
48 et 46 sont identiques et qu'il reste 16 jeux distincts dont nous donnons

ci-dessous le tableau des coefficients aJ. et C.

La dernigre colonne indique le nombte de coefficients non nuls et donc la

complexité du décompte des points et du jeu.



nonﬂ?r? de
Jeu 2, a, a; & @ a, &, &g ag, A C coi:il;iigts
lo 4 2 2s 0 2r 0 0 0 0 0 rs(N+1) 5
18 2 1 0 2 T 1 0 0 i 0 0 6
1y 4 0 2s 0 2 0 2 s 0 0 s (N+1) 6
18 2 0 0 2 1 0 1 0 1 1 0 6
2a-y 2 2 8 0 0 0 0 0 Q 0 -rs 4
2B-6 1 1 0 1 0 1 0o 0 0 0 0 4
3o 2 1 s 0 T 0 0 0 0 0 rs{N+1) )
3B 1 0 0 1 0 1 0 0 T 0 0 b4
3y 2 0 s 0 1.0 1 s 0 0 s (N+1) 6
38 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 3
b4o—y 1 1 s 0 0 0 0 4] 0 0 0 3
4B—6 a 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2
Sa 3 2 2s 0 r it} 0 0 0 0 0 4
58 1 2 0 2 T 0 0 0 0 0 0 4
5y 3 1 2s 0 1 0 1 0 0 0 0 5
58 1 1 0 z 1 0 ! 0 0 0 0 5
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2. Une situation de la vie courahnte relevant de ce modéle

Un paysan posséde r champs de méme superficie et de méme qualité. Il désire
planter dans chacun d'eux des arbres fruitiers pour une période de s années.
Il a le choix entre N+l variétés (indexées par k, 0 <k < N). On admet

que les arbres produisent dés la premiére année et que leur productivité est
constante durant la période considérée. Chaque année, on n'envisage que deux

éventualités: ou bien les fruits arrivent 3 maturité et peuvent €tre cueillis

(éventualité Ak de probabilité pk), ou bien aucune récolte n'est possible.

Le paysan peut solliciter la souscription d'une assurance : 1'assureur (qui
connait les P d'aprés ses statistiques) peut l'accepter ou le refuser, pour
chaque variété k. La prime annuelle est de w par champ assuré, l'indemnité

si la récolte est détruite est 1i.

Soit y le capital initial investi, p la valeur de la récolte d'un champ,

supposée indépendante de k.

On peut supposer en outre que, si au cours de la période de s années aucune
récolte n'a &té possible, le paysan décide d'arracher les arbres et d'en

replanter d'autres, ce qui lui cofite a par champ.

Supposons enfin que chaque année une exposition de fruwits est organisée
au cours de laquelle une prime w est attribue 3 chaque exposant pour chaque
variété exposée, et que la mise en culture de chaque variété cofite v (quel

que soit le nombre de champs ol on la cultive).

Alors, si R désigne 1'ensemble des variétés non assur@es et R celles qui sont

assurées, G a 1l'expression ci-dessus avec

o
it
=1

a =1 3 a =p =1 i a3 =35 (i - w "

C=(r~1) 8 E~¥w
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3., Stratégies optimales quand A et B connaissent les Py

A chaque partie, A dispose du choix des n(k), B du choix de R. Nous appelle-

rons stratégies g, » 9y ces choix. Ces choix étant effectués, G est une
variable aléatoire G( w, Tps cB) fonction de w et de % et Ig - Comme

B joue apr&s A, il connalt ¢, au moment ol il joue et son but est de choi-

A

sir I de fagon 3 rendre G( w, o

alors o dépendrait de w encore inconnu au moment od B joue. Or la loi

Ic UB) le plus petit possible. Mais

des grands nombres nous apprend que pour un nombre n assez grand de parties

wy indépendantes durant lesquelles on applique les mémes stratégies T

n
et o la moyenne arithmétique de G, ﬁ- 2: G(mi, Ty cB) sera arbitrai-
i=1

rement voisine de 1'esp&rance mathématique EG(cA. UB). B va donc mini-

miser cette espérance mathématique, c'est—d-dire choisir ¢g_ telle que

B

E(G(UA, UB)) < E(G(UA, ) pour tout o .

Nous noterons cB(crA) cette stratégie de B.

A, qui joue avant B, est en droit de penser que B va appliquer cette

stratégie optimale, et comme il cherche 3 rendre G le plus grand possible,

il va choisir Ty telle que

E(G(o’A, UB(UA))] > E|(G(o, CFB(O’))) pour tout o
Pour expliciter Ty et og » nous calculons EG .
M(k) est une variable binomiale de répartition B(s, pk), donc EM(k) = Py -
Pour calculer E ( Z_ n(k)) nous écrivons
keS =
1 si kes
2_n@ = X o Iz k)  avec Iz(k) =
kES k 0 si keS
puis E(lg() =B(ke® = (1 - pk)s = P(M(k) = 0)
donc E(card S) = E (z l—(k)) e Y (1l -p yE d
X S k
k
s
D'ol EG-= ZE n(k) [a, sp. —a, - a, (1 -p.)
% [8) o# = 83 - o, ny
s _ s
% % (n00) [a, sp = 2g(1 = pO°] - s agp + a1 = p)")

s
-a,card P+ » (sa,p -a (l-p)}+C
8 KEP ( T "k 10 k
59 -
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4. Stratégie optimale de B

Examinons d'abord la stratégie de B qui joue aprés A et connait P et les
Py Il doit minimiser E G en choisissant R convenablement, c'est-d-dire
minimiser

s
5> nk)[a sp -a, -a (t-p)]
kER [ 1 k 3 4 k

le crochet est une fonction continue de P qui croit de “a; - a, 3

a, s - a3 et, si al 8 = a3 >0, ce qui est le cas de nos exemples; il

y a une valeur LA de Py unique telle que
)
a, sp. "8 -8 (1 pk) )Oﬁ#pk>‘"s
B a donc intérét 3 choisir RCP , de sorte que keR si B ¢ W, et

keER si 18 > L8 (le choix pour les valeurs de k telles que P =T,
étant indifférent), T, est racine de 1'équation

s
a, s m_ a, 2, (1 ws) =0

Dans l'exemple de 1'assureur, il doit accepter d'assurer si i Py = 1=
ou 1 - P, < -E— (probabilité de sinistre inférieure au quotient prime

par indemmité).

5. Stratégie optimale de A quand il connait les P

A peut choisir les n(k) et, en particulier P, donc modifier les termes
suivants de E G :

> n(k) [a, sp -a -a (l--p)s
kKER [I k 3 4 k]

+ Z n(k) [az s P~ 3 (1 - pk)s] - ag card P
k

5
+ 2 8 8. p. = aa {1 =p.)
ke p [ 7"k 10 k ]
Si A comnait les P » il doit d'abord parier sur la valeur de k, kI qui

maximise P, » car les trois croichets sont des fonctions croissantes de k:

= max

P
1 O0<k<N ¥

Py
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Si B applique la stratégie optimale,

si pkl > 5 k.l =R et ce pari rapporte en moyenne
(a2 + 37) 8 pk] = (a6 + 3!0) €1 = pkl)s - ag

si pk] & M’ »  k;ER et ce pari rapporte en moyenne
(a] + a, + a7) s pk1 - (aa + ég + aIO) (1 - Pki)s -3 - a,

si P, = T , les deux expressions coincident.

Soit alors k2 la valeur de k qui maximise P, pour k # k]

= max p. %
2 O0<k<N
k # k]

Py

Parier & nouveau k] rapporte 3 A

s

P 7T p T T Y
: s
si Pk] € My (a]+az) s pk] (a4+a6)(] pk’) a,
alors que parier k2 lui rapporte
. s
8L P 7Ty (aytaj)s gy, = (ag%a,g)(1 =~y )" = 8y
2 2 2
; 8
si pk2 < ﬂs (al+az+a7)spk2 (a4+a6+a10)(1 pkz) aB 33

I1 peut se faire ( si a, # 0 ) que ce second choix scit plus avantageux.
On comparera alors pour le troisidme pari kl’E k, tel que
P = max p

k3 pgkenN
k# kg, k

k
2
et ainsi de suite. D&s qu'une valeur ki est moins avantageuse i parier que

k] on compléte les paris a affectuer par k1 5

Comme le montrera 1'@tude des exemples ci-dessous (au paragraphe 8), le jeu

peut, suivant les valeurs des paramétres, eétre favorable 3 A ou i B.

— 61—



6. Stratégies optimales quand B connalt les pk mais pas A

En fait A gagne d'autant plus qu'il connalt mieux les P (ou du moins les
plus grands d'entre eux). L'information qu'il va acquérir sur les P
provient de deux sources: les parties déja jouées, et le comportement de

B (rayer ou pas rayer) en face de ses paris.

Examinons d'abord 1'information qu'apportent & A les parties déjad jouées.
Supposons d'abord qu'il n'y ait aucune relation entre les Py Pour la
premidre partie,l'absence d'information sur Py (que nous noterons p dans
ce paragraphe) peut se modéliser ainsi:

p a Eté tiré 3 1'insu de A en choisissant une variable uniformé-

ment répartie sur [0, 1
Pla<p<b] =b-a si 0<ac<bel

La probabilité que M(k) = n conditionnée par p est
] -
P {M(k) = n/p} = ( ) pt (1 - )"
n
Pour A, la probabilité a priori de {M(k) = n} est donc

1 1
JOP (M(k) = n/p) dp = L [:] PP (1-p " dp = s-l]

Les s + 1 valeurs de M(k) ont donc la méme probabilité a priori pour A.

Remarquons qu'il n'en serait pas de méme si p était uniforme, mais sur un
sous—ensemble fini de [0, 1] : si, par exemple, p prend les valeurs T%

0 <i <10 avec probabilité T% , la lecture d'une table de la distri-

bution binomiale montre que la probabilité a priori de M(k) = n dépend

de n.

Pour calculer 1'espérance a priori de G, nous &crivons

E (M) = s E(p) =%
1

et E(Ig(k)) =E((I-p)s) = fo (1-p°%ap =

s+1
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Si nous supposons que B applique dés le premier coup la stratégie optimale

(R= {k/pk < WS}) alors

E 2 n(k) [a] M(K) - &y =

8, 5]

kER
= X Jﬂs dp - a, = )'Trs a-pfa
= 2 n [ai s o pdp-a;-a J, P p]
2
s 1 = (1 =y )S+1
= Zn(k) a Bl e g i g ——e S
1 2 3 4 s + 1
k
de sorte que
s m2 1= (1l = )s+] a
E(G) =|a S.a, ~a —8 .5 2. s T
1 2 3 4 s + 1 2.2 s + 1
a a
7 10
* ( 8 gy — l) card P
s a a0 3
Si -a_ - >0, A adonc intérét i choisir card P
2 8 s + 1

le plus grand possible, donc &
sinon ce n'est pas son inté&rét

terme, car cela lui rapportera

Supposons maintenant qu'on ait

&taler ses paris,
immédiat, mais peut &tre son intéret & long
une information plus grande sur R.

se soit réalisé

déja joué m parties et que Ak

n fois durant ces m parties (il est facile de voir que seul compte le

nombre total de réalisations).

conditionnellement par p

P(c_ /p =

La probabilité de cet événement Cn est,

[mns] pt (1 - ™

On en déduit la densité conditionnelle de p, par la formule de Bayes :

P(C_/p) n _ _\ms-n
£ /G - I
" Jo P (1 -p™
- [if] 2" (1 - ™" (ms + 1)
1 it
puis P (M= I/Cn) = j-o P (M= 1/p) f(p/Cn) dp
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1
P ((M=1)ncn] JOP ((M=l)ﬁCn/P) dp
P(C) - P(C)

En effet
B 1/Cn) =

1
[y2 0=1/p) Bec_/p) ap

P(Cn)

car M et C_ sont indépendants conditionnellement quand p est connu.

On peut alors calculer, pour chaque k, E (M(k) / c, ) et E (bg(k) /an)
k

N
puis E (G/ () C_) sous 1l'hypoth&se que B appliquera la stratégie
k=0

optimale 3 la partie suivante. Ceci permet de déterminer les n(k) optimaux

pour cette nouvelle partie.

Examinons maintenant l'information apportée i A par le jeu de B (R).
Supposons d'abord que B applique systématiquement la straté@gie optimale
(ce qui suppose qu'il connaisse un peu de calcul des probabilité&s !) c'est-

a-dire que R =P N {k/pk < ws} alors, aprés m parties, A connait pour
tous les k pariés la position de p, Ppar rapport 3 My I1 supposera donc que

p est uniformément réparti non plus sur [0, 1] mais suivant le cas sur

[o, nS] ou [ﬂs, 1] . Cela modifie notablement les densit&s a postériori de

p comme nous allons le montrer sur un exemple simple.

Supposons B, & %- , ms = 10 et n==6

Si p est uniforme sur {0, 1] 1'espérance de p conditionnée par n = 6 est

n [ fl a-mpta =L[]6ﬂ=—2-=05833
6 i P B P ]2.[171] g :
Si p est uniforme sur [0. %] (p<m)

la densité de p conditionnée par n = 6 est maintenant :

P6 (1 = p)A

6 4
p (1 -p) dp

—
O W=

— B4 —



et son espérance conditionnée par n=6

1
a0 4
J‘2p7 (1 -p) dp
0 o T B1938
T ~ 5 ¥ games - Deld
2 6 4
'[ p (1 -p) dp
0
Si, au contraire, p est uniforme sur [%-, 1] , cette espérance devient
1
7 4
'fl p (I -p) dp
7 7 0,8062
= — % ——— = 0,7255

]
6 4 12
J‘] 26 1 - % ap 0,7255

A regoit donc une information importante par B et celui-ci peut Etre tenté
de ne pas appliquer la stratégie optimale pour induire A en erreur. Les
enfants ont tout de suite conscience de cette possibilité, qu'ils soient
4 la place de B ou & la place de A.

I1 est possible dans chaque cas particulier d'expliciter les calculs de

ce que perd B & la partie en cours et de ce qu'il risque de gagner aux
parties suivantes en agissant ainsi. Nous ne reproduisons pas ieci ces
calculs qui ne mettent en oeuvre aucune technique nouvelle par rapport &

ceux déja développés.

7. Exemples

Nous nous limitons ici au cas du décompte des points 58 , effectivement
expérimentd dans une classe. (Les autres cas se traitant de fagon analogue

et certains sont plus simples).

On a alors a = 2 ’ b =1 ’
a' = -2 , b'=¢ec=0 ’ c' = =1
et G= 2 n(k) M@K + Y o) MK) -2 2 _ ok - 2_ MK
keR k keRNS keP
Nous supposerons de plus les Ak disjoints; donc
2
EG—Zn(k)[spk—qu]+ 2k, (n(k)+1)spk s

keR keP
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N

Nous traiterons trois cas de complexité& croissante; nous Supposerons que

Y a une distribution binomiale B (N, p) :
N k N-k
129 [k] p (1 -p)

ol p est connu de B mais pas de A.
a) s =1

On a alors o= —g— = 0,667

83i 1'on souhaite que le jeu soit favorable & A quand il applique une bonne
stratégie, il faut que '

F 1
> ou que 2 pk0 2 9 >0 soit 1% > 5 -

P
k 0 0

0

Cette condition n'est satisfaite pour tout p que si N =1 .
Nous &tudierons donc ce premier exemple:

g8 =1 et p0=]-—p 5 p-l.—.p .

Stratégie de B

B doit rayer 1 , sil-p>-§— ou p<% H
2
X 0, si P> 3 H
. 1 2
0et 1, si 3 P % 3 .
A connailt donc par R la position de p par rapport a % et —g— §
. 1 2 X : 5 1
Si -—<p <= A doit parier 0 si p<—=
3 3 2
1 si po>a
» 2 3
. P p 4 5
et si r »2 , l'autre nombre si §—<p<-§-

Dans ce cas, pour r =2, ©EG =0 et le jeu est Equitable ; il est

favorable & A pour r > 3 .

Si P < % A doit parier toujours 0
] 5 i s i
Si P> 3 A  doit parier toujours I

— 66 —



Alors, sir =1 et —<p<=

EG = 5:p=3

Le jeu est défavorable 3 A pour <p <= , favorable pour %< P <_-§-«

L=11%]

sir=2
EG = Sp=3i#kgp=2 = 9p=5 % 0
le jeu est favorable 3 A (a fortiori si r 2 3)

o S 2
sir=1 et P 3

EG = 2p-1 > 0O

le jeu est favorable & A (a fortiori si r = 2).

(Etude analogue pour - <p < 8 y .3 <p < 2 5 P < i en remplagant
5 9 3 5 3
p par 1 -p).
Par contre, si A parie au hasard et si r = 2
Ee = 2-2-3)" -G -1
y 1 . 7 w E
8i 0<p<gyg ’ EG = 2-24+9% < Z
1 2 . s !
-i*épég 9 EG_4 2+ 3p 3p + 1 Z
2 - N e Eeu = &
3 <P <! s EG—4 3p + 1 2 3p < 7
b) s =3 5 N=25 : on a 113=0,265
La figure ci-contre représente, i i f
pour chaque caleur de k portée
en abscisse, 1'intervalle des 8
valeurs de p pour lesquelles
7 1
pk = "3 LS
6
On voit que, si 1l'on sait par
exemple que P =% (cas d'une 1
urne 3 8 billes) la comnaissan-— 41
ce de 1l'ensemble des k pour les- 3l
quels p, > m, permettra de
k 3 2t
connaitre la valeur de i, donc
de p. 1T
0 + + +




Si nous notons | pour un pari ray&, O pour un pari non rayé, on ‘aura la

table de décodage ci-aprés qui se déduit immédiatement de la fi'gure.

(VR | 2 3 4 5 |k i

I 1 1 1 1 0

0 1 1 1 1 1
1 0 I 1 1 1 2
1 0 0 1 1 1 3
1 1 0 0 1 1 4
1 1 1 0 0 1 5
1 1 1 1 0 1 6
1 1 1 1 0 0 7
1 1 1 1 1 1 8

Dans le cas ol p =% (urne 3 4 billes) on voit facilement que 4 paris

suffisent 3 déterminer i mais que 3 ne suffisent pas.

Pour N=5 ona P, = Max Py = 0,3 > ", Ppour tout p .
0 O0LkgN

On est donc dans le cas b du paragraphe 3 et le jeu est favorable 3 A

pour r > Lo 1 or e 1< 2,3 done le jeu est favorable a

P P
kg kg

A pour r =3 .

Supposons par exemple r=3 s P=0:25 3 on a
Py = 0,2373
P, = 0,3955
P, = 0,2637
Py = 0,0879
P, = 0,0146
Py = 0,0010
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5 i A parie d'abord 1 , ce qui lui rapporte en moyenne
2sp, =2,3730 '
0

P, est la seule valeur de P 2T, mais

38p,-24q; = 2,3733 - 0,7984

1,5749 > s p
ko

A parie donc 2 , ce qui lui rapporte 1,5749

de méme 38 py =2 q; = 2,1357 - 0,8870 = 1,2487 > g Py
0

A parie donc 3 .

On a alors
EG = 2,3730 + 1,5749 + 1,2487 - 3 = 12,1966

Par contre, si A parie au hasard

1 5 1 ]
EG=3[—-—--]—-—-. Z_(Zq-.'ip)
3 6 3 keT k k
13 1
s i
c) s=3 , N=10 % on My = 0,265

Reprenant la figure tracée en b), nous obtenons cette fois la figure ci-
dessous ol il apparalt que les paris 4, 5, 6 ne nous permettent pas de

distinguer deux valeurs de p; si par exemple ©p = 7%—(urne d 10 billes)

p [
0,91




On a, en pariant

—
o o
o

—

10

Si p prend 1'une des trois valeurs

pkgg 0,2508 < Ty ; on est dans le cas a)

favorable 3 A pour
s (1 -p )
kg

r = =

2 (sp, —4q )

kg LY

s 1 —p )
kg

= est maximum pour
2(sp. ~q )
ko

or

Le jeu est donc favorable & A pour r =4

Si par exemple p = 0,4 on a
ko =4 p, = 0,2508 2 s
Py = 0,2150 3 s
by = 0,2007 3s
p2 = 0,1209 15

A pariera donc 4 , 3 , 5 puis 3 nouveau

et E G = 0,8325

S (0 1

0, 1, 3, 7, 9, 10 1la table de décodage partiel

0,4 ; 0,5 ou 0,6 on a, pour tout k,

du paragraphe 3, et le jeu est

et

1}

égal alors a

0,6638
0,9676
0,7849

- 0,2705

3:6



CONCLUSION

Nous espérons avoir montré par ces quelques exemples la diversité des
problémes et des stratégies, tous les calculs pouvant &tre menés 2

terme sans difficulté & 1'aide d'une table de la répartition binomiale.
Bien entendu, tout ce que l'on peut espérer en faisant jouer & ce jeu les
enfants c'est observer quelle stratégie ils emploient effectivement et
avec quelle rapidité A finit par 1'emporter sur B; c'est aussi bien slr
les distraire: il n'est pas nécessaire de connaitre la stratégie opti-

male des &checs ou du bridge pour y éprouver quelques satisfactions.

s



